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Instrucoes Gerais

. Identifique seu niamero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque

mais nenhum meio de identificacao pessoal;

Escreva o Numero de cada Questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma questao, faga upload de uma folha escrito "em branco"e associe
as questoes correspondentes;

A duracao da prova é de 2 horas;

A prova é composta por 2 questoes (totalizando 150 pontos);;

A prova é individual e sem consultas;

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, célculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as somente as folhas utilizadas para resolucao.

Um formuléario com informacgoes relevantes para analise de dados esta disponibilizado.
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Formulario

e Para uma funcao real y(z) cuja taxa de variagdo é diretamente proporcional ao valor da funcao, é
valido que:

Ay oz
E—a-y—my—y(O)f

e Podemos reescrever (1 + x)™ como um polindmio de grau tendendo ao infinito:

2
(1+x)"=1+nx+n(n71)%+«u

Se desprezarmos os termos de ordem superior em x, obtemos:

1+2)"~1+nx
e Podemos reescrever e como um polinémio de grau tendendo ao infinito:

2
X
61:1—1—:16-1—3-1—---

Se desprezarmos os termos de ordem superior em x, obtemos:

e x~1+x

e O desvio padrao de uma amostra de dados z; é calculado da seguinte forma:

2 —x)*
N

g =

Em que Z é o valor médio (média aritmética simples) da amostra, e N o tamanho do conjunto amostral.

e As seguintes constantes fisicas podem vir a serem uteis:

Constante da gravitacao universal: G = 6,67 - 10~ Nm? kg2

Velocidade da luz no vacuo: ¢ = 3,00- 108 ms™!
Massa solar: Mg = 1,99 - 1039 kg

Parsec: 1pc = 3,09 -10%m
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1. LIGO (60 pontos) Praticamente todos os modelos de evolugao estelar preveem que a densidade nu-
mérica de buracos negros (e, por conseguinte, também de binarios formados por buracos negros) por
unidade de volume diminui drasticamente com o aumento da massa dos buracos negros. As observagoes
feitas pelo Observatorio de Ondas Gravitacionais por Interferometro Laser (LIGO) confirmam essa hipo-
tese. Quando plotamos os dados inferidos pelo LIGO sobre a frequéncia de colisoes de sistemas binarios
de buracos negros por Gpc? por ano, percebemos que conforme a massa aumenta, o niimero de colisdes
diminui drasticamente.

Porém, quando olhamos a lista de colisdes encontradas pelo LIGO em maio, percebemos que a grande
maijoria delas esta relacionada a buracos negros massivos. Aparentemente, a lista corresponde ao que
esperamos que nao ocorra. Nessa questao, mostraremos com alguns célculos simples que o nosso detector
tende a detectar eventos de colisao entre buracos negros mais massivos, ou seja, ele é naturalmente
enviesado. Para esse propoésito, consideramos trés tipos de buracos negros. Suas informacoes sao dadas
na tabela abaixo.

my, ma (Mg) | fmaz (Hz) | Ntmero de colisdes por unidade de volume por ano (Gpc=3ano~!)
5 1000 20
25 200 04
(0] 60 0,006

Nesta tabela, estdo apresentados a massa dos dois membros do binario (supostas iguais), a frequéncia
orbital maxima perto do momento de colisao e a densidade numérica de colisoes por unidade de vo-
lume por ano. Assuma que essa densidade nao se altera ao longo do tempo, isto é, ignore a expansao
cosmologica. Além disso, por simplicidade, assuma que o plano orbital de todos os buracos negros é per-
pendicular & nossa linha de visada. Abaixo encontra-se a relacdo entre o tamanho da onda gravitacional
(deformacao ou "strain") e o tempo de observagido em termos da frequéncia da onda f,,, das massas
my e msy, e da distdncia r do observador até o binario:

5/3 2/3
W fgw, Me, 1) = 1 (GMC> (chgw> cos (27 fguwt + )

r c?

Onde

(m1m2)3/5

(m1 + m2)1/5

L=
A tabela a seguir também mostra a sensibilidade do detector LIGO correspondente as trés frequéncias
orbitais fiq. da tabela anterior (note que fpq, nao é necessariamente igual a frequéncia da onda
gravitacional):

fmaz (Hz) | Sensibilidade do LIGO
1000 10723
200 10238
60 10236

Sabemos que o detector s registra ondas cuja amplitude excede a sensibilidade do aparelho nessa
frequéncia.

(a) (50 pontos) Calcule quantas colisdes o detector LIGO registra de cada um dos tipos de buracos
negros por ano.

(b) (10 pontos) Argumente por que o detector tende a detectar colisdes de buracos negros mais
massivos, mas somente até um certo limite.
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2. Atmosfera planetaria (90 pontos) Em um planeta muito, muito distante, um grupo de estudantes
de engenharia executou a missao FiboSat, que consistiu no langamento de um minissatélite por balao,
a fim de estudar as propriedades atmosféricas de seu planeta. Seguem alguns dos dados coletados, em
unidades arbitrarias:

r P
1000 | Py 1
2000 | P> | 0,889
3000 | P3 | 0,796
4000 | P, | 0,704
5000 | P5 | 0,629
6000 | Ps | 0,553
7000 | P | 0,469
8000 | P | 0,409
9000 | Py | 0,357
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Considere os dois modelos de atmosfera a seguir. Em ambos, o niicleo é considerado grande o suficiente
para criar uma gravidade constante na atmosfera.

(i) A atmosfera é isotérmica.

(ii) A atmosfera segue um perfil politropico do tipo:

P-p " =F-py"

Seja Py e pp a Pressao e a densidade atmosférica na superficie, o perfil de pressao, em funcao da
altitude r, seria dado por:

n/(n—1)
_ n—1 gpo
Ppoh(’l“) = P() (1 " PO 7’)

A partir das informagoes fornecidas, responda ao que se pede.

(a) (10 pontos) Prove que o perfil de pressdo do planeta para o modelo (i) é dado por:

Piso(r) =P, e—9por/Fo
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(b) (10 pontos) Para os valores de P; fornecidos no enunciado, crie uma tabela com as seguintes

—
—

— — —

colunas:

P;
Py

f(Pi, Pis1) =

Q(Pi7pi+1) _ Pi("—l)/” - Pi(rl—l)/"

Paran =1,8.
Ao fim, calcule o erro relativo para cada uma dessas colunas. Considere o erro absoluto como o
desvio padrao amostral.

(23 pontos) Suponha que os dados P; e P, estejam sujeitos a perturbagoes aleatorias 6 P;, 0 P41 «
P)iv Pi+1:

P 1 = Pii1ideal + 0P

Py = P igear +0P;

Para o modelo politropico, calcule f(P;, P;y1) e (P, Piy1), desprezando os termos em 7 de ordem
superior a um, a fim de deixar suas respostas na forma:

A+ B-6P,+C - 0P
Com A em fungao de pardmetros constantes no problema, B em funcdo de constantes e de P; (ou
P; ideal), € C em func@o de constantes e de P;11 (ou Pii1 ideat)-

(8 pontos) Uma estimativa do erro relativo para cada uma das fungoes, f e g, é:

B2+C? 1
§=\N—7 700D

Em que O(6P) é a ordem de grandeza tipica de § P. Com base nisso, responda: o modelo politropico
est4 em desacordo com o resultado do item (b)?

(12 pontos) Para o modelo politropico, prove que fpori (P ideat, Pit1,ideal) € crescente com 4.
(12 pontos) Para o modelo isotérmico, prove que giso(Pi ideais Pi+1,ideat) € decrescente com .

(15 pontos) Qual dos modelos melhor corresponde aos dados apresentados? Justifique sua resposta
analisando a tabela construida no item (b).

Analise de dados - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 5



