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OLIMPIADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2025

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

10.
11.

Instrucoes Gerais

Identifique seu grupo em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque mais nenhum
meio de identificacao pessoal;

Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os nimeros
das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e a Q27

. A duracao da prova é de 4 horas;

. Essa prova é composta por 5 questoes valendo um total de 300 pontos (4 questoes

valendo 50 pontos e questao 1 valendo 100);

O uso de calculadoras é permitido, desde que ndo sejam programéveis/graficas;

. Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, calculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as somente as folhas utilizadas para resolugao.

Um formuléario com informacoes relevantes para anélise de dados esta disponibilizado.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Proton

AHo Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%6 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-107'1 N - m? kg2
8,314 N-m-mol »K!
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc !
3,0-10° m/s
1,67-10727 kg

656 nm

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas

Pagina 2

Prova em Grupo - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025

TOTAL DE PAGINAS: 12



Pagina 3

Formulario

e A Distribui¢ao Binomial pode descrever a probabilidade de se ter n de N particulas de um gas em um
sub-volume V.

P(n) = (f)p"(l -p)" "

A média de uma variavel aleatoria discreta é dada por:

N
(N)y= ) n-P(n)

A média quadratica de uma variavel aleatoria discreta é dada por:
N
(N?)= > n* P(n)
n=1

e A variancia 0% de uma variavel aleatéria N ¢ dada por:

o} = (V%) — (Ny?

Equacao de conservacao:

L—dc%:cnt

e Algumas integrais:
1
dex =In(z) +C
x

fln(m) =z(lnz-1)+C

Glossario

Sugar
“Sugar” se refere ao ato de extrair todas as energias, dinheiro, forga vital ou qualquer coisa que seja de uma
pessoa, seja de seu intelecto, seu tempo, corpo ou bolso. -Glossario de girias do Intituto Tecnologico de
Aeronautica (ITA) - WIikITA (Adaptado)
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1. Brilha Brilha Estrelinha (50 pontos)

Se a fusao nuclear do Sol parasse agora, quanto tempo demoraria para que percebéssemos? Para estimar
a resposta para essa instigante pergunta, precisamos assumir algumas hipoteses. Vamos considerar que
maior parte da energia gerada pelo Sol provém de reagoes que ocorrem proximo ao seu centro. Além
disso, acredita-se que na camada externa do Sol o transporte de energia seja dominado por convecgao,
mas que nas camadas interiores, abaixo de um raio Ry, ~ 5-10®m, o processo dominante no fluxo
energético pode ser modelado a partir da caminhada aleatoria de fotons de raios X. Ou seja, vamos
considerar que os fé6tons sempre percorrem uma distancia discreta d - seu livre caminho médio - entre
duas interagoes, sendo que em cada uma delas eles sao reemitidos em uma direcao aleatéria, repetindo
esse processo enquanto estéd dentro da regiao limitada por Ry.,.

(a) (10 pontos) Considerando o modelo descrito, em média, qual a ordem de grandeza da quantidade
de passos que um féton precisa dar para atingir a zona onde transporte convectivo ¢ dominante
(r = Ryim)? Para esse calculo, considere que d = 1 mm.

(b) (5 pontos) Quanto anos, em média, um féton leva para chegar na regido limitrofe entre a zona de
radiacao e de convecgao considerando o modelo em questao?

(c¢) (10 pontos) A zona de radiagao solar esta logo apos o seu nicleo, onde reagoes em cadeia desen-
cadeadas por colisdes p-p, representando mais de 90% das interagdes priméarias, sdo as principais
responsaveis por manter o equilibrio hidrostatico da estrela.

p+p—>D+e’ +v.+7y

t, . ) ..
< entre o tempo que o neutrino ¢, e o féton ¢, levam para atingir a

Em média, qual a razao f = 3
N

zona limitrofe Ry;,?

Agora, vamos supor que na zona de radiacdo os fotons possam ser tratados de maneira anéloga a
particulas em gés. Entao, vamos analisar uma regiao de volume V da zona radiativa, considerada com
volume V4. Por simplicidade, diremos que a chance de escolhermos aleatoriamente um sub-volume V
nessa regiao é dada por p = VLO Cada sub-volume possui uma quantidade média {(n) de fotons e um
desvio padrao o,.
(d) (20 pontos) Considerando essa modelagem e que a estrela esta estavel, ou seja, sem mudangas em
seu comportamento médio no nucleo, zona radiativa e convectiva, encontre a flutuagao I' = é% em
um sub-volume V na zona radiativa.

(e) (5 pontos) Faga um grafico esbogando o comportamento das flutuagoes. Identifique o que ocorre
no(s) caso(s) limite(s) e explique qualitativamente as consequéncia(s) desse(s) resultado(s).

Solugao:

(a) Tome um passo aleatorio l:, cujo modulo é [ = 1mm. Entao, apdés N passos aleatoérios,

N
v =2,k
i=1
Por simetria, é facil ver que a média da distribuicao dos deslocamentos é zero.

Mas se nao foi facil, podemos esbocar uma demonstragao geométrica. Perceba que para cada
vetor deslocamento l_; h& um correspondente na dire¢ao oposta com a mesma probabilidade,
devido a simetria da esfera em poder trocar esses pontos. Entao, nessa dire¢ao a média é nula,
raciocinio que pode ser geometricamente expandido para todas as diregoes. Agora, se ainda
nao ficou satisfeito, vamos provar diretamente esse fato. Um deslocamento aleatorio pode ser
escrito em termos das variaveis aleatorias azimutal ¢ € [0,27] e polar 6 € [0, 7].

. sin @ cos ¢
Il =1]sinfsin¢
cosf
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Tomando a média.

. sin 6 cos ¢ {sin 6 cos ¢)
{y=1{]|sinfsin¢ |y =1| {sinfsin ¢y
cos @ {cos O

Em uma esfera Entao, verificando a média do modulo da distancia apés N passos.
(r?y = (Pnsiny = QLT - 75
0,J
Note que a independéncia dos passos nos leva a:
Ty =Ty =0, i#j
@y =, i=j

Logo, obtemos o deslocamento médio quadratico e podemos finalizar a questéo.
N
(r*y =Y 1 = NI?
i=1

Seja d o deslocamento médio apds N passos, temos:
d=IVvN

Com os valores fornecidos para sair da zona de radiagao, d = Ry, € [ = lmm obtemos
N = 2.5-1023 passos. Ou seja, a quantidade de passos é da ordem de 1023,

Com o modelo descrito, basta considerarmos o tempo para o féoton percorrer os passos do item
anterior.

NI
ty = — = 26400 anos
c

Considerando a natureza praticamente nao interagente do neutrino, podemos supor que ele
atravessa a regiao na velocidade da luz. Entao,
Riim

C

by

f~2-10712

Para resolver esse item, vamos escrever a distribuigao do numero de fé6tons em um sub-volume
com n particulas de um total de N em V. Considerando todas as formas possiveis de juntar
as n particulas em V, temos:

f=

Py = (3 )=

Onde p™(1 — p)N~™ representa a probabilidade de termos n féotons em V enquanto os N-n
estdo fora. Por sua vez, o fator binomial faz com que consideremos todas as formas possiveis
de obter essa configuracao.

Agora resta calcularmos a média e o desvio padrao dessa distribuigao.

o= £ () (-8 -

n=0

- SO (-0 6 ) )

n=0
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Calculando a varidncia e por fim obtendo o resultado pretendido.

o = (n*) —<(n)”

Entao.

(e) Segue abaixo o plote do comportamento das flutuagoes.

Figura 1: Comportamento das flutuagées em funcao do ntimero de fé6tons no sub-espago.

Perceba, entao, que quando temos virtualmente infinitas particulas, as flutuagoes cessam. Isso
caracteriza o Limite Termodinamico, situagao em que um sistema pode ser descrito unicamente
por quantidades macroscopicas, sem necessidade de invocar sua natureza microscopica.

2. Beriliomarzio e suas aventuras interestelares (50 pontos)
Apos acordar de sua hibernacdo, Beriliomarzio comeca a se lembrar de ter sonhado com uma longa
viagem até Betelgeuse (642.5anos-luz). Inspirado, ele decide verificar se seria possivel chegar 14 em
tempo suficiente para que ele ainda esteja vivo e possa aguardar pacientemente para fotografar seu
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colapso de perto. Para isso, ele pretende comparar quanto tempo de viagem gastaria com um foguete de
ejecao de ions e com sua engenhoca movida por luminosidade. Para checar esses valores e os gastos de
combustivel, ele precisa realizar alguns calculos, onde nao serao considerados efeitos dissipativos e nem
interagoes externas de qualquer natureza.

@

(IT)

Foguete com propulsao iénica

O foguete de propulsdo i6nica de Beriliomarzio possui massa total inicial mo = 10° kg e ejeta matéria
em uma taxa temporal constante m = 5-107°kg/s e com velocidade u = 200m/s em relacio ao
centro de massa do sistema.

(a) (15 pontos) Com essas informacoes, determine a velocidade do foguete em fungao do tempo.

(b) (10 pontos) Determine quanto tempo serd necessario para que Beriliomarzio chegue em Be-
telgeuse usando esse foguete.

Engenhoca do Beriliomarzio

A engenhoca do Beriliomarzio consiste em um foguete de massa inicial mg acoplado na parte convexa
de um espelho parabolico suficientemente grande. No foco espelho, acoplado ao sistema, estd uma
fonte de luminosidade constante L emitindo apenas em direcao ao espelho.

(¢) 20 pontos) Com essas informagoes, determine a velocidade da engenhoca do Beriliomarzio em
relacdo a um referencial inercial em funcdo do tempo proprio 7.

(d) (5 pontos) Beriliomarzio ndo quer ter que usar calculos muito dificeis em suas analises... entao

ele supde que seu foguete se desloca com velocidade constante v = 0.97¢ rumo a Betelgeuse.
Qual é o tempo de viagem registrado por Beriliomarzio em seu reldgio?

Solugao:

(a) Para determinar a velocidade do foguete, vamos partir da segunda lei de Newton. Entéo,
escrevendo a variacao de momento do gés ejetado e do foguete ap6s um pequeno intervalo de
tempo Jt.

Iprog = m(t + dt)v(t + dt) — m(t)v(t)
Opgas = —[mg(t + dt)u(t + 6t) — m(t)u(t)]

Pelas condigdes do problema, m(dt 4+ t) ~ m(t) e u(t + 6t) ~ u(t). Logo,

{5pfog = m()[v(t + 6t) — v(t)]

0pgas = —u(t)[my(t + ) —my(t)]
A variagao global de momento dp seréa:
Op = Ofog + gas
p = m(t)[v(t + 0t) — v(t)] — u(t)[my(t + 6t) — mg(t)]

Calculando a taxa média de variacao de dp no pequeno intervalo dt e o fazendo tender a zero.

Jim 2P — m(t) lim (W) — u(t) lim <mg(t +0t) - mg(t))

5t—0 0t 5t—0 ot §5t—0 5t
dp dv dm
— =mt)— —ult)—2
dt ( )dt ®) dt
Eor conservagao, a massa perdida pelo foguete é integralmente composta pelo gés ejetado, i.e.,
Mg dm
dt —  dt-
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Substituindo na lei de Newton no referencial do centro de massa do sistema e considerando
x(t) a posigao do foguete em relagao a posicao inicial (0) = 0.

dv dm d*z
= +u(t)=— = m(t)—
. Com as informagao enunciadas, temos que u(t) = u(0) = u e m = mg — riut, onde m = 4 ¢
constante. .
dv um

L
dt " (mo —mt)

dv um

E B (mo - mt)

f LYV f __um gy
0 dt, 0 (mo - mt/)

o(t) — v(0) = winln (1 _ mt)

mo

Como o foguete parte do repouso, v(0) = 0 e obtemos o resultado desejado.

 o(t) = wihIn (1 - mt)

mo

Esse resultado é conhecido como Equacao do Foguete ou Equagao de Tsiolkovski.

(b) Para obter o tempo de viagem, basta integrar a velocidade e resolver para o tempo necessario
para percorrer a distancia de Betelgeuse.

J: %dt’ = um Lt In (1 - :otl> dt’
(1) — 2(0) = —umy [(1 _ ;:Z)t) (m (1 _ n’f;t) _ 1) + 1]
L 2(t) = —umg [ﬂ”; In (1 - ;Z)t) + (1 _ ::()t)]

Para resolvermos para o tempo de viagem, iremos fazer 2(T) = d ~ 6.1 - 10'® m e melhorar a
expressao para podermos resolvé-la iterativamente.

.. T ~ 35585 anos |

(¢) Nessa caso, a propulsdo do foguete é devido ao momento recebido dos fotons refletidos no
espelho parabolico. Perceba que como o espelho é parabolico e os fotons emanam do foco,
todos serao refletidos em diregao paralela ao eixo 6ptico. Além disso, note que por simetria a
transferéncia efetiva de momento é paralela ao eixo Optico e que as perdas por projecao nessa
diregao se complementam simetricamente. Com o indice v indicando uma grandeza associada
a agao efetiva dos foétons temos as seguintes relagao, considerando o referencial do centro de
momento do sistema e que p = ymv e E = ymc?:

{pfog —py =0
v
p=Ecj
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Escrevendo o modulo do 4-vetor momento-energia e a energia total para o sistema antes e
depois de um pequeno intervalo de tempo dt em que o foguete sofre uma pequena aceleracao
e possui massas iniciais e finais my e mg, respectivamente.

Efog + cpy = moc?
2 2 4 2 2
Efog =M3C" + PhogC

Resolvendo o sistema para v(my).

Epog +cpy = Epog + CDrog = m002

c+v
Efog( c > :m002

Enquanto,

Logo,

m3 — m?
v(mys) = c— 2

mg + my
Como a fonte tem luminosidade L contante, podemos escrever a taxa de conversao de massa
em luz e encontrar a taxa de perda de massa no referencial do foguete, i.e. em funcao do

tempo proprio.

2m3ct

2moLTc? + L272

(d) No referencial inercial temos simplesmente um movimento com velocidade constante, restando
aplicar a transformada de Lorentz para determinar o tempo proprio 7.

)

T ~ 161 anos
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3. Dudu Engenharias (50 pontos)

Sugado de defender o espago aéreo brasileiro, Dudu decide relaxar usando todas suas artimanhas para
tentar descobrir a forma mais rapida de se deslocar entre dois pontos na superficie terrestre. Dentre
as possibilidade, ele cogita um lancamento sobre a superficie e um tunel em linha reta ligando dois
locais distintos. Para uma analise mais geral, Dudu escolhe dois pontos genéricos nao semelhantes na
superficie, com coordenadas geograficas (¢1,A1) e (¢2,A2). Nao obstante, Dudu também esta sugado de
solugbes numéricas computacionais e decide ir além considerando que a Terra é uma esfera homogénea
sem atmosfera.

(a) (5 pontos) Calcule o menor tempo de viagem possivel entre (¢1,A1) e (¢2,A\2) considerando o
langamento de um foguete na trajetoria que melhor se adequa ao nosso problema.

(b) (15 pontos) Determine o tempo de viagem entre (¢1,A1) e (¢2,A2) por um ttnel subterrdneo que
os ligue diretamente.

(¢) (30 pontos) Insatisfeito, Dudu tenta determinar a trajetoria de menor caminho da forma mais
simples possivel. Para isso, ele decide nao assumir nada sobre a forma da trajetoria, apenas que

ela minimiza o tempo de viagem. Determine a equagao dessa trajetoria em fungao das coordenadas
geograficas (¢1,A1) e (¢2,A2).

Solugao:

(a) Pela lei das areas, temos AAocAt. Logo, o menor tempo esté associado & menor area. De
imediato observamos que o minimo ocorre em uma orbita rasante a superficie terrestre, i.e.
circular de raio Ry. Geometricamente, pode-se argumentar simplesmente pela distancia
minima entre dois pontos em uma esfera.

(b) Seja O o centro da Terra, P1 o ponto (¢1,A1) e P2 o ponto (¢2,A2). A semi-reta P1-P2
determina a trajetoria de uma massa m viajando entre os dois pontos. Para determinar
o tempo de viagem, vamos analisar um ponto M qualquer na semi-reta P1-P2. Definimos
o angulo § como o angulo entre a reta perpendicular a P1-P2 que passa pelo ponto O e a
semi-reta O-M, que possui comprimento r. Agora, vamos estudar o movimento causado
pela forga gravitacional das camadas internas com aceleragao & na semi-reta P1-P2.

—mg(r)sin @ = mz
4
—gGr sinf = &

47
——Gpxr =%
3 pr =T

Essa é a conhecida equagao do oscilador

4. Interceptagao Balistica (50 pontos)
Um satélite de defesa orbita a Terra no mesmo sentido de sua rotagdo, possuindo inclinagdo ig com
periastro no zénite da capital de Eurasia (¢r,Ar). Por razdes adversas, Oceania dispara a partir de
sua capital (9o, \o) um missil intercontinental em diregdo a capital de Eurasia. Assim que o missil
foi detectado nos radares de Eurasia, uma resposta rapida foi necessaria para evitar que uma catéastrofe
ocorresse. Os motivos dessas divergéncias sao tao complexos quanto as tentativas de Oceania em avangar
na dire¢ao nordeste, tentado invadir Eurasia.

(a) (5 pontos) Faca um desenho esquematico indicando as o6rbitas do missil e do satélite.

(b) (10 pontos) Escreva as velocidades em ascensio reta w, e declinagdo ws do missil intercontinental
em relagao ao satélite. Deixe seu resultado em fungao dos paradmetros fornecidos, da velocidade de
rotagao terrestre 2 e das coordenadas equatoriais do satélite (d,a)s e do missil (§,a)ps.

(¢) (5 pontos) Determine a separagio angular geocéntrica entre o satélite e o missil em fungao do
tempo e das variaveis do problema.
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(d) (20 pontos) Com intuito de evitar uma catastrofe, o satélite de defesa precisa interceptar o missil
antes de atingir o seu alvo. Para isso, ele ira disparar um missil de interceptacao, capaz de desenvol-
ver uma velocidade constante, contra o missil intercontinental no momento de maxima aproximagao
com sua trajetoria. Sendo assim, qual o dngulo do disparo em relagao ao arco de circunferéncia da
menor distdncia? Suponha que o missil intercontinental ji passou pela méxima aproximagao das
trajetorias.

(e) (10 pontos) Apoés o impacto, suponha que os pedagos remanescente comecem a se desfragmentar na
atmosfera. Assumindo que eles sdo de formatos arbitrarios, filtrados pelo didmetro da circunferéncia
que o circunscreve, podemos dizer que a fragmentacdo da particula d;_; resulta em outra com
diametro d; = f;d;_1, onde f; assume uniformemente qualquer valor no intervalo [0,1]. Determine
a distribui¢ao do didmetro dos fragmentos que irao atingir o solo ap6s muitas fragmentagoes.
Dica: lembre do Teorema Central do Limite, onde a soma de muitas variaveis aleatérias uniformes
converge para uma distribui¢ao gaussiana.

5. Diagrama Hertzsprung—Russell (100 pontos)
A partir de dados observacionais, no comego do século XX, um grande passo foi dado na compreensao
da evolugao estelar. Tal avanco é devido ao desenvolvimento do Diagrama H-R (Hertzsprung—Russell),
onde as estrelas sao representadas por sua temperatura e luminosidade ou magnitude absoluta. Devido
a sua importancia, vamos reproduzir a partir de dados de algumas estrelas o processo de construcao
desse diagrama.

Tabela 1: Dados coletados de magnitude aparente no filtro visivel, paralaxe astronémica e tamanho
angular para algumas estrelas.

Estrela V (mag) Paralaxe (mas) Tamanho Angular (mas)
10 Lacertae 4.88 2.61 0.07
Zeta Oph 2.56 9.00 0.25
Vega 0.03 130.2 3.28
Sirius A -1.46 379.2 6.00
Altair 0.77 194.4 3.20
Procyon A 0.34 284.6 5.40
Alpha Cen A -0.01 747.2 6.00
Epsilon Eri 3.73 310.9 2.10
Estrela de Barnard 9.50 548.3 0.36
Betelgeuse 0.50 5.95 42.00
Antares 1.06 5.89 37.40
Mu Cephei 4.08 0.55 18.00
Aldebaran 0.86 48.9 20.60
Arcturus -0.05 88.8 21.00
Pollux 1.14 96.5 8.00
Gacrux 1.63 37.4 9.30
Mira 3-9 10.9 26.00
Sirius B 8.44 379.2 0.005
Procyon B 10.82 284.6 0.006
40 Eridani B 9.52 200.6 0.007
Estrela de van Maanen 12.37 232.4 0.004
Eta Bootis 2.68 88.2 2.80
Gamma Cephei A 3.22 72.5 2.20
Beta Hyi 2.80 134.0 3.40

(a) (25 pontos) Construa uma tabela contendo a distancia (pc), magnitude absoluta (mag) e raio
(Rg) das estrelas da Tabela 1.
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(b) (20 pontos) Agora, com os dados obtidos no item anterior, faga uma tabela com a luminosidade
(Le) e temperatura (K) das estrelas da Tabela 1.

(¢) (30 pontos) Faca um Diagrama H-R, plotando os valores de luminosidade (Lg) e temperatura
(K) da tabela desenvolvida no item anterior.

(d) (15 pontos) Indique no diagrama as seguintes regides caracteristicas da evolugao estelar:

I Sequéncia Principal
II Ramo assintético das gigantes

IIT Gigantes vermelhas

IV Supergigantes Vermelhas
V Supergigantes Azuis

VI Zona de Instabilidade

VII Anas Brancas

(e) (5 pontos) Explique sucintamente o que caracteriza cada uma das fases da evolugdo estelar men-
cionadas no item anterior.

(f) (5 pontos) Esboce no diagrama a trajetoria evolutiva do Sol.
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