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11.
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Instrucoes Gerais

. Identifique seu niamero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque

mais nenhum meio de identificacao pessoal;

Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os nimeros
das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e a Q27

A duracao da prova é de 4 horas;

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos);

A prova é individual e sem consultas;

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, célculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as folhas utilizadas para resolucao.

Uma tabela de constantes com informagoes relevantes para a Prova Teorica esta dispo-
nibilizada.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Proton

AHo Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%6 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-107'1 N - m? kg2
8,314 N-m-mol »K!
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc !
3,0-10° m/s
1,67-10727 kg

656 nm

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

e Area da elipse:

A =ma’/1—e?

e Critério de resolugao de Rayleigh:

A
=122 —
’ D
e Equagao polar das conicas:
a(l—eé?)
~ 1+e-cos(h)

r(0)
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Questoes

1. Que calor! (5 pontos) Qual seria o valor da constante solar se o Sol estivesse & mesma temperatura,
mas com o dobro de seu raio e & metade de sua distancia atual até a Terra? Deixe sua resposta em
W /m?2.

Solugao:
Pela lei de Stefan-Boltzmann:

L = 47R*cT*
L =47 (2Rg)? oT2 = 4 - (4TRA0TY)
L=4-Lg=15-10"W

A constante solar, portanto:

L
C:47T'd2

4- Lo Lo
C=——"2 =16 —2——
<4ﬂ'~dT52)2>

C =16-Co ~ 21.800 W/m”

Grade de Corregao

1.: 5 pontos
+ 2.0 Expressdo para luminosidade da estrela (Lei de Stefan-Boltzmann).

+ 2.0 Expressao correta para o fluxo solar nas condigbes enunciadas.

+ 1.0 Valor numérico correto da nova constante solar.
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2. Que frio! (10 pontos) No natal do ano passado, Arthurzinho se revoltou por ndo ter ganhado seu
presente e foi tirar satisfagao la na Escandindvia. Seu voo pousou em Svalbard durante a noite. Para nao
acordar o bom velhinho, Arthurzinho decidiu esperar o amanhecer antes de bater na porta, e esperou...
Esperou... Esperou... Esperou... Passou o dia esperando sem ver o nascer do Sol!

(a) (5 pontos) Qual a menor latitude no Hemisfério Norte para a qual é possivel passar um dia inteiro
sem o Sol estar acima do horizonte? Desconsidere efeitos atmosféricos.

(b) (5 pontos) Arthurzinho passou aquela noite inteira observando as estrelas, e percebeu que Regulus
_ hangmaqs _ oEn/ : : A11-
) - K - N ) )
(a Leo, a = 10"09™44°%, § = 11°50'33") parecia girar no céu: comegou no alto, desceu, passou
praticamente rente ao horizonte e depois voltou a subir. Determine a latitude de Arthurzinho.

Solugao:

(a) Para atender a condigao do enunciado, a culminagao superior do Sol deve ocorrer no horizonte.
Para encontrar a menor latitude possivel, isso deve ocorrer no solsticio de inverno do HN.

PNC

o

A latitude é a altura do Polo Elevado:

Pmin = 90° — e ~ 66,50

(b) Podemos representar a situagdo a partir do esquema:
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PNC

A latitude, portanto, é:

Grade de Correcao

p=90°—0§~ 78°

Item a)

+ 2.0 Compreender que a culminagdo superior do Sol deve ocorrer no horizonte.
+ 2.0 Demonstrar compreensao de que a situacao proposta ocorre no Solsticio de Inverno do

HN.

+ 1.0 Valor numérico correto da latitude.

Item b)

+ 2.0 Demonstrar ter identificado a ocorréncia do fendémeno de circumpolaridade.
+ 3.0 Valor numérico correto da latitude.

5 pontos

5 pontos

Prova Teérica P1 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025

TOTAL DE PAGINAS: 29



Pagina 7

3. Paralaxe (10 pontos) A primeira medigdo de uma paralaxe estelar ocorreu no inicio do século XIX
por Friedrich Wilhelm Bessel. O astréonomo mediu a paralaxe da binaria 61 Cyg, a uma distancia de 11,3
anos luz da Terra. Estime (i) a paralaxe de 61 Cyg (em segundos de arco), e (ii) o diAmetro minimo
(em cm) de um telescopio capaz de resolver a maxima distancia angular entre duas posi¢oes aparentes
da estrela, em relacdo ao céu de fundo. Desconsidere efeitos atmosféricos e considere o comprimento de
onda da luz visivel centrado em 500 nm.

Solugao:
A paralaxe de 61 Cyg pode ser calculada como:

N lua. - 1,5-101 m/u.a.
~ 11,3 anos-luz - 9,46 - 105 m/ano-luz

» ~1,4-107%rad ~ 0,3"
A maxima distancia entre duas posicoes aparentes é 2p, ou seja, uma distancia angular § ~ 2,8-1076
rad, o que necessita de um didmetro minimo dado por:

500 - 107°

D~122 =" —
2,8-10°6

m~ 0,2m = 20cm

arade de Correcao

+ 3 Equagao correta para a paralaxe

+ 2 Valor numérico da paralaxe correto
+ 2 Uso do critério de Rayleigh

+ 1 Angulo de resolucao = 2p

+ 3 Valor numérico do didmetro correto
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4. Calendéario Tembé (20 pontos) “O Céu dos Indios Tembé” é uma cartilha produzida pelo Planetario
do Paré, a qual retrata percepgdes astrondmicas e cosmologicas da cultura Tembé, no Alto Rio Guama
(proximo a linha do Equador).

A divisao das estacoes do ano no calendario Tembé é bem diferente da nossa; sao apenas duas: kwarahy
(a estagao da seca) e aman (a estagdo da chuva), cada uma ocupando aproximadamente metade do ano.
Além disso, o conceito de constelagdo na cultura Tembé pode diferir do nosso. As constelagoes Tembé
estao localizadas no Tapi’ir Rape (o Caminho da Anta, designacdo para a Via Lactea) e sdo formadas
por regides claras e escuras, além das estrelas. A cabega de Wiranu (a Ema), por exemplo, é desenhada
por uma regiao escura conhecida como Nebulosa do Saco de Carvao.
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Figura 1: Representacdo esquematica de Wiranu, Retirado de O Céu dos Indios Tembé.

Quando os Tembé percebem Wiranu inteiramente visivel no lado leste logo apds o anoitecer, é sabida a
chegada de kwahary. Estime a época do ano em que ocorre cada troca de estagao (de estagdo da chuva
para estagdo da seca, e de estacdo da seca para estagdo da chuva), justificando sua resposta.

Figura 2: Representacao esquemética do nascimento de um asterismo no lado leste logo ap6s o anoitecer.

Solugao:
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Se um asterismo é inteiramente visivel no lado leste logo apds o pér-do-Sol, entao o seu elemento
mais a leste nasce logo apds o Sol se por. No Equador, isso significa que a estrela mais & leste tem
ascensao reta oposta ao Sol.

Em realidade, o anoitecer ocorre por volta de uma hora apé6s o pér do Sol, o que faz com que a Ena
ja fosse inteiramente visivel no céu noturno cerca de um més antes do solsticio. As aproximagoes
foram adotadas por simplicidade.

Observando a representagdo da Ema, percebemos que a parte mais a leste é Escorpido, aonde fica o
solsticio de verdo do hemisfério sul (mais especificamente, ¢ Sco, a qual esta dez minutos distante do
solsticio). Assim, podemos estimar que kwahary se inicia quando o Sol esta4 diametralmente oposto,
ou seja, no solsticio de verao do hemisfério norte.

Para que cada estagao ocupe metade do ano, aman deve entao se iniciar no solsticio de verao do
hemisfério sul.
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Grade de Cor

4.: 20 pontos
+ 2.0 Perceber que a informagao relevante é a porgao mais & leste da constelacao. Essa
percepcao pode ser expressa verbalmente ou por meio de uma ilustragao que retrate a
oposigao de ascensdo reta entre a estrela mais a leste e o Sol (de modo similar a figura
fornecida, mas explicitando o leste). Caso a resolugdo se encerre com essa percepgao, ou caso
prossiga de forma incorreta, mas utilizando ideias que dependam dessa percepgao, os pontos
sao atribuidos, entendendo que a informagao explicitada foi percebida relevante, mesmo que
o(a) candidato(a) nao tenha conseguido desenvolvé-la. Caso a solugéo se conclua ignorando
a informagao (p. ex. argumento de seca/chuva por insola¢do), a pontuagido nao deve ser
atribuida, pois o(a) candidato(a) demonstra que, apesar de representa-la, ndo a considerou
relevante.

+ 5.0 Por¢@o mais a leste da Ema ser o Escorpido, ou identificagdo equivalente, i.e., que
permita aplicar corretamente os proximos critérios de rubrica. Identificar o cruzeiro do sul,
embora correto, nao permite aplicar os préximos critérios, pois é a porcao mais a leste da
constelagao. A pontuacao se aplica mesmo que os itens posteriores nao sejam alcancados,
p. ex., nao se consiga determinar a ascensao reta da regiao identificada, ou se determine
incorretamente.

+ 3.0 Argumento do inicio da estacao das secas pela oposicao de ascensao reta ou pela
dinamica celeste (qual constelagido nasce em que perfodo, mesmo sem atribui¢ao de ascensao
reta). A identificagdo da constelagdo e a atribuigdo de ascensdo reta / época do ano
corretamente ja sao avaliados em outros critérios de rubrica, cabendo a esse critério apenas
a avaliacao do raciocinio. A pontuacao nao é atribuida se utilizar equivocadamente o termo
"oposigao", "diametralmente oposto"ou equivalente, pois caracteriza erro conceitual, dado
que nao ha restricao de declinagao.

+ 3.0 Argumento do inicio da estacdo das chuvas pela igualdade de ascensdo reta ou pela
dinamica celeste (qual constelagdo nasce em que periodo, mesmo sem atribui¢ao de ascensao
reta). A identificagdo da constelagdo e a atribuigdo de ascens@o reta / época do ano
corretamente ji sao avaliados em outros critérios de rubrica, cabendo a esse critério apenas a
avaliagao do raciocinio. A pontuagao nao é atribuida se utilizou equivocadamente, no critério
anterior, o termo "oposicao", "diametralmente oposto"ou equivalente, pois caracteriza erro
conceitual, dado que nao hé restricao de declinagao.

+ 2.0 Essa pontuagao pode ser atribuida caso a resolucao resolva o inicio de uma das
estagOes, mas esqueca de mencionar o inicio da outra. A pontuagdao nao é atribuida se o
inicio da outra estagao seguiu alternativas equivocadas, como argumentos por insolagao ou

pela generalizagao de aspectos climaticos locais.

+ 7.0 Resposta final correta, i.e., atribuigdo correta da época do ano do nascimento de
escorpiao, e possivelmente da ascensdo reta de escorpiao como passo intermediario. A
pontuagao nesse critério exige a pontuagao em todos os demais.
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5. Uma triade especial (30 pontos) Muito distantes do nosso mundo, existem trés fascinantes estrelas,
apelidadas de D4V1, HU60 e M4U1. Essa triade é especial porque apresenta as seguintes propriedades:

e A estrela HUG60, vista da estrela D4V1, esta no limiar da visdo humana a olho nu;

e A estrela D4V1, vista da estrela M4U1, esta no limiar da visdo humana a olho nu;

o A estrela M4U1, vista da estrela HU60, estd no limiar da visao humana a olho nu.

Com base nessas informagoes e sabendo que as magnitudes absolutas de HU60 e D4V1 sao My = 3,6
mag e Mp = 4,7 mag, respectivamente, faca o que se pede:

(a) (15 pontos) Determine o intervalo numérico, em mag, ao qual a magnitude absoluta de M4U1
deve pertencer.

(b) (15 pontos) Em uma situagao arbitraria em que a magnitude absoluta de M4U1 tem um certo valor
My (dentro do intervalo calculado no item anterior), o triAngulo formado pelas estrelas apresenta
os angulos «, § e v. Imagine agora que a magnitude absoluta de M4U1 aumentou para My, + 0,2
(também dentro do intervalo). Se, hipoteticamente, as trés estrelas pudessem se reposicionar de
forma que todas as propriedades sempre fossem validas, calcule quais deveriam ser os valores de
My e Mp para que o novo tridngulo formado possuisse os mesmos angulos «, 3 e 7.

(a)

Solugao:

Em primeiro lugar, com os dados do enunciado, devemos calcular a distancia entre HUG0 e
D4V1, d;, e a distancia entre D4V1 e M4U1, dy. A partir do médulo de distancia, temos:

m— M =5logd—5
d = 10(m—M+5)/5

Com isso, utilizando que a magnitude limite do olho humano nu é m = 6, obtemos d; = 30,2
pc e dy = 18,2 pc. Pela desigualdade triangular, sabemos que a distancia entre M4U1 e HU60,
ds3, deve pertencer ao intervalo

di —do <ds <dy+ds

12,0 pc < d3 < 48,4 pc

Assim, iremos utilizar esses valores para calcular os limites méximo e minimo da magnitude
absoluta que M4U1 pode ter para que a configuragao explicitada no enunciado seja valida:

M =m—>5logd+5

Substituindo 12,0 pc e 48,4 pc na expressao acima, obtemos o seguinte intervalo para a mag-
nitude absoluta de M4U1:

2,6 < My < 5,6

Com o aumento da magnitude absoluta de M4U1, d3 deve diminuir para que a terceira propri-
edade continue valida. Além disso, para que o novo tridngulo possua os mesmos angulos «, 3
e v, as distancias d; e dy também devem diminuir na mesma proporcao. Vamos denotar com
um ’ as varidveis do problema na nova situagdo. Sendo k uma constante de proporcionalidade

&, dy,  d . .
tal que k = F i il realizamos o desenvolvimento que segue:

10(m—M'+5)/5

- 10(m—M+5)/5

E— 10[(me’+5)/57(me+5)/5]
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k= 10(]\171\/[’)/5

Portanto, concluimos que, para que o tridngulo diminua (ou aumente) em escala, conservando
os angulos correspondentes, devemos ter
Mg — My Mp— My My — My,

) 5 5)

My —Mllg = Mp —]\/[b = M, —]\/f]/w = My — (]\/[]\/[ +0,2) =—-0,2
]Vf}l =My + 0,2
]Wb = Mp +0,2

Isto é, assim como a magnitude absoluta de M4U1 aumentou em 0,2 mag, as magnitudes abso-
lutas de HU60 e D4V1 também deveriam aumentar em 0,2 mag. Como, nesse caso hipotético,
as estrelas podem se reposicionar para preservar as propriedades da triade, isso faria com que
dy, ds e d3 diminuissem na mesma proporgao (e assim os dngulos seriam preservados). Dessa
forma, os valores deveriam ser

Grade de Corregao

Item a) 15 pontos
+ 3.0 Calculo correto da distancia entre HU60 e D4V1 e da distancia entre D4V1 e M4U1
pelo modulo de distancia.

+ 7.0 Aplicagdo da desigualdade triangular (ou outra propriedade geométrica) para deter-
minar o intervalo para a distancia entre M4U1 e HUG0.

+ 5.0 Intervalo correto para a magnitude absoluta de M4U1.

Item b) 15 pontos
+ 1.0 Relacao de semelhanca de triangulos.

+ 4.0 Calculo da constante de proporcionalidade para concluir que M’ = M + 0,2.

+ 5.0 Resultado final correto para Mj;.

Resultado final correto para M,.
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6. Mudanca Orbital (30 pontos) Os satélites geoestacionarios “Starlype” sdo de muita importancia
para o fornecimento de conexao & Internet em lugares remotos. O bilionério excéntrico Ualype nao esté
satisfeito com a posigao de um desses satélites, projetado exatamente sobre o meridiano de Greenwich e
sobre a linha do Equador. Ele decide entao mudar a sua posicao de um jeito inusitado:

(a) (18 pontos) Considere que o satélite geoestacionario em questdo sofra um impulso, de modo a
entrar numa orbita eliptica. Qual deve ser o AV do impulso para que o satélite chegue ao seu afélio
com 86% da velocidade que ele tinha antes do impulso?

Dado: equagao vis-viva para calculo de velocidade orbital

UQ—GM~(2—1>
r a

(b) (12 pontos) Apos realizar uma volta, o satélite sofre um impulso de novo, de modo a retornar a
orbita geoestacionaria. Qual seréd a longitude da projecao do satélite apds essa manobra 7

Solugao:
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(a) Sejam v e r a velocidade do satélite e o raio orbital, ambos no regime geoestacionario. Ao
entrar na nova o6rbita (semi-eixo maior a e excentricidade e), seu perigeu é r e sua velocidade

de apogeu ¢ k-v =k -+/GM/r

¢GM GM 1-e
l+e = (1-F)+(-2-k)-et+e’=0 (1)
r=a-(1—e)

24 k2 —/BR2 + K
B 2

~ 0,1 (outra raiz ndo convém,)

Determinamos o raio de uma 6rbita geoestacionéria pela terceira lei de Kepler:

L (GM TN (6671071 5,07 10% - 864007
B 42 - 42

/
) m =~ 4,22-10"m
O semi-eixo maior da nova orbita, portanto, é:

T 4,22-10"m
= ~ — ~ 4,68 - 107
“T1 ¢ 1-0.1 ,08-10"m

O impulso, por fim, sera a velocidade do perigeu menos a velocidade da orbita estacionaria:

sz\/GM~1+6—\/Giwfc150m/s

a 1—e

(b) O quanto o satélite se deslocou do meridiano original é determinado por quanto a Terra
rotacionou até que ele voltasse para a posicao da qual saiu. O intervalo de tempo da volta foi

o periodo da 6rbita circular:
a? s
At =271 -A/——~1,0-10
"Nem T o ®

Nesse periodo, a Terra rotacionou, para leste, um angulo A

360°
=——  .1.0-10%s = 420°
86400s °

Isso é equivalente a uma volta mais 60°. Como a Terra gira para leste, o satélite chega em
uma longitude oeste, ou seja, 60° O.
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Grade de Correcao

Item a) (18 pontos):

+ 1 Formula polar no perigeu.

+ 1 Férmula Polar no apogeu.

+ 1 Valor numérico correto do raio da orbita estacionaria.

+ 1 Terceira Lei de Kepler.

+ 1 Valor numérico correto do semi-eixo maior da 6rbita apos a manobra.

+ 1 Expressao para velocidade na orbita geoestacionério.

+ 1 Valor numérico correto da velocidade em o6rbita circular.

+ 3 Conservagao da energia no ponto de impulso.

+ 4 Expressao para excentricidade da orbita final.

-+ 1 Valor numérico correto da excentricidade da orbita final.

+ 2 Expressao correta para variagao de velocidade no ponto de impulso.

+ 1 Valor numérico correto da variacao de velocidade para alcangar a nova érbita.
Item b) (12 pontos):

+ 1 Terceira Lei de Kepler.

+ 3 Identificar corretamente o intervalo de tempo entre o primeiro e segundo impulso.
+ 1 Valor numérico correto do intervalo de tempo até o proximo impulso.

+ 1 Usar corretamente a velocidade angular da Terra.

+ 1 Calcular corretamente quantos graus a Terra rotacionou durante uma volta do satélite.

+ 4 Identificar que a Terra deu uma volta e g radianos, fazendo o ponto de impulso ficar %

a oeste.
T
+ 1 Concluir corretamente que a longitude do satélite no dltimo impulso é de 3
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7. Analema (30 pontos) A seguir, esta representada a imagem do analema do Sol, sobreposta durante
um ano em determinada cidade. A partir da figura e de seus conhecimentos, indique cada alternativa
como verdadeira (V) ou falsa (F), justificando brevemente suas respostas:

5 &

Herizonte

Figura 3: Respresentacdo do analema. Retirado do Acervo Wikipedia.

(a) (5 pontos) A imagem foi tirada com a camera apontada, aproximadamente, para o ponto cardeal
leste.

(b) (5 pontos) A linha menor, a direita, aponta para a posigdo do Sol no solsticio de junho.

(c) (5 pontos) O analema é resultado de dois fatores: a obliquidade da ecliptica e a precessao dos
equinocios.

(d) (5 pontos) O n6 do analema (o encontro das “barrigas” maior e menor) ocorre durante os equindcios
de outono e inverno.

(e) (5 pontos) A linha solida que cruza o analema é paralela a ecliptica.

(f) (5 pontos) Se a obliquidade da ecliptica fosse nula, o analema seria colinear e contido no Equador.

Solugao:
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(a) V- A “barriga” menor do analema do Sol esté inteiramente no hemisfério celeste norte, o que
ocasiona o ponto cardeal norte estd a esquerda da imagem, enquanto que o ponto cardeal sul,
estard a direita. Dessa forma, a imagem esté voltada para o ponto que estid no meio deles, o
ponto cardeal leste.

(b) F - O ponto mais afastado da “barriga” maior ocorre durante o solsticio de dezembro.

(¢) F - O analema é resultado da obliquidade da ecliptica, da excentricidade da orbita terrestre
e da inclinacao da linha das apsides, mas independe, em primeira aproximacao, da precessao
dos equindcios, uma vez que a oscilagao dos Polos nao acumula efeito significativo no decorrer
de um ano.

(d) F - Os equinécios ocorrem na mediatriz do segmento de reta que liga os pontos mais afastados
das “barrigas” menor e maior do analema. Nao ocorrendo, no ponto de encontro delas.

(e) F - A linha solida central é um meridiano.

(f) V - Se a obliquidade da ecliptica fosse nula, entdo a declinagdo do Sol seria sempre zero, ou
seja, as posigoes que ele ocupa estariam sempre no Equador, portanto colineares.

srade de Corregao

Item a) 5 pontos
+ 2.0 Item correto.
+ 3. Justificativa correta.

Item b) 5 pontos
+ 2.0 Item correto.
+ 3. Justificativa correta.

Item c) 5 pontos
+ 2.0 Item correto.
+ 3. Justificativa correta.

Item d) 5 pontos
+ 2.0 Item correto.
+ 3. Justificativa correta.

Item e) 5 pontos
+ 2.0 Item correto.
+ 3. Justificativa correta.

Item f) 5 pontos
+ 2.0 Item correto.
+ 3. Justificativa correta.
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8. Sistema Binario (40 pontos) Um astronomo amador observou ao longo de anos um sistema binério
edge-on e com os semi-eixos maior das orbitas perpendiculares & linha de visada. Ele conseguiu concluir
que a razao entre as massas era de My/M; = 4,9, em que M; e M, sdo as massas das estrelas 1 e
2, respectivamente. Foi observado que o menor intervalo de tempo entre o periastro e o apoastro é
de 1,7ano. Ele fotografou esses dois momentos (veja figura abaixo): em ¢ = 0 ocorreu o apoastro e a
separagao entre as estrelas era de 6, = 1,45”. Em ¢ = 1,7ano ocorreu o periastro e a separagao era de
0, = 0,22".

t=0 t=1,7ano
Estrela 1 Estrela 2 Estrela 2 Estrela 1
] [ ] [ ] [ ]
[ 7 H/—/
NV
1,45" 0,22"

Figura 4: Tlustragdo das fotografias das estrelas nos momentos de apoastro e periastro, respectivamente (fora
de escala).

(a) (16 pontos) Encontre a excentricidade e das orbitas.

(b) (24 pontos) Sabendo que o sistema estava a uma distancia d = 8,5 pc da Terra, encontre as massas
M, e M5, assim como 0s semi-eixos maiores a; € as.
Dado: terceira lei de Kepler para sistemas binarios

T2 472

(a1 + CL2)3 G- (m1 +my)

Solugao:
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(a) As distancias da estrela 1 ao centro de massa no periastro e no apoastro sio, respectivamente,
R, =ai1(l—e) e R, = a1(1+e). Ja as distancias da estrela 2 ao CM no periastro e no apoastro
sdo, respectivamente, 7, = a2(1 —e) e r4 = az(1 + e). Dessas expressdes concluimos que as
distancias (R, + 1p) € (R, + rg) sa0

(Ro +714) = (a1 + a2)(1 +e) (2)

(Rp +1p) = (a1 + az)(1 —e). (3)

Perceba que as separagdes angulares 6, e 0, correspondem respectivamente as distancias (R, +
re) € (Rp +1p), isto &,

(Rog+14) =d-0, (Rp+1p) =d- 6. (4)

Logo, dividindo a equagdo (2)) pela equagao (3)), obtemos

O

0, (Ro+rs) 1l+e 1-3
Za _ = =¢= @ =le~ 0,74/ b
A g
(b) Somando as equagoes e (3) temos
d-(0q+06
(Ra +7a) + (Rp +1p) = 2(a1 + a) = (a1 + az) = % = (a1 +az) ~ T,LUA. (6)

Para obter as massas, obtemos primeiramente a soma das massas M7 + Ms pela terceira lei
de Kepler usando o fato que o periodo orbital ¢ T = 2 - 1,7 anos = 3,4 anos:

o 472 (ay + az)? 472 (a1 + az)?

T =gonviny M= ——gm = Mt~ 3L0Me @
e pela razao entre as massas concluimos que
Mo
T 4,9 = 59M; = My + My ~ 31,0Mg (8)
da qual obtemos M; e consequentemente Mo:
M; ~53Mg e My=~26Mg| (9)

Para encontrar a; e as basta lembrar que em um sistema binario

ay M2
M = M. =240, 10
141 202 = az M, ) ( )

Logo (a1 + a2) = 5,9a5 e como temos (a1 + a2) ~ 7,1 UA concluimos que

]al ~59UA e ax~12UA]| (11)
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Grade de Correcao

Item a) (16 pontos):

+ 2 Formula polar das estrelas no apogeu.

+ 2 Férmula polar das estrelas no perigeu.

+ 6 Relagao entre a separagao das estrelas e o os seus raios orbitais.

+ 4 Relagao entre a razao das separagoes e excentricidade.

+ 2 Valor numérico excentricidade.

Item b) (24 pontos):

+ 4 Achar o valor da soma do semieixo maior das orbitas.

+ 6 Aplicar a terceira Lei de Kepler para achar a soma das Massas das estrelas.
+ 4 Achar o valor numérico de M1 e M2.

+ 6 Equagao que relacione as massas e semieixos maiores entre as estrelas.
+ 4 Achar o valor numérico de al e a2.
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9. Gira-gira Planetario (50 pontos) Durante muitos séculos, modelos geocéntricos foram creditados
como descri¢oes precisas das dindmicas planetarias. No entanto, mesmo as modelagens geocéntricas,
como a de Ptolomeu, admitiam a o6rbita de Vénus e Mercurio ao redor do Sol. Nessa questao, va-
mos estudar previsoes obtidas se essa consideragao nao for realizada, ou seja, previsoes de um modelo
puramente geocéntrico.

Terra

Figura 5: Representagdo de um modelo puramente geocéntrico (& esquerda) e um modelo heliocéntrico (&
direita).

a) (20 pontos) Determine a fragdo iluminada de Vénus, Aj;uminada/Avisiwel, €m funcdo do angulo
€ entre 0 Sol e a Terra, com vértice em Vénus. Considere a area plana da projecdo para um

observador na Terra.

Representacédo 3D Projecéo plana

Avisivel

Ailuminada

\?,/

Figura 6: Representagdo do terminador tanto tridimensional (& esquerda), quanto sua projecao plana (a
direita). As indicagoes de area se referem as areas das figuras planas na projecao.

b) (12 pontos) Considerando o modelo puramente geocéntrico, i.e., em que Vénus orbita ao redor da
Terra, expresse a fragao iluminada do planeta em fungao dos parametros geométricos apresentados
na figura.

¢) (12 pontos) Considerando o modelo heliocéntrico, expresse a fra¢ao iluminada de Vénus em fungao
dos parametros geométricos apresentados na figura.

d) (6 pontos) A imagem a seguir mostra Vénus em sua fase cheia. Para cada um dos modelos,
encontre o valor do respectivo angulo (6 ou ) em que Vénus precisa estar para ser visto nessa fase.
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Figura 7: Fotografia de Vénus pela missdo Mariner 10. Tratamento das imagens por NASA /JPL-Caltech.

Solugao:
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a) Antes de passarmos para os parametros geométricos necessarios, analisaremos o problema em
fungéo do angulo entre o Sol e a Terra, visto de Vénus (e):

Representando as linhas que conectam o centro de Vénus ao Sol e a Terra, em uma visao de
cima do planeta, obtemos a seguinte figura:

Sol

Agora, com uma visualizagdo frontal do planeta, ou seja, a projecao dele na esfera celeste:
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Nessa configuracao, a area visivel aparente de Vénus de frente é um circulo de raio R. Ja a

area iluminada visivel corresponde a metade desse circulo menos a area de uma elipse com
semieixos R e Rsin(e — 90°). Assim, a razao desejada n é dada por:

nR?  wRZ%sin(e — 90°)

Ailum = 2 -
mR> mR2 cos e
S )
TR2
1+ cose
g o (12

b) Para relacionar o cosseno do dngulo € com os pardmetros geométricos do problema, aplicamos
a Lei dos Cossenos no triangulo formado pelas linhas que conectam a Terra, o Sol e Vénus.
Considerando d como a distancia entre o Sol e Vénus, temos:

d* = d} + di, — 2dedy cos b
g = d® + di — 2ddy cose
Somando essas equagoes:

0 = 2d} — 2dgdy cos® — 2ddy cos e

cos e — dy — dgcosf
d
cose — dy —dgcosf (13)

V@ + &, — 2dody cosd

Substituindo a expressao acima na férmula de 7:

1+ dy —dg cos 6
- \/d‘é+d2;—2d@dv cos 0 (14)

c) Para o modelo heliocéntrico, a expressao de 7 com o angulo € permanece a mesma. No
entanto, os parametros geométricos mudam. Aplicando o mesmo raciocinio do item anterior,
agora considerando o tridngulo com os parametros heliocéntricos, obtemos:

d3 = d} + dy 5 — 2dgdy,z cosy
d2® =d3 + d%/ﬂ — 2dady 3 cose.
Seguindo o mesmo procedimento:

dy,2 — dgcosy
da

CcoS € =

dy.e —d,
cose = V.2~ o8y . (15)

\/d% +d2 ., — 2dgdy, cosy

Substituindo essa expressao na formula de n:

1+ dy,2—dg cosy
\/d2®+d%/72—2d®dv,2 cosy
N = 5 : (16)
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d) A fase cheia de Vénus ocorre quando a razdo n = 1:

n=1= 14+cose=2 = cose=1

Que, ao substituir nas expressoes encontradas nos itens anteriores, encontra-se que:

dy — dgcosf = \/d(%—kd%, — 2dgdy cosb

’c059:i1:>0: 180°

Pois, para se ter a fase cheia, é necessario que Sol e Vénus estejam em lados opostos do céu
no modelo geocéntrico. Enquanto que, para o modelo heliocéntrico, o valor numérico sera o
mesmo. No entanto, agora, o planeta estard do mesmo lado que a estrela, possibilitando a
ocorréncia da fase cheia antes da meia-noite, o que era impossivel no primeiro modelo.

Grade de Correcao

Item a) (20 pontos):

+ 4 Representagao geométrica da vista frontal de Vénus com sua fracao iluminada e perceber
que a parte iluminada é formada por meio circulo menos meia elipse ou equivalente (escrever
que a area iluminada é meio circulo menos meia elipse)

+ 6 Encontrar a area iluminada pelo Sol que é visivel da Terra

+ 2 Encontrar a area total visivel de Vénus a partir da Terra

+ 8 Expressao que relaciona o angulo entre Terra e Sol visto de Vénus e o angulo de fase ou
equivalente (encontrar a equagao 12)

Item b) (12 pontos):

+ 3 Escrever a lei dos cossenos para o tridngulo Terra-Vénus-Sol ou equivalente

+ 5 Expressao para cos e ou equivalente

+ 4 Expressao para o angulo de fase em funcao dos parametros requisitados

Item c) (12 pontos):

+ 3 Escrever a lei dos cossenos para o triangulo Terra-Vénus-Sol ou equivalente

+ 5 Expressao para cos e ou equivalente

+ 4 Expressao para o angulo de fase em fungao dos parametros requisitados

Item d) (6 pontos):

+ 3 Por encontrar o valor de 6 igual a 180°

+ 3 Por encontrar o valor de ~ igual a 180°

- 2 Caso considere 0° como solugao para 6

- 2 Caso considere 0° como solucao para y
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10. 2024 YRA4 (75 pontos) O recém-descoberto asteroide 2024 YR4 tem chamado muita atengéo pela sua
probabilidade de colisao com a Terra em 22 de Dezembro de 2032, atualmente estimada ao redor de 3%
segundo a NASA. Apesar da chance pequena, cientistas ao redor do mundo tém estudado o asteroide
e monitorado com atencao a sua 6rbita de forma a entender melhor as reais chances de impacto e suas
consequéncias.

Considere que o asteroide encontra-se em uma orbita eliptica heliocéntrica de distancia periélica 0,85 UA.
Despreze a inclinagao da 6rbita em relagao ao plano da ecliptica e saiba que o asteroide orbita no mesmo
sentido da Terra. O intervalo de tempo entre as duas proximas aproximagoes da Terra é de At = 4 anos.
Considere a orbita da Terra circular de raio 1 UA.

(a)
(b)
()

(d)
(e)

(10 pontos) Calcule a excentricidade (e) e o semi-eixo maior (a) em UA da érbita de 2024 YRA4.
(10 pontos) Calcule a velocidade do asteroide em sua aproximagio da Terra, em km/s.

(18 pontos) Determine o menor angulo, em graus, entre a orbita da Terra e a 6rbita do Asteroide
no momento de aproximacao da Terra.

(12 pontos) Calcule, em km/s, a velocidade do asteroide no referencial da Terra no momento da
aproximagao.

(25 pontos) Agora, analisaremos o movimento do asteroide durante a aproximagao da Terra—isto
é, nas redondezas do planeta, onde a influéncia gravitacional da Terra torna-se mais relevante que
a do Sol. Considere que o asteroide, no referencial geocéntrico, se aproxima da Terra do infinito
com a velocidade calculada no item anterior e pardmetro de impacto b. Se o pardmetro de impacto
estiver no intervalo

0 < b < bmaz

o asteroide colidira com a superficie da Terra. Considerando apenas a atragao gravitacional terrestre
e utilizando conservagao de energia e momento angular, encontre b,,,,, em km.

OBS: O parametro de impacto é a distadncia minima que o asteroide passaria da Terra caso ele se
movesse em movimento retilineo e uniforme, na auséncia de atracao gravitacional.

Solugao:
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(a) Note que, sendo o tempo entre as duas aproximagoes sucessivas da Terra igual a 4 anos, a
Terra deve ter completado 4 translagoes entre os dois eventos, retornando ao ponto de encontro
inicial. Sendo assim, as duas aproximagoes devem acontecer no mesmo ponto da o6rbita, logo,
o dado fornecido corresponde, de fato, ao periodo orbital do Cometa. Assim, pela terceira Lei
de Kepler:

(1 ?JA)3 - (1 aPno>2 —la=(4)%®=25UA
d, =a(l—e) *)

(b) Utilizando a Equagao de Vis-Viva para r = 1 UA (aproximacao da Terra), temos:

v = GM<2—1>
roa

6,67 x 107 x 1,998 x 1030 1
- 2— — | m/s
1,496 x 10! 2,5

SERTT

(¢) Seja v o dngulo buscado temos, por conserva¢iao de momento angular:

L
— =+/GMa(l —e?) =rv,

m
vV GMa(l — e?) = agv cos )

Em que ag = 1 UA. Desenvolvendo:

GMa(1 — e2)>

E, pela distancia periélica:

agv

1) = arccos (

V6,67 x 10711 x 1,998 x 1030 x 2,5 x 1,496 x 1011
= arccos
37,8 x 103 x 1,496 x 1011

= 0,3495 rad ~

(d) Esquematizando a situagao:

Orbita do Asteroide

Orbita da Terra
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Em que A é o asteroide e S o Sol. Chame de vy, 0 médulo da velocidade do asteroide no
referencial da Terra e vg o modulo da velocidade da Terra em sua 6rbita. Assim, pelo Teorema
de Pitagoras, o médulo da velocidade do asteroide no referencial da Terra é dado por

v2 = (vg — vecosy)? + (vsinh)?

E sabemos que a velocidade orbital da Terra ¢ dada por vg = 4 /% ~ 29,8 km/s. Logo:

v = (29,8 — 37,8 cos 20°)% + (37,8sin20°)?

Voo ~ 14 km /s

(e) Seja 7y, a distancia de maxima aproximacgao da Terra e u a velocidade do asteroide nesse mo-
mento. Utilizando conservagao de momento angular entre o infinito e a méxima aproximacao
da Terra:

Vb

Voob = UTin — U =
Tmin

E, por conservacao de energia mecanica:

uQ_GM

2
0

(%

2 2 T'min

Substituindo u obtido anteriormente: Na situacao de colisao devemos ter 7,,:, = Rg.

2GM
T2 7(;2 Tmin — b% = 0
rUOO
2GM
b= Rgy |1+ —
v R

Inserindo valores numéricos:

2 x 6,67 x 1011 x 5,98 x 1024
b= 103 1 ’ : k
6,37 < 10 X\/ T X192 x 637 x 106 "

b~ 8,15 x 10 km
| |

Prova Teérica P1 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 29



Pagina 29

Grade de Correcao
G

Item a) (10 pontos):
+ 2 Identificar corretamente o periodo orbital do cometa.
+ 2,5 Terceira Lei de Kepler.
+ 1,5 Valor correto do semi eixo maior da érbita do cometa.
+ 2,5 Forma polar no periélio.
+ 1,5 Valor correto da excentricidade da 6rbita do cometa.
Item b) (10 pontos):
+ 2 Identificar que
r~1UA

+ 3 Equagao vis viva.

+ 5 Velocidade orbital correta do cometa ao passar proximo da Terra.
Item c) (18 pontos):

+ 2 Expressao do momento angular.

+ 4 Momento angular no periélio.

+ 4 Momento angular ao passar pela Terra.

+ 5 Conservacao do momento angular.

+ 3 Valor correto do angulo .

Item d) (12 pontos):

+ 2,5 Velocidade radial do cometa em relagao a Terra.

+ 2 Velocidade orbital da Terra.

+ 2,5 Velocidade tangencial do cometa em relagao a Terra.

+ 3 Expressao correta para o mddulo da velocidade do cometa em relagao a Terra.
+ 2 Valor correto da velocidade do cometa em relagao a Terra ao passar em sua proximidade.
Item e) (25 pontos):

+ 1,5 Expressao para o momento angular.

+ 3 Momento angular do cometa infinitamente distante.

+ 3 Momento angular do cometa na maxima aproximagao.

+ 5 Conservagao do momento angular.

+ 4 Conservagao da energia.

+ 1,5 Relacionar as expressoes para eliminar a velocidade no infinito.
+ 5 Obter uma expressao para b.

+ 2 Valor correto de b.
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