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Instrucoes Gerais

. Identifique seu niamero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque

mais nenhum meio de identificacao pessoal;

Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os nimeros
das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e a Q27

A duracao da prova é de 4 horas;

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos);

A prova é individual e sem consultas;

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, célculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as folhas utilizadas para resolucao.

Uma tabela de constantes com informagoes relevantes para a Prova Teorica esta dispo-
nibilizada.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Proton

AHo Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%6 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-107'1 N - m? kg2
8,314 N-m-mol »K!
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc !
3,0-10° m/s
1,67-10727 kg

656 nm

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

e Area da elipse:

A =ma’/1—e?

e Critério de resolugao de Rayleigh:

A
=122 —
’ D
e Equagao polar das conicas:
a(l—eé?)
~ 1+e-cos(h)

r(0)
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Questoes

. A Terra numa casca de noz (5 pontos) Seu Isafas Nilson foi uma das grandes mentes brasileiras
apagadas na memoria do tempo. No inicio do século XVIII, o cientista desenvolveu a teoria classica da
gravitagao, e explorou um modelo de 6ptica fisica no qual a luz é composta de pequenas particulas de
baixa massa. Desse modo, pensou na possibilidade de um corpo a partir de cuja superficie a luz nao
poderia escapar. Utilizando o modelo proposto, determine qual deveria ser o raio da Terra para que
ela fosse um objeto desse tipo. Considere uma particula de luz saindo da superficie com a velocidade ¢
presente na tabela de constantes.

Solugao:
Utilizando o modelo apresentado, basta igualar a velocidade de escape da Terra a velocidade da luz:

GM,
12:2' @D
¢ R
R:Q.G‘]\g@
C

+ 2 Expressao para a velocidade de escape da Terra
+ 2 Igualar a velocidade de escape com a velocidade da luz
+ 1 Valor numérico correto
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2. A Terra um pouco maior que uma casca de noz (10 pontos) Em 2022, um artigo da Universidade
Federal do Rio de Janeiro e da Secretaria de Educagao do Estado do Piaui revisitou o antigo experimento
de Erastostenes. Em resumo, aproveitando-se que as cidades do Rio de Janeiro e de Teresina estao
praticamente & mesma longitude, as instituigoes mediram, simultaneamente, a inclinagao dos raios solares
durante a culminagao superior do Sol.

No Rio de Janeiro, um gnémon vertical de 5,1 cm produziu uma sombra de 1,1 cm para o sul. J4 em
Teresina, um gnémon vertical de 8,5 cm produziu uma sombra de 0,8 cm para o norte. Sabendo que a
distancia entre as cidades é proxima de 2000 km, estime o raio da Terra. Utilize somente as informagoes
do enunciado, i.e., nao consulte a folha de constantes nessa questao. Respostas sem justificativa nao
serao pontuadas.

Solugao:

Podemos representar o problema a partir da figura:

— IS

Os angulos o e ag podem ser calculados pelas informagoes do gnémon::

~1(08 o
a; = tan™? (875) ~ 5,4

1,1
ay = tan~? (5’1> ~ 12,2°

Joap +ap 2 17,6° ~ 0,31 rad
Desse modo, o raio terrestre pode ser calculado como:

2.000
Re ~ 031 km ~ 6.500 km

Grade de Correcao

+ 2 Desenho da situagao, mostrando que as sombras estao em dire¢oes opostas
0,8
+2a; =tan"! [ == ) ~ 54°
a1 n (8 5)

b

1,1
+ 2y =tan"! ( . ) ~ 12,2°

5,1
+ 1 Considerar o + oo
+2Rp=—-—
® Aa[rad]

— 1 Considerou a divisao anterior sem converter para radianos
+ 1 Valor final correto, dentro do intervalo [6,3;6,7] - 10° km
— 0.5 Resposta final com mais de 4 algarismos significativos
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3. Galaxia de Bode (10 pontos)

A Galaxia de Bode (M81) é uma galéxia espiral na constelagdo da Ursa Maior. Observagoes espectros-
copicas indicam que o comprimento de onda da sua linha de absorcao Ha é de 6565,6 A. Sabendo disso,
responda:

(a) (5 pontos) Qual a distancia até a galaxia, em Mpc (megaparsecs)?
(b) (5 pontos) Se a galaxia possui um didmetro angular de 26,9 minutos de arco, qual o seu didmetro
fisico, em anos-luz?

Solugao:

Prova Teérica P2 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 31



Pagina 7

(a) O seu redshift é:
Aobs — Mia _ 6565,3 — 6560 »
= = = 8,5366 x 10
’ Ata 6560 RS

Em que utilizamos o valor de repouso do comprimento de onda da linha Ha da folha de
constantes. Agora, pela Lei de Hubble, a velocidade de recessao da galéxia é dada por

v = Hod
Mas a velocidade pode ser encontrada por meio do redshift calculado como v = cz. Assim:

cz
= Hyd —» d = —
cz 0 H,

3 x 10° x 8,5366 x 1074
d= 678 Mpc =~ | 3,78 Mpc

(b) Sabendo o seu didmetro angular § e a distancia d até a galaxia, o seu didmetro fisico D sera

D =do

Para obtermos o didmetro em anos-luz, convertemos a distancia para anos-luz (sabendo que
1 pc = 3,26 anos-luz.):

d =378 x 105 x 3,26 = 1,23 x 107 anos-luz

E o angulo para radianos, utilizando que 1rad = 206265”. Note, ademais, que o didmetro
angular foi dado em minutos de arco, e nao segundos; lembre-se que 1’ = 60”. Assim:
26,9 x 60
== =7825x107"
206265

Por fim:

D =1,23 x 107 x 7,825 x 1072 | 96 000 anos-luz

Grade de Corregao

Item a (5 pontos)

+ 2 férmula correta para redshift

+ 2,5 Lei de Hubble

+ 1,56 v=cz

+ 1 Valor numérico correto da distancia.
Item b (5 pontos)

+ 0,5 8 em radianos

+ 0,5 distancia em anos-luz

+1D=d-0

+ 1 Valor numérico correto do didmetro fisico
— 0.5 Ajuste do niimero de Alg sig errado por uma diferenga maior que 1 do numero correto
de algo sig
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4. De Olho no Sombreiro (20 pontos) Larissa acaba de adquirir seu mais novo telescopio, um dobso-
niano f/4 de 200 mm de didmetro, equipado com uma ocular de distancia focal 10 mm.

(a) (15 pontos) Larissa tenta apontar para M104 (§ = —11°37'23" ; a = 12"3959,4°), mas inicial-
mente observa apenas uma regiao escura. Eventualmente, sem mover o telescopio, a galaxia comeca
a aparecer, até atravessar o campo de visdo (passando pelo seu centro) e desaparecer. O tamanho
angular de M104 é de 8,7, e o tempo decorrido (desde que M104 comega a aparecer até o ultimo
momento em que alguma parte dela é visivel) foi At = 3min13s. Determine o campo de visao
utilizado.

(b) (5 pontos) Larissa comeca a se arrepender de suas escolhas quando percebe que 3 minutos é pouco
tempo para uma observagao. Dé um exemplo de montagem que ela poderia ter preferido a fim de
manter o campo visual, mas sem sofrer com esse problema. Seja especifico em seu exemplo, ao invés
de recorrer a uma classificagao geral.

Solugao:

(a) Primeiramente, vamos calcular a velocidade angular da galaxia com relagdo ao eixo polar.
Para isso, precisamos utilizar o dia sideral:

21600
Wpolar =
pol 86164 s

~ 0,25 /s

A rigor, precisamos utilizar a velocidade angular com relagao ao observador, o que inclui
considerar a declinagao. Como a estrela esta proxima ao Equador, é possivel argumentar que
essa etapa nao interfere consideravelmente no resultado final. Contudo, caso esse argumento
nao apareca explicitamente na resolugao, é necessério realizar o calculo:

Wobs = Wpolar * COS((S) ~ 0,24//3

A distancia angular percorrida pela galaxia, portanto, é wgps - At ~ 47,3’. Por fim, é necessério
considerar que a galaxia percorreu seu tamanho angular até ficar inteiramente visivel, depois
o campo de visivel, até desaparecer completamente. Portanto, o campo de visao ¢ FOV =
473" — 8,7 = 38,6.

(b) Qualquer tipo de montagem equatorial sera aceita como resposta desse item. Uma possibilidade
é a montagem germanica.

Grade de Correcao
G

Item a (15 pontos)

+ 3 Calculo da velocidade angular da galaxia em relagao ao eixo polar.

— 1 Utilizou 86400 s (24 h) em vez da duragdo do dia sideral, que consta na Tabela de
Constantes.

+ 5 Célculo da velocidade angular da galaxia em relacdo ao observador / Argumento utili-
zando o fato de que a galaxia esta proxima do equador celeste.

+ 2 Calculo da distancia angular percorrida pela galdxia para atravessar o campo de visao.
+ 5 Calculo do campo de visao.

Item b (5 pontos)

+ 2,5 Montagem equatorial.

+ 2,5 Exemplo de montagem equatorial.
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5. LL Aqr (30 pontos) Um binario é chamado eclipsante quando, na perspectiva de um observador na
Terra, as estrelas passam uma em frente da outra (eclipsando uma a outra), de modo a barrar parcial
ou integralmente a luz da companheira por alguns instantes. A seguir, esté representada a curva de luz
do sistema binario eclipsante LL. Aquarii. Quando ndo hé eclipse, a magnitude aparente de LL Aqr é
mo = 9,23 mag.
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Figura 1: Curva de luz de LL Aqr nos momentos de eclipse (SOUTHWORTH, J. 2013)

(a) (10 pontos) Seja m; a magnitude de uma das componentes do binario, determine a magnitude
ms da outra componente em fungdao de my e my.

Determine a magnitude de cada componente do binario para cada uma das hipoteses:
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(b) (10 pontos) A estrela de menor temperatura também é a de menor raio.

(¢) (10 pontos) A estrela de maior temperatura é a de menor raio.

Solugao:
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(a) Seja Fy o fluxo da primeira componente e Fy o fluxo da segunda. Pela equagdo de Pogson,

escrevemnos:

F:
mog—myp =—2,5- log (1 + 2>
Fy

Iy

1

_ 10(777,1—m0)/2,5 1

Novamente, pela equacao de Pogson:

Fy
mo —Mqp = _275 . 10g F
1

Fy

T2 _ 10(m1—m2)/2,5
Fy

Comparando as equagoes, obtemos:

1O(m1—m0)/2,5 1= 10("11—m2)/275

mo = my — 2,5 log (10“”1—”“))/275 - 1)

(b) Nesse caso, a ocultagdo da menor estrela ocorre na menor variagdo de magnitude, i.e., em
Am/ = 0,40 mag. A maior estrela, portanto, tem magnitude m} = mg + Am} = 9,63 mag.
Ja a magnitude da menor estrela é descoberta pela expressao anteriormente obtida:

mly = ml, — 2,5 log (10(’”'1*7"0)/2’5 - 1) — 10,5 mag

(¢) Nesse caso, a ocultacdo da menor estrela ocorre na maior variagdo de magnitude, i.e., em
Amy = 0,65 mag. A maior estrela, portanto, tem magnitude m; = mg + Am; = 9,88 mag.
Ja a magnitude da menor estrela é descoberta pela expressao anteriormente obtida:

mg =my — 2,5 - log (10("“7"’0)/2’5 — 1) = 10,1 mag
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Grade de Correcao

Item a (10 pontos)

+ 2 Escrever que mg — my = —2,5log (1 + ?)
1

—2,51og (?j)

+ 3,5 Concluir que 10(m1—m0)/25 _ 1 = 10(m1—m2)/2,5

+ 2,5 Chegar em mo = my — 2,5log (10(m1=m0)/25 _ 1)

Item b (10 pontos)

+ 4 Argumentar que, nesse caso, a ocultacdo da menor estrela ocorre na menor variacao de

magnitude ou que Am'l = 0,40 mag

+ 2 Chegar em m;l = 9,63 mag

+ 4 Chegar em m, = 10,5 mag

Item c (10 pontos)

+ 4 Argumentar que, nesse caso, a ocultacdo da menor estrela ocorre na maior variacao de

magnitude ou que Amll = 0,65 mag

+ 2 Chegar em m;l = 9,88 mag

+ 4 Chegar em m, = 10,1 mag

—1,5 Erro algébrico simples no desenvolvimento das equagoes.

+ 2 Escrever que mo — my
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6. Elon Mosca e sua Lua (30 pontos) Preocupado com a chegada alheia na Lua, Elon Mosca decide
ejeté-la radialmente de sua orbita em torno da Terra, o que sera feito por meio de uma colisao com um
projétil com o menor momento linear p possivel, desde que atendendo as condigoes propostas. Qual seréa
o médulo de 7 (em kgms™!) e o valor absoluto (em graus) do angulo @ entre a diregao radial terrestre
e o vetor velocidade do projétil? Considere que a colisdo é perfeitamente inelastica e que as tunicas
interagoes gravitacionais ocorrem entre a Terra e a Lua, cuja orbita é suposta circular.

Antes da coliséo Depois da colisao

Figura 2: Representagio da colisdo do projétil com a Lua (& esquerda) e da ejegao radial da Lua (a direita).

Solugao:
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Para cumprir com a condigao enunciada, é necessario, primeiramente, anular o momento linear
tangencial da Lua:

GMg
dr_r

p-cos(f) = My, ~7.49-10%kgms™!

Além disso, é necessario fornecer um momento linear radial suficiente para o escape da Lua:

2G Mg
dr_p

p-sen(d) = My, ~ 1.06- 10 kg m s~ *

Assim, determinamos o moédulo de p:

p* = (p-cos(0))” + (p-sen(6))’
3GM

2
p° =My
dr—r,

| p~13-10%kgms |

Por fim, calculamos o angulo 6:
tang = 2 sen(6)
p - cos(f)

Grade de Correcao
G

+ 3 Velocidade orbital da Lua.

+ 3 Expressao correta para o momento tangencial.

+ 2 Valor correto do momento tangencial.

+ 3 Velocidade de escape.

+ 3 Expressao correta para o momento radial.

+ 2 Valor correto do momento radial.

+ 4 Identificar corretamente a tangente do angulo pedido.
+ 4 Valor correto do angulo pedido.

+ 4 Expressao para o médulo do momento.

+ 2 Valor correto do médulo do momento.
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7. Supernovas Super-luminosas (40 pontos) Em 2019, uma pesquisa detectou e estudou uma amostra
de Supernovas Super-luminosas, em especial as de tipo I (SLSNe I), com dados da missdo Dark Energy
Survey (DES). Como os valores de redshift sdo consideraveis, a lei de Hubble ja ndo é uma boa apro-
ximagao para as distancias luminosas. Para trés dos eventos estudados, as distancias, calculadas pelo
modelo ACDM, sao entregues na tabela a seguir.

Indice Nome zZ Distancia Luminosa (Gpc)
1 DES15C3hav | 0,390 2.11
2 DES16C3dmp | 0,565 3,28
3 | DES14Clrhg | 0,481 2,73

Para esses mesmos trés eventos, seguem (na proxima pagina) as curvas de luz na bandar, i.e., a magnitude
aparente em funcao do tempo (em dias) nesse filtro. A linha tracejada s6 indica quando o evento foi
classificado como SLSN 1.

(a) (10 pontos) Determine a magnitude absoluta de pico para as SLSNe I em questéo.

(b) (10 pontos) A titulo de comparacdo, estime a magnitude absoluta bolométrica da Via Lactea,
supondo que ela abrigue 500 bilhoes de estrelas, e que a estrela média tenha um décimo da lumi-
nosidade solar.

(¢) (10 pontos) Os histogramas a seguir (na proxima péagina) comparam a quantidade de SLSNe I
em funcdo da magnitude absoluta do pico, utilizando dessa vez a banda 4000. A esquerda, estdo
representados os eventos encontrados com os dados do DES; & direita, os eventos que ja estavam
presentes na literatura antes do estudo. Estime a magnitude absoluta média das SLNe I para cada
uma das amostras, ou seja, as encontradas com dados do DES e as pré-existentes na literatura.
Dado: Uma das formas de estimar o valor médio de um histograma é encontrando a linha vertical
que divide o grafico em duas figuras de areas iguais.
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Figura 3: Graficos de magnitude, na banda r, em fungdo do tempo, para os eventos descritos (ANGUS, C.
R., et al. 2019).

(| = DES =R
7 6
61 54
Z 4 Z
3

3
9 4
1 11
0 - T - - 0 - . .

-19 -20 -21 —-22 -23 -19 =20 =21 =22 =23

Miono Moo

Figura 4: Distribuicdo numérica das SLSNe I em funcao da magnitude absoluta da banda sintética 4000. A
esquerda, as amostras detectadas com dados do programa DES. A direita, as amostras de SLSNe I anteriores
na literatura (ANGUS, C. R., et al. 2019).
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(d) (10 pontos) Tanto visualmente quanto pelo resultado do item anterior, observamos que as amos-
tras tém distribuicoes distintas. Contudo, magnitudes absolutas sao caracteristicas intrinsecas dos
eventos (ou seja, independem do instrumento 6ptico). Sendo assim, elenque um motivo que poderia
explicar por que as amostras coletadas com o DES se distinguem daquelas na literatura anterior.
Justificativas por ruidos estatisticos nao serdo pontuadas.

Solugao:
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(a) Aplicando a equagao do modulo de distancia:

m, — M, =5-log(d) —5

M, =m, +5—5"log(d)

Seguem as magnitudes de pico medidas nos gréaficos fornecidos

my1 = 21,5 £ 0,2mag

my2 = 21,2 + 0,2mag

my3 = 21,9 £ 0,2mag

Assim:

‘Mm =—20,1+ 0,2mag‘

‘ M, o =—-21,4+0,2mag ‘

(M5 = =203+ 0,2mag]|

(b) A luminosidade da Via Lactea pode ser calculada:

L = 500 - 10” estrelas - 0,1 L/ estrela

L=50-10°Lg

Podemos comparar sua magnitude com a do Sol, pela equagao de Pogson:

M = Mg —25-log(L/Le)

M = 4,83 —2,5-1log (50 - 10?)

M = 21,9 mag|

Percebemos que a magnitude de uma Supernova Super-luminosa de tipo I pode ser comparavel

4 magnitude de uma galaxia do tamanho da nossa.

Prova Teérica P2 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025

TOTAL DE PAGINAS: 31



Pagina 19

(c) Para estimar a magnitude média de uma amostra, podemos fazer a média das magnitudes cen-
trais dos intervalos, ponderadas pela quantidade de eventos no intervalo. Isso seria equivalente
a determinar a reta vertical que divide o histograma em duas figuras de areas iguais.

-19,25-19,75-3 —20,25-3 — 20,75 -4 — 21,25 — 21,75 - 6 — 22,25

M =
4000,DES 1+3+3+4+1+6+1
M000,pEs = —20,9 mag
— —20,25-2—-20,75—-21,25-5—21,75-4 — 2225 -4 — 22,75
M 4000,L1T7 =

24+1+54+4+4+1

M4()(](),LIT = —21,5mag

(d) O desenvolvimento de novas tecnologias, de fato, ndo altera a fisica ao nosso redor, mas
nos permite observé-la com melhor profundidade. Para a resposta desse item, qualquer uma
entre duas respostas ¢ valida: (i) as SLSNe I de menor luminosidade sempre existiram em
maior predomindncia no nosso campo de visdo, porém era mais dificil de detecta-las com a
tecnologia disponivel, ou (ii) com a melhoria tecnologica, foi possivel observar um Universo
mais distante, portanto mais antigo, no qual circunstancias como a evolugao quimica, por
exemplo, interferiram no mecanismo das SLSNe I.

Grade de Corregao

Item a) (10 pontos):

+ 1.5 Obter pelo grafico m,; = 21,5 + 0,2mag

+ 1.5 Obter pelo graficom, o = 21,2 + 0,2 mag

+ 1.5 Obter pelo graficom, 3 = 21,9 + 0,2 mag

+ 2.5 Equagao do modulo de distancia M, = m,. + 5 — 5 - log (d)
+ 1 Valor final M, ; = —20,1 + 0,2mag

+ 1 Valor finalM, » = —21,4 + 0,2 mag

+ 1 Valor final M, 3 = —20,3 + 0,2 mag

Item b) (10 pontos):

+3 L =500 - 10% estrelas - 0,1 L/ estrela

+4 M = Mg —2,5-log (L/ Lg)

+3 M = —-21,9+ 0,2mag

Item c) (10 pontos):

+ 3 Tragar reta que divide histograma DES em 2 areas iguais, (M ~ —21 mag) ou
conta da média

+ 3 Tragar reta que divide histograma Lit em 2 areas iguais, (M ~ —21,5 mag) ou
conta da média

+ 2 Valor final correto MLLUO(),DES = —20,9 + 0,2mag

+ 2 Valor final correto MLLOOO’LIT = —21,5 4+ 0,2mag

Item d) (10 pontos):

+ 10 Justificativa plausivel

+ 5 (Pontuagao parcial) Justificativa plausivel
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8. Arrancando elétrons (40 pontos) Investigaremos nessa questdo um importante efeito atémico com
grandes consequéncias no perfil quimico de estruturas astrondémicas: a ionizagao. Mais especificamente,
utilizaremos o He como exemplo para entender sua ionizagao dentro de um contexto termodindmico, e
algumas consequéncias para a espectroscopia.

A energia de ionizacao, x1, € definida pela energia necesséaria para expelir um elétron e~ de certo 4tomo
Ay, tornando-o um fon Ay = A}. De modo geral, chamamos de y; a energia necessaria para provocar
a i-ésima ionizagdo, isto é&: A; — A, 1 +e~. A principal equacao tedrica para o tratamento da ionizagao
no contexto de equilibrio térmico é a denominada equagdo de Saha. Podemos usar essa equagdo para
tragar a curva de abundéncia de cada fon do He, isto é, a curva de N;/Nyotar:

fragéo de cada ion de He em funcao da temperatura
1.0-

0.8+

e
(=]
T

0.4+

Fragéo relativa do ion

0.2+

0.0~

0 10000 20000 30000 40000 50000
Temperatura (K)

Figura 5: Concentracao das espécies no plasma em funcao da temperatura. A simulagao utilizou uma
pressao de P, = 20 N/m?, energias de ionizacido x1 = 24,6 eV e xo = 54,4 eV (1eV = 1,602- 10719 J), e pesos
estatisticos g1 =1, g2 =2 e g3 = 1.

Assinale aos seguintes itens V ou F se as afirmacgoes forem verdadeiras ou falsas, respectivamente
(justifique brevemente sua resposta):

(a) (5 pontos) Na temperatura de 30.000 K, as trés espécies apresentam aproximadamente a mesma
abundancia no plasma.
(b) (5 pontos) A partir de 20.000 K basicamente todo 4tomo se encontra de alguma forma ionizado.

(¢) (5 pontos) Em alguma temperatura consideravelmente maior que 50.000 K, é esperada a queda
da fragao do ion He III e dominancia do ion He IV.

(d) (5 pontos) Existe uma temperatura na qual se observam as trés espécies em quantidades signifi-
cativas (acima de 0.5%).

(e) (5 pontos) Existem duas temperaturas nas quais metade das particulas no plasma sao ions He II.

(f) (5 pontos) No niicleo de uma estrela (onde a pressao eletronica é maior), esperamos que a ionizacao
aconteca a temperaturas maiores que na superficie.

5 pontos) Quanto maior a temperatura de um corpo celeste, mais intensas sao as linhas de emissao
g p p P )
do ion He II.
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(h) (5 pontos) Nebulosas com fortes linhas de He II sao tipicamente nebulosas planetérias.

Dado: Esse tipo de nebulosa atinge em seu centro temperaturas entre 16.000 K e 25.000 K, ao
contrario de nebulosas de reflexdo ou absor¢ao (7' < 10.000 K) ou do meio interestelar morno
(T ~ 10° K).

Solugao:
a) F O grafico de He I indica que a esta temperatura a abundancia deste é praticamente nula.
b) V A fragao de ions He I e He III dominam sobre o d4tomo He I a partir dessa temperatura.

¢) F O He é um elemento com apenas dois elétrons, tornando impossivel sua ionizagdo a partir
de He III.

d) F Em todo valor da abscissa do grafico, existe ao menos uma espécie com fracdo abaixo de
0,5%.

e) V Nos pontos onde o grafico de He II cruza He I e He I1I, a fragio desse fon é aproximadamente
1/2 do plasma.

f) V A uma dada temperatura, o aumento da pressdo eletronica implica uma maior taxa de
recombinacao elétron-ion, aumentando a fragao de espécies menos ionizadas, deslocando as
temperaturas de ionizagao para valores mais altos.

Alternativamente, podemos formular a resposta em termos de cinética quimica. Quando o
sistema esta em equilibrio: A; = A;. 7 + e, o aumento da pressao parcial de elétrons desloca
o equilibrio para o estado menos ionizado: A;, fazendo com que a igualdade das fragoes de A;
e A; 1y ocorra & temperaturas mais altas.

g) F A principio o aumento de temperatura colabora com a intensidade das linhas do fon, mas
quando esta é alta o suficiente para anular a populacao de He II, ndo existem fontes para a
producao dessas linhas no espectro

h) V As nebulosas de reflexdo e absor¢ao sao frias demais para apresentar fortes linhas do fon
He II, enquanto o meio interestelar morno atinge temperaturas muito maiores que a ionizagao
completa dessa espécie. Assim, uma fonte de emissao de He II provavelmente é uma nebulosa
planetéaria, com temperaturas em torno do pico de abundéancia do ion.

+ 5 pontos a cada resposta e justificativa corretas. Pontuacoes nao foram atribuidas na
auséncia de justificativa ou sobre justificativas erradas.
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9. Dueto (40 pontos) Ao olhar para o céu noturno, Raul notou que as estrelas Hamal (« Ari, § =
23°34'56,7”, o = 2h08m35,02s) e Mirach (8 And, 6 = 35°45'18,0”, a = 1h11m07,58s) estavam se pondo
exatamente no mesmo instante.

Figura 6: Representacio esquemética da situacdo (fora da escala). A esquerda, o ocaso simultaneo das
estrelas. A direita, os arcos que conectam as estrelas ao polo elevado e ao zénite.

(a) (10 pontos) Determine a diferenca entre os azimutes de Mirach e Hamal no momento dessa
observagao.

(b) (24 pontos) Determine o angulo horario de cada uma dessas estrelas.

(c) (6 pontos) Determine a latitude de Raul.

Solugao:
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(a) Nas expressoes a seguir, dy corresponde & declinacdo de Hamal, d); corresponde a declinacao
de Mirach, Hy corresponde ao dngulo horario de Hamal, Hj; corresponde ao dngulo horario
de Mirach, Aa = ay —ays corresponde a diferenga entre as ascensoes retas de Mirach e Hamal
e AA = Ay — Ay corresponde a diferenga entre os azimutes de Hamal e Mirach.

Como as estrelas estao no horizonte, a diferenca entre os azimutes corresponde simplesmente
A separacao angular entre as estrelas:

cos(AA) = cos(90° — 0g) cos(90° — das) + sen(90° — dr)sen(90° — dpr) cos(Aw)

cos(AA) =sen(dp)sen(dpr) + cos(dm) cos(dar) cos(Aar)

cos(AA) = 0,9543

AA = 17°23'42,5"

(b) Utilizando o tridngulo de posigao, que esta representado na figura a seguir, é possivel derivar
uma férmula para o dngulo horario no ocaso.
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Polo Sul

Fonte: http://astro.if.ufrgs.br/trigesf/trigesf.htm. Acesso em 17/02/2025.

Utilizando a lei dos cossenos:

cos(z) = cos(90° — &) cos(90° — @) + sen(90° — §)sen(90° — ¢) cos(H)

cos(z) = sen(d)sen(¢) + cos(0) cos(¢p) cos(H)

Como z = 90° no ocaso:

0 = sen(d)sen(¢) + cos(d) cos(¢) cos(H)
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cos(H) = —tan(d) tan(¢)

Essa formula é valida tanto para o nascer de um astro quanto para o ocaso porque em ambos
os casos z = 90°.

Observagao: a deducao da formula do angulo horario no ocaso foi mostrada nesse gabarito
apenas para tornar a solucao mais clara. Contudo, estudantes que escreverem essa féormula
sem deduzi-la nao serao penalizados por isso.

Com a férmula do angulo horario no ocaso, é possivel obter a seguinte expressao:

_cos(Hp) _ cos(Hpy)
tan(dpr) tan(dar)

tan(éH)
tan((SM)

tan(@) =

—> cos(Hpy) = cos(Hpy)

E importante lembrar que tanto o &ngulo horario quanto a ascensao reta sao definidos com
base no Equador, mas em sentidos opostos. Isso implica que Hy = Hpy; — Aa. Dessa forma,
e possivel reescrever a expressao da seguinte maneira:

tan(dg)

cos(Hy — Aar) = tan(0ar)

cos(Hy)

Utilizando a férmula do cosseno da diferenca:

tan(dg)

cos(Hpy) cos(Aa) + sen(Hys)sen(Aa) = tan(oar)

cos(H )

tan(on) cos(Aa)

tan(5M)
S(Hrr) = sen(Hn,
sen(Aa) cos(Hpy) = sen(Hpy)
tan(u) _ co5(Aa)
tan(Hyy) = tan(dur)

sen(Aa)

tan(HM) = —1,4611

E importante notar que existem duas solugoes possiveis entre -12h e 12h para a equagao acima.
Como o ocaso deve ocorrer em um angulo horario entre Oh e 12h (ou seja, a oeste do meridiano
local), a tnica solugdo viavel nesse contexto é a seguinte:

Hy = 8h17m33,2s\

O angulo horario de Hamal é o seguinte:
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HHIH]\/IfAOL

Hy = 8h17m33,2s — (2h08m35,02s — 1h11m07,58s)

]HH = 7h20m05,8s

(c) Utilizando a férmula do dngulo horario no ocaso:

_ cos(Hur)

tan(9) = = Gar)

cos(8h17m33.2s)

t Rt St
an(9) tan(35°45'18,0")

¢ = arctan(0,7844)

¢ = +38°06'39,8"

Grade de Corregao

Item a (10 pontos)

+ 4 Uso correto da lei dos cossenos para calcular a distancia entre as estrelas
+ 4 Perceber que a distancia angular entre as estrelas é igual AA
+ 2 Calcular AA de forma correta

—1 Desenho incorreto da situagao

Item b (24 pontos)

+ 7 Férmula do angulo horario no ocaso

+ 8 Usou que H + « é igual para as duas estrelas

+ 7 Achar corretamente o valor de H de alguma das estrelas

+ 2 Encontrar o H da outra estrela

Item c (6 pontos)

+ 6 Valor numérico correto.
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10. Erro de perspectiva (75 pontos) Trevisan reside no planeta DV-41, que orbita uma estrela de massa
M = 4Mg e magnitude aparente m. = —27 mag a uma distancia 3 UA. Ele procurava asteroides
troianos do seu planeta, os quais se localizam no ponto de estabilidade L4 (& frente do planeta DV-41).
Analisando atentamente, Trevisan identificou um asteroide na mesma linha de visada de L4, mas que
se movimentava de forma diferente dos demais. Pesquisando em sua base de dados, descobriu que o
asteroide se chamava PL-01 e possuia uma 6rbita circular, porém de raio maior que a do planeta DV-41.
Na base de dados, ele também descobriu que a tltima vez que essa configuragao de alinhamento entre o
planeta e o asteroide ocorreu foi a 4,55 UA
Dica: Trevisan ndo gosta de nimeros, apenas de contas literais! para evitar descontos de dupla
penalizagao entre os itens, desenvolva todo o raciocinio de cada item sem substituir valores numéricos,
e apenas no final substitua os valores para a resposta final. Uma quantidade pequena da pontuagao é
atribuida ao valor numérico correto, enquanto que a maior parte da pontuacao é dada ao chegar nas
expressoes literais corretas.

Estrela

Figura 7: Representagao da situagao da orbita. Os troianos ocupam o ponto chamado L4, um dos quais
forma um tridngulo equiladtero com DV-41 e a estrela. A outra possibilidade de formacao de um tridngulo
equilatero é chamada L5. Para distinguir entre os pontos, perceba que L4 esté “a frente” da 6rbita, enquanto
L5 estaria “atras”.

(a) (4 pontos) Determine o periodo orbital de PL-01.
(b) (20 pontos) Determine a distancia do asteroide até o planeta DV-41.

(¢) (9 pontos) Determine o angulo de separagdo, centrado na estrela, entre o planeta e o asteroide na
situagao de alinhamento com L4.

(d) (14 pontos) Determine o tempo necessario para que o asteroide se alinhe com L4 novamente.

(e) (6 pontos) Determine o tempo desde o alinhamento do asteroide com L4 até seu alinhamento com
L5.

Trevisan quis tirar uma foto do asteroide em seu ponto de maior aproximacao. Para isso, ele decidiu
utilizar um telescopio de 500 mm de foco, acoplado a uma CCD com pixels de 10 ym e a um motor
que corrige a rotacao de DV-41 (ou seja, para os itens a seguir, desconsidere os esfeitos de rotagao do
planeta).

(f) (16 pontos) Determine a velocidade angular de PL-01 em relacao ao céu de fundo, visto de DV-41,
no ponto de maior aproximagao.

(g) (6 pontos) Determine o maior tempo de exposigio para que o asteroide nao se mova o equivalente
a um pixel na imagem do CCD.

Solugao:
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(a) o asteroide possui semi-eixo maior a4 = 4,55 UA. Aplicando a terceira lei de Kepler,

T%  1Mg ano® UA™®

3
a’y M

T4 = 4,85 anos

(b) Sabendo que o asteroide est4 na mesma linha de visada do ponto lagrangiano L4, e que este
esté a 60° a frente na orbita do planeta, é possivel desenhar a seguinte situacdo, dando énfase
para o angulo suplementar no ponto L4

Aplicando a lei dos cossenos para determinar d’,
a% =a% +d? —2d'apcos(120°) = 0 = d”* + d'ap + a% — a*,
Resolvendo a equagao de segundo grau,

p —ap £ /a2 —4(a} — %)

B 2

g s \4ad% — 3a}
2 )
sabendo que d’ > 0 e que a distancia até o asteroide é d = d’' + ap

\/4a% — 343
Pl 2‘”‘ 9P _ 594 UA
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(¢) Aplicando a lei dos senos para determinar «,

sina  sin(120°)

d N a A
'

«a = arcsin — — = 25,2°
aaA

O angulo de separacao entre o PL-01 ¢ DV-41 ¢é ‘ 8 =a+60° = 85,2°

(d) O periodo para que isso volte a ocorrer é o periodo sinodico, dado por
-1 -1 -1
Ty =T, —T,

Aplicando a terceira Lei de Kepler para os dois periodos,

N (ap/ UA)3

Tp = 7/ A ano
_ (aa/ UA)3

Ty = 7/ A ano

Tg' = V/M/Mg ((ap/ UA)™2 = (aa/ UA)™2) ano™!

(e) Considerando o referencial girante do planeta, o asteroide tera que percorrer 23 para sair do

alinhamento com L4 e entrar no alinhamento com L5. Perceba que, como o movimento relativo
do asteriode em relacao ao planeta ja é na diregao de L4 para L5, o asteroide tera realmente
que percorrer apenas 23, e nao 360° — 2. Assim, a sabendo velocidade angular relativa, dada
a partir do periodo sinédico:

27
Ws = /7
T
o tempo seré dado por
Ae[rad]
At =
Ws
glel
At = TS@ = 2,65 anos
(f) a velocidade angular é dada por
v
w=3
A velocidade é velocidade relativa entre o planeta e o asteroide. Assim,
GM
vp =
ap
GM
vaA =
aa

v =GM (a;1/2 _ a;ll/Q)

J4 a distancia sera
d=as—ap
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Assim, a velocidade angular sera

- (al—)1/2 B a;1/2)

apA —ap

2 — 8 . ~ .
Lembrando que % = 1Mg ano? UA 3 ¢ assim a equacio fica com a velocidade angular em

ano !

B ((ap/ UA)™Y2 — (as/ UA)~L2) =
w = 2w/ M /Mg (ax/ UA)— (ap/ UA) ano

w = 0,880 rad/ano = 2,79 - 10 %rad /s

(g) A escala de placa do telescopio é dada por:

1

= = 0,002 =2-107°
S = Eo0mm 0,002 rad/mm 07° rad/pm

Para percorrer o equivalente a um pixel, i.e., 10 pm, é necessario um deslocamento angular de
21075 rad. Para tal, é necessario um tempo:

t—ﬁ 2-107% rad

=0 MY 75 = 11,9 mi
w  2,79-10"8rad/s vs )9 min
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Grade de Correcao
G

Item a) (4 pontos):

+ 3 Terceira lei de Kepler aplicada ao asteroide

+ 1 Valor correto para Periodo do asteroide, dentro do intervalo (4,70;5,00) Anos (£3%)
Item b) (20 pontos):

+ 7 Desenho que explicite a relagdo (presenca de 2 triangulos, sendo um deles equilatero).
Caso nao haja desenho, mas relagoes matematicas que advém do desenho estejam presentes,
a pontuacao é dada. (Item passivel de atribuigdo de pontuagao parcial)

+ 7 Lei dos cossenos ou similar para obter d’ ou similar

+ 2 relagédo d = d’ 4+ ap ou similar

+ 3 Expressao final para d (caso nao haja expressao explicita mas valor numérico esta correto,
a pontuagdo é atribuida)

+ 1 Valor correto para d, dentro do intervalo (5,08;5,40) UA (+3%)

Item c) (9 pontos):

+ 4 Lei dos senos ou similar para obter o ou similar

+ 4 relagao S = o + 60° ou similar

+ 1 Valor correto para 3, dentro do intervalo (82,6%;87,8°) (£3%)

Item d) (14 pontos):

+ 1 Identificar que o periodo de ocorréncia do fenémeno é igual ao periodo sinédico do
sistema

+ 4 Relagao do periodo sinédico ou equivalente

+ 4 Terceira lei de Kepler aplicada aos corpos

+ 4 Expressao final para o periodo sinddico (caso nao haja expressao explicita mas valor
numeérico esta correto, a pontuagao é atribuida)

+ 1 Valor correto para o periodo sinodico, dentro do intervalo (5,43;5,77) Anos (+3%)
Item e) (6 pontos):

+ 2 A0 =28

+ 3 ws = 27/Ty ou relagdo de proporcionalidade com perfodo sinddico

+ 1 Valor correto para At, dentro do intervalo (2,54;2,70) Anos (+3%)

Item f) (16 pontos):

+2w=uv/r

+ 3 Entender que v é a velocidade relativa entre os astros

+ 2 Expressao para v4

+ 2 Expressao para vp

+2d=a4q—ap

+ 3 Expressao final para w (caso ndo haja expressao explicita mas valor numérico esta correto,
a pontuagdo é atribuida)

+ 1 conversao de unidades de G ou de M, ap € ap

+ 1 Valor correto para w, dentro do intervalo (2,65;2,93) - 107% rad/s ou
(0,854;0,906) rad/ano(£5%) (a conversao de unidades é descontada no item anterior)

Item g) (6 pontos):

+ 2 Escala de placa do telescopio inversamente proporcional ao foco

+ 1 Angulo percorrido pelo asteroide igual & escala de placa vezes o lado do pixel

+ 2 Tempo de exposigao igual ao angulo dividido pela velocidade angular

+ 1 Valor correto para t, dentro do intervalo (695;738) s ou (11,6;12,3) min (+3%)
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