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Instrucoes Gerais

. Identifique seu niamero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque

mais nenhum meio de identificacao pessoal;

Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os nimeros
das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e a Q27

A duracao da prova é de 4 horas;

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos);

A prova é individual e sem consultas;

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, célculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as folhas utilizadas para resolucao.

Uma tabela de constantes com informagoes relevantes para a Prova Teorica esta dispo-
nibilizada.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Proton

AHo Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%6 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-107'1 N - m? kg2
8,314 N-m-mol »K!
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc !
3,0-10° m/s
1,67-10727 kg

656 nm

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

e Area da elipse:

e Critério de resolugao de Rayleigh:

A
6=122 5
e Equagao polar das conicas: l
r(®) = 1+ e-cos(f)
Tal que 1 é o semi-latus rectum
e Equagao dos gases ideais: .
PV = MRT
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Questoes Curtas

1. Gurjao no gurjiverso (5 pontos) Em um dia normal para o padrdo das seletivas, Gurjdo vai ao
mercado e acaba caindo em um universo paralelo onde as constantes cosmologicas assumem valores
diferentes do universo em que vivemos. Intrigado, ele decide reviver um experimento classico: Gurjao
observa algumas galaxias e constroéi o grafico de sua velocidade radial em fungao da distancia, conforme a
figura abaixo. Determine a constante de Hubble para esse universo e explique brevemente seu método
de estimativa.

Velocidade x Distdncia para as galaxias observadas

—

1500

Velocidade radial (km/s)
g

0 5 10 15 20 25 30 35

Distancia (Mpc)

Figura 1: Dispersao de velocidade radial em fungao da distancia para diferentes galaxias. Os dados sao
ficticios e especificos para o contexto da contexto da questao.

Solugao:

A constante de Hubble é o coeficiente angular da reta de melhor ajuste. A resolucao esperada é o
ajuste da reta em alguma posicao que passe pela origem e divida os pontos experimentais na metade.
Seguem a reta de melhor ajuste H = 64 km/sMpc, junto aos limites aceitos, o que corresponde a
faixa de valores 58 km/sMpc < H < 70 km/sMpc.
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Grade de Correcao (5 pontos)

1000

Velocidade x Distancia para as galaxias observadas

10 15 20 25

Distancia (Mpc)

+2 Aplicar H = v/d ou raciocinio similar
+2 Fazer a regressao linear do grafico v x d
+1 Alcangar valor final correto, dentro do intervalo [58; 70] km/(s - Mpc)

2. De olho no tucano (10 pontos) Depois de frustragoes com um dobsoniano, Larissa decidiu investir
em seu novo telescopio: um newtoniano /7 de 15cm de abertura, no qual acoplou uma matriz CCD com
4 pm de largura de pixel e eficiéncia quéntica de n = 0,80.

(a) (5 pontos) Estime a contagem de f6tons lidos ao se apontar o telescopio para 47 Tucanae (m = 4,91

mag) por um tempo At = 60 s. Considere o visivel centrado em 500 nm.

(b) (5 pontos) Estime a quantidade de pixels ocupados pelo aglomerado, sabendo que seu didAmetro

angular é de 43,8’.

Solugao:

(a) Encontramos o fluxo do objeto ao comparé-lo com o Sol:

LO

ol
47d?

-10(me=m)/25 = 31110710 W /m?

A energia, portanto, é dada por:

D2
E:F-W-T-At:S,S-lo_loJ

A energia do féton é calculada por:

he
=—=36-10"1J
5 h R
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A contagem estimada de fétons, portanto:

E
N==.-n=13-10°
&

(b) Se o telescopio é f/7 com 15cm, entao sua distancia focal & 1,05 m. O didmetro do objeto no
CCD, portanto, é:

L=6-f=0,013m
A estimativa da quantidade de pixels é encontrada pela area da projecao sobre a area de um

pixel:

2 1 6
M=m "5 =83-10

Grade de Corregao — “De olho no tucano” (10 pontos)

Item (a) (5 pontos)
+ 1 Calculo do fluxo F' a partir da magnitude m = 4,91, comparando com mg.

+ 1 Calculo da energia total coletada: E = F - ”TDz - At

h
+ 1 Calculo da energia por féton: € = %

E
+ 1 Conversao para nimero de fétons N = — .
€

+ 1 Valor final correto dentro do intervalo [7,08;7,52] - 108
Item (b) (5 pontos)
+ 1 distancia focal f = 1,06 m
+1L=0f
+ 0,5 area do pixel [2
L2
+ 0,5 area de 47 Tucanae projetada no CCD e
+ 1 namero de pixeis pela razao das areas
+ 1 valor final correto dentro do intervalo [8,0;8,5] - 10

3. Cosmologia Bantu (15 pontos) Ao longo da historia, diferentes povos construiram cada qual sua
forma particular de enxergar o universo. A cosmologia tradicional dos povos bantu é particularmente
interessante pois apresenta uma série de paralelos com entendimentos de cosmologia fisica modernos.
Para os bantu, o universo é resultado de uma forga de fogo primordial [Kaldngal, a qual emergiu do
vazio e originou toda a matéria num estado de magma e gas. O processo de resfriamento [nghodolo]
deixa para tras estruturas solidas e coesas, como planetas e luas. Ainda, a forga primordial é responsével
pela expansdo continua do universo [dingodingo dia mpiaya yayalanga].

Vamos tentar modelar um universo cuja expansao é causada pelo efeito de uma chama. Considere que o
universo tenha uma certa densidade de energia p(t) em um instante ¢, manifestada na forma de radiagao.
Depois de um intervalo At, a chama tera emitido uma energia Ae conforme a radiagdo de um corpo
negro, ou seja, proporcional a um fator de area e a um fator de temperatura a quarta, Acemizidaoa” 2.
A densidade de energia, portanto, segue Apemitidaoca .

At
Apemitida =A- 5
a

Determine o valor de A a partir do qual o universo estad em expansao acelerada, em fungao de p, a e G
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Dado: Equacao de Friedmann-Lemaitre em funcao da densidade de energia

_ 8nGp

H2
3

Solucgao: A variacao de densidade de energia deve considerar tanto a variagao de energia da radiacao
pré-existente quanto a energia emitida:

Para que a expansao seja acelerada, Ap > 0:

A- At Aa
5 >4p7
a a

At a

81Gp
A>4-p-a°-
>4-p-a 3

Grade de Correcao (15 pontos)

+ 2 considerar que pot,qqa"*

+ 1 considerar que Apemitida®a >

+ 1 esquematizar Ap = Apraqg + Apemitida -

+ 3 Fazer a aproximagcao binomial para Ap,.qq.
+ 2 condigao para expansao acelerada Ap > 0

+ 4 identificar que
Aa 1
=~ . \=H
(At a)

87tGp
A>4-p-d°-
>4-p-a’ -4l 3

+ 2 expressao final

4. Chicago (15 pontos)
Ualype mora na cidade de Chicago (¢ = 41°52' N, 85°40" O) e adora assistir ao nascer do Sol todos os
dias.

Estime a razao entre a duragao do nascer do Sol mais longo e do nascer do Sol mais curto que Ualype
pode observar ao longo do ano. Considere que o nascer do Sol comeca quando o primeiro ponto do disco
do Sol toca o horizonte e termina no instante em que todos os pontos do Sol deixam de tocar o horizonte.

Ignore a refragao atmosférica e fique & vontade para realizar aproximagoes coerentes.

Solugao:
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(a) A figura a seguir corresponde a uma representagao geométrica do problema.

B0

Horizonte

Trajetoria do movimento
diurno do Sol

O raio angular do disco do Sol na esfera celeste pode ser representado por 6. O nascer do
Sol comeca quando a altura do centro do Sol corresponde a —f, e termina quando o centro
do Sol atinge uma altura de 6.

A seguinte expressao relaciona a altura h, o &ngulo horario H, a declinagao do Sol § e a latitude

¢:

sen h = sen ¢ sen d + cos ¢ cos d cos H
Considerando o Sol na posi¢ao logo ap6s seu nascer, h = g e H = H,5. + AH, sendo AH a

variagao do angulo horario do Sol com respeito ao dngulo horario do nascimento do Sol (H,,s.),
obtém-se

sen O = sen ¢sen d + cos ¢ cos §(cos Hysc cos AH — sen Hy, s sen AH)

como f é muito pequeno, sen h ~ h. Como AH é muito pequeno, cosAH ~ lesen AH ~ AH

0o = sen¢gsend + cos ¢ cos §(cos Hyse — sen Hysc AH)

De forma semelhante, considerando o sol na posigdo logo antes de seu nascer, h = —f e
H = H,,. — AH, e obtém-se de forma semelhante

—0p = sen ¢sen d + cos ¢ cos §(cos Hyse + sen Hy, s AH)

subtraindo as duas equagoes obtidas e dividindo ambos os lados por 2,

0o = —cos¢cosdsen H, s AH.
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Além disso, a seguinte relacao é valida para o nascer do Sol e para o por do Sol:

cos Hys. = —tan¢tand

Utilizando a identidade fundamental da trigonometria e considerando que o Sol nasce a leste
do meridiano local e portanto o &ngulo horario nesse momento é negativo:

sen H = —4/1 — tan? ¢ tan? &

Dessa forma, é possivel obter a seguinte expressao:
0o = AH cos ¢ cos /1 — tan? ¢ tan? §

AH = bo

cos ¢ cos 94/1 — tan? ¢ tan® §

Sabendo que o tempo de ocaso sera At ~ 2AH /w (em que w corresponde a velocidade angular
do Sol no circulo do seu movimento diurno)

At — 20
wcos ¢ cos /1 — tan® ptan? §
26
At = ©

wcos pr/1 — sen? § — tan? psen? &

20

©
wcos py/1 — sec? ¢psen2 §

At =

Note que § = 0° corresponde ao menor valor possivel para o termo sen?§. Dessa forma, essa
declinagao resulta no maior valor possivel no denominador e consequentemente no nascer do
Sol mais curto. Da mesma forma, as declinagbes de § = +23°27’ correspondem ao maior valor
possivel para o termo sen? § dentro do intervalo das possiveis declinacoes do Sol. Nesse caso,
o denominador é o menor possivel e portanto o nascer do Sol é o mais longo nesse caso.

A razao entre a durag@ao do nascer do Sol mais longo e do nascer do Sol mais curto é a seguinte:

200
Atmam w cos gﬁ\/l—scc2 ¢ sen2 23°27/

Atrnin |: 200 ]

w cos ¢\/1—sec2 ¢ sen? 0°

At’rnaw . 1
Atmin  4/1 —sec? ¢sen? 23°27

=[1,183
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Grade de Corregao (15 pontos)

+ 2 considerar que o nascer do sol se inicia a h = —0 e termina em h = 0o
+ 1 relacdo sen h = sen ¢ sen § + cos ¢ cos d cos H

+ 1 substituir H = Hysc =+ AH e h = £0

+ 2 aproximagao de pequenos angulos para AH e 0o

+ 2 chegar na seguinte relacao, ou similar

0o = —cos¢cosdsen HyscAH.

+ 1 usar a relagao

cos H,s. = —tan¢tand

+ 1 transformar a relagao em

sen H = —4/1 — tan? ¢ tan? §

+ 1 duragao do nascer ¢ At ~ 2AH Jw
+ 2 chegar que 0 Aty se dd em § = 0 e que Aty se dd em § = £23°27

+ 1 relacdo final correta
Atmar 1

Atmin \/1 — sec? ¢ sen? 23°27’
+ 1 valor final correto, dentro do intervalo [1,15 ; 1,22]

Questoes Médias

. Fulano Fotometrias (20 pontos)

Uma certa estrela de magnitude bolométrica absoluta Mp,,1 = —1,45 e correcao bolométrica BCy =
—1,05 apresenta as seguintes magnitudes aparentes no sistema fotométrico UBV: B; = 7,11 e V; = 7,14.
Vocé sabe que ambas as magnitudes ja foram corrigidas pelo seu assistente, Carrit, para a extingao
atmosférica. Além disso, com base em sua classe espectral (B7V), vocé tem a informagio de que os
indices de cor intrinsecos dessa estrela tém os seguintes valores: (U—B)p1 = —0,46 ¢ (U—V)1 = —0,59.

Ao observar a sua estrela de estudo em um momento em que ela estad a uma altura de 82°, vocé nota a
existéncia de uma outra estrela na mesma direcao que a primeira. Vocé logo mede o brilho da estrela 2 e
obtém uma magnitude aparente Vo = 7,94. Por outro lado, Carrit, muito proativo, poe-se a trabalhar em
seu observatorio e logo volta trazendo uma surpreendente informagao sobre a nova estrela: ela apresenta
um espectro muito semelhante ao da estrela 1! Sabendo que a magnitude bolométrica absoluta da
segunda estrela é M, 2 = —1,21 e tendo posse de todas as outras informacoes, vocé da continuidade ao
seu estudo resolvendo as primeiras pendéncias da sua to-do list:

(a) (7 pontos) Determine as magnitudes aparentes intrinsecas (corrigidas para a extincdo interestelar)
Uo,1, Bo1 e Vp,1 da estrela 1.

(b) (5 pontos) Faga o trabalho de Carrit e corrija V5 para a extingdo atmosférica.

(c) (8 pontos) Determine a distancia a estrela 2, em pc.
Dados:

e Profundidade optica da atmosfera no zénite (filtro V): 7o = 0,13;
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e A poeira no espago entre a Terra e a estrela mais distante é uniformemente distribuida e possui
a mesma composi¢ao, portanto a extingao por distancia ay e a razao entre a extingao total e o
excesso de cor, Ay /Ep_y) = Ry = 3,1, valem para ambas as estrelas.

Dicas:

e Para pequenos valores de distancias zenitais, é possivel aproximar que a atmosfera é plana.

e Apos a luz da estrela passar por uma massa de ar de comprimento d, sua luminosidade é dada por
L= L()e_Td

Solugao:

(a) Em posse das informagoes do enunciado, é possivel calcular, de maneira bem direta, o indice
de cor (B — V)1 da estrela 1

(B-=V)1=711-714= (B—-V); =—0,03
assim como seu indice de cor intrinseco (B — V) 1:
(B=V)p1=U—=V)p1—(U—-DB)p1=-0,59—(-0,46) = (B—V)p1 = —0,13
Com isso, determinamos o excesso de cor E(p_y),:
Epg_vy, =(B=V)1 —(B—V)o1=-0,03—(-0,13) = Eg_y), =0,10
E, sabendo que Ry = 3,1, temos:
Ay1=RyEp_v) =3,1-01= Ay, =0,31

Com a extingao Ay,1, podemos entao calcular as magnitudes intrinsecas da estrela 1 nas bandas

V, UeB.
Vo1 =Vi— Ay = Vo1 =714 0,31
Vo1 = 6,83
Uoa=(U—-V)o1+Vo1=Uy1 =—0,59 + 6,83
Up1 = 6,24

By = (B—=V)o1+ Voq = Boa1 =—0,13+6,83

(b) Sendo z = 90° — 82° = 8° a distancia zenital da estrela no momento da observagao, a apro-
ximagao de atmosfera plana nos da, sendo Hy a massa de ar no zénite e H a massa de ar na
direcao de visada,

H = Hysecz

assim, sabendo da proporcionalidade

H —

Hy 1o

T = T Sec 2.
Assim, pela dica do enunciado, tomando d = H,
[ = [ e Tosecz
o

substituindo na equagao de Pogson,

‘/2 _ VvQ/ _ _27510g (e—Tsecz)
=V, =V, —257seczloge =V, = 7,80
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(c) Como as estrelas 1 e 2 estdo na mesma linha de visada e o espago entre elas tem distribuigao
de poeira uniforme, podemos usar a extingao por distancia para essa linha de visada, ay, para
calcular a distancia a estrela 2. Para calcularmos ay, devemos determinar primeiro a distancia
a estrela 1, uma vez que

Ava

dy

A magnitude absoluta da estrela 1 na banda V é My = My, — BCy = —0,4. Assim,
aplicando o moédulo de distancia para a estrela 1, temos:

AV71 = an1 = ay =

Vi — My, =5logd; — 5+ Ayy = dy = 10V~ Mva—Ava+9)/s

Ava 3
= AV = Sy AV TR 1,10 x 107 mag/pc
Sabendo que a magnitude absoluta dessa estrela no visivel é My o = My 2 — BCy = —0,16 —

é plausivel aplicar a mesma correcao bolométrica da estrela 1, pois as estrelas tém espectros
muito semelhantes, o que significa que a fragao de luz emitida fora da banda V é praticamente
igual para as duas estrelas —, podemos finalmente aplicar o médulo de disténcia para a estrela
2:

V2/ — ]\/IV,Q = 510g dg -5+ avdg

5 = 10(V£7]Wyg*(l\/d2+5)/5

dy ~ 331 pc

=d

Por iteragao, obtemos:

Grade de Corregao (20 pontos)

Item (a) (7 pontos)

+ 1 Calcular o indice de cor observado (B —V'); da estrela 1.
+ 2 Calcular o indice de cor intrinseco (B — V')g 1 da estrela 1.
+ 2 Calcular o excesso de cor E(p_y),da estrela 1.

+ 0.5 Calcular a extingao total Ay da estrela 1.

-+ 0.5 Valor correto de Vj ;.

+ 0.5 Valor correto de Uy .

+ 0.5 Valor correto de By ;.

Item (b) 5 pontos
+1H=H,secz

+ 1 TocH

+ 2 V) =Vy—257seczloge

+ 1 valor final correto V3 = 7,80

Item (c) 8 pontos

+ 1 entender que ay é igual para ambas as estrelas

+ 1 calcular My; pela corre¢ao bolométrica

+ 1.5 Calcular a distancia a estrela 1

+ 1 Calcular a extingao por distancia ay

+ 1 Calcular a magnitude absoluta da estrela 2 usando BC), .

+ 1 relacao isolada para iteragao da distancia & estrela 2.

+ 1.5 Valor correto da distancia a estrela 2, no intervalo [300; 360] pc.

6. Modelo de Comprimento de Mistura (20 pontos)
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Nessa questao, vamos estudar o Modelo de Comprimento de Mistura (em inglés, Mizing Length Theory,
MLT), que é uma teoria para modelar a conveccao estelar. Nesse modelo, considera-se que a convecgdo
se d4 pelo movimento de pacotes de matéria do interior estelar que possuem temperatura T” proxima a
temperatura ambiente 7" do meio em que estéd situada. Dessa forma, o pacote de fluido, que esta mais
quente que o meio, se desloca um comprimento para cima devido apenas & forca de empuxo, e apos
um deslocamento vertical | caracteristico, esse pacote se mistura com o meio externo. Nesse modelo,
considera-se que as constantes fisicas do problema sao aproximadamente constantes, uma vez que o
deslocamento [ é muito menor que os comprimentos caracteristicos da estrela.

Esse modelo, apesar de aproximado, é capaz de explicar a predominancia do transporte de calor por
radiacao ou conveccao em determinadas regioes da estrela

(a) (6 pontos) A constante Q representa como o material do meio varia de densidade com mudangas
pequenas de temperatura, e é definida como

T Ap
C="Lar

Expresse a aceleragao a do pacote de matéria de temperatura 7" envolto em um meio de temperatura
T utilizando a constante Q e a aceleragao da gravidade g no local de formagao desse pacote de
matéria.
Dica:

(I1+2)" ~1+nz quando |z] << 1

(b) (4 pontos) Nos casos de maior eficiéncia de convecgdo no MLT, a troca de calor entre o meio e o
pacote ao longo de sua subida é minima, de forma que o processo de subida pode ser considerado
adiabatico. Assim, com respeito, respectivamente, ao meio e ao pacote, define-se as constantes
e (', que representam as variagoes de temperatura ao longo da subida do pacote na atmosfera (na
diregao z), como

AT
="

AT’
).
Az adiabatico

Expresse como a diferenca (77 — T') varia conforme o tempo (#), em funcao da velocidade de
subida do pacote, v = %, e das constantes 3 e 3.

(¢) (6 pontos) Unindo as equagoes dos itens anteriores, é possivel chegar na seguinte expressao.
Determine a constante C.

Aa
Ao
onde
_Av oA
AT A

(d) (4 pontos) Para que haja convecgao, é esperado que o pacote de massa possa subir indefinidamente
(até que se atinja o comprimento ), sem ficar preso em um movimento oscilatorio. Determine os
valores de C' para que haja convecgao, em seguida, determine a relagao entre 5 e 5’ para isso ocorrer.

Solugao:
(a) A forca de empuxo, somada a forga peso é dada por

F=pVg—mg
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a aceleracao é dada entao por

Para transformar a relagdo que depende de p e p’ em uma que depende de T e T’, usamos a
constante A AT
P /
=————=Ap=— )
Q 7 AT p=—rQer
Sendo Ap e AT duas variagoes pequenas quaisquer de suas varidveis. Assim, tomando Ap =
p—p e AT =T —T', substituimos na equagao para aceleragao e obtemos

T -T

a=Q T

g

Sabendo também que T e T sao muito préoximos, podemos fazer que

T -T T T T -7\ "
(T ()

A ualtima passagem dada pela aproximacao binomial, visto que 7" ~ T = T/T’,T << 1. Assim,

T-T (. T-T\' _ | _T | T-T
A T T

Dessa forma, também é valido, e até mais 1util, que

T -T
T

a=Q g

(b) Queremos determinar
A(T' —1T)
At
Pelas definigoes apresentadas, temos que

_ _AC-T)
N v

multiplicando ambos os lados pela velocidade v = %

. AT-T)Az AT-T)
B Y . I

Assim chegamos em

A(T' - T)

(¢) Tomando a expressao final do item a, podemos fazer sua diferenga em respeito ao tempo,
chegando em

Ao Qg (T{-Tw T.-T,
At At T, T,
Aa Qg (T,
Ty

At T,At

(T -1) - (1 1)
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Aproximando T,/T; ~ 1, temos

Ao _ QA 1)
At T At

Substituindo a equagdo final do item b), temos

Aa Qg ,,
A 77T(ﬂ — Bv
e portanto
Qg
C=—-—=(p -0

(d) Analisando a equagdo do item anterior, percebemos que esta possui carater de um MHS para v,
caso C' < 0. Dessa forma, como pelo MLT é necessario que o pacote possa subir indefinidamente
até se atingir o comprimento de mistura [, o movimento nao pode ser um MHS. De fato,
se C' > 0, isso n@o ocorrera, e assim havera conveccdo (e ainda a fungdo v(t) tera carater
exponencial). Ademais, sabendo que g > 0 e @ > 0 (uma vez que Ap/AT < 0 para gases),

chegamos que a tnica forma de C > 0ése (5 —f) <0 = .
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Grade de Corregao (20 pontos)

Item a) (6 pontos):
+ 2 For¢a de empuxo + peso corretas (passivel de ponto parcial)
+ 1 Relagao para aceleracao
+ 2 Relagao de proporcionalidade entre Ap e AT
+ 1 Expressao final correta
T -T

a=Q T

g

ou

T -T

a=Q T

g

Item b) (4 pontos):

+ 1 Usar a definigao de 3 e 3’

+ 2 Perceber que A(T —T")/At =v-A(T —T")/Az
+ 1 Expressao final correta

Item c) (6 pontos):

+ 3 relagao de
Aa Qg A(T'-T)

At T At
ou
Aa  QgA(T'-T)
At T At
+ 2 substituir —v(8’ — )
+ 1 Resultado final correto,
Qg

ou

_ 994
c--2F -9

Item d) (4 pontos):

+ 2 Justificar de forma plausivel que C > 0, tanto por identificagdo do MHS, por logica de

crescimento exponencial ou qualquer outro raciocinio l6gico. (caso o candidato chegue que

C > 0 sem justificativa plausivel, nao é passivel atribui¢ao de pontuagao parcial.

+ 1 Justificar que @ > 0

+ 1 Chegar que 8’ < 8

Observagao: Apesar do gabarito tratar todas as diferencas das variaveis como finitas, raci-
AX _ dX

ocinios coerentes que utilizem que X3 = 75, e assim utilizando as propriedades correspon-

dentes do calculo diferencial, devem ser aceitas.

7. Poeira no Alto Espago (25 pontos)
Hemeétrio est4 em uma aventura no espago! Em um sistema bem distante permeado por poeira, ele
descreve uma orbita circular de raio R em torno do buraco negro pLO-11 de massa M e de raio bem
pequeno. Repentinamente, sua tecnologia d4 uma pane e um estouro faz com que a nave se distancie
ligeiramente do buraco negro. Hemétrio percebe que a nave comeca a fazer um Movimento Harmonico
Simples na diregao radial (tomando pLO-11 como origem). Qual é o periodo desse movimento, sabendo
que a poeira remanescente da formagao do sistema tem densidade p? A imagem é apenas ilustrativa.

Dica 1: Use a aproximagao binomial para |a| « 1, (1 + @) = 1 + na.

Dica 2: Suponha uma massa pontual m girando em torno de um ponto P com velocidade angular w e
distancia . Ao ir para o referencial girante da massa, surge uma forca mrw? na mesma direcao e sentido
do vetor que vai de P para m.
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‘ ./APoeira

Solucgao: Seja r a distancia da espagonave ao centro do planeta em um instante qualquer. pLO-11
sentird uma forca gravitacional equivalente & feita pelo planeta e pela poeira que esta dentro da
superficie gaussiana (imaginaria) esférica de raio r. Sabemos que toda camada esférica de poeira
com raio maior do que r nao fara forga resultante. Uma vez queSO raio do buraco negro é pequeno,
47 pr

a massa de poeira que faz forca resultante serd Mpoeirq = . Logo, podemos calcular a forca

gravitacional como:

F _ 7Gm(M + Mpoeira)
r2
3
Gm (M + Ampr )
3
F=— 3
GmM  4AmpGmr
F=— —
r? 3

Onde o sinal de menos é apenas para dizer que a forga é para dentro. Uma vez que a nave se
distanciou apenas um pouco do buraco negro, é licito utilizar o fato de que r = R + x sempre, onde
|z] « R. Dai:
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GmM  4rpGm(R + z)

F=_
(R+ x)? 3
Fe_ GmM  4dxpGm(R + z)
Cr(1s2) i
(+5)
GmM 2\ °  4rpGm(R + z)
el A I o LA S L)
R ( * R) 3
F__GmM 1_27:3 _ AmpGm(R + )
R R 3
_ GmM  AmpGmR 2GmM  4mpGm
F=rmp 3 +x< RS 3)

Perceba que F, que esta na direcdo radial, sera a soma da forca centripeta —mrw? (que esta para

A [ Ar
dentro) com a componente que faz o raio da orbita variar ma, onde a = AL (At) e At é bem
pequeno. O mesmo resultado é alcancado ao olharmos para o referencial nao-inercial de Hemétrio,
onde teriamos a centrifuga mrw?. Aplicando a Segunda Lei de Newton no referencial inercial de

pLO-11:

B o GmM  4mpGmR N 2GmM  AmpGm
ma — mrw” = 7B 3 o\ s 3
GM  4mpGR 2GM  4mpG
2
a—(R+z)w =~ m "3 <R3 -3 >

G(3M + 4mpR3)
3R

Perceba que nao sabemos quem é w. No inicio, a velocidade era vy = \/ . Logo, a

GM N 47pG
R3 3
forga resultante é radial e ndao hé torque, podemos facilmente achar wy:

velocidade angular era wy = . Usando a conservacao do momento angular, ja que a

L = mwr?

L =mR*wy = m(R + z)*w

—4
2 _2(q x
w w0<+R
GM  4npG 2\
2
= (== 14+ =
? (33* 3 )(*3)
GM  4npG 4z
2 _ _
2= (T 0-%)

Substituindo o w? na expressdo que encontramos a partir da Segunda Lei de Newton, temos:

M 4 4 M 4 2GM 4
a—(R—I—:C)(G N WpG)(l_a,‘)_G B 7rpGR+x( GM 7rpG>

R3 3 R R2 3 R3 3
GM  AnpG 422 GM  4mnpGR 2GM  AmwpG
— | = R—-3r—— ) =— — —
¢ (R3+ 3 )( v R) R? 3 ”( R 3
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Uma vez que = é pequeno em comparacdo com R, podemos desprezar o termo com 2.

0t 3a GM N dmpG\ _ (2GM  AmpG
R3 3 ) "\ B3 3
GM  167pG
O que é justamente a equacao de um MHS: @ = —w?x. Dai:
T2
w
T 21

GM N 16mpG
R3 3

Grade de Corregao (25 pontos)

+ 2 Encontrar a expressao para a forga gravitacional F(r)

+ 2 Aplicar r = R+, com |z| « R

+ 3 Substituir 7 = R+ z na expressdo de F'(r) e utilizar a aproximagao binomial para chegar
em uma forca na forma linear ax + b corretamente

+ 2 Chegar em F = ma — mrw?

GM  AmpG

RT3

+ 5 Aplicar a conservagao do momento angular e aproximagao binomial, chegando em uma
expressao linear para w

+ 5 Substituir w na equacio F = ma — mrw?, desprezando termos com z em ordem maior
que 1 para chegar em F' = —kx

+ 4 Perceber que wy =

2
GM N 167pG
R3 3

+ 2 Encontrar o perfodo T' =

8. Jan e o Caminho de Leite (40 pontos)

Ao longo de mais ou menos oito décadas, diversos astronomos se dedicam ao estudo das caracteristicas
de nossa propria galaxia. Em especial, a determinacao da massa da Via Léactea, que foi um problema que
trouxe reflexoes a respeito de sua morfologia e composi¢ao, impulsionando pesquisas em nossa vizinhanca
cosmica. Em 1927, o astronomo Jan Oort foi o pioneiro na formulacao de um modelo para descrigao
da dindmica galatica, provando nao apenas que nossa galaxia rotaciona, mas que seu movimento é
diferencial, ou seja, analogo ao de um fluido rotacionando.

Ao longo desta questao, iremos explorar de maneira intuitiva e divertida algumas ideias por tras do
trabalho de Oort. Para isso, iremos considerar que as camadas paralelas ao plano da Via Léactea estao
em equilibrio hidrostatico e que o Sol e sua vizinhanga (d « 7o) estdo em oOrbita circular em torno do
centro galatico.
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Sol

f‘o trela

CcG

Figura 2: Esquematizacao fora de escala da geometria proposta.

(10 pontos) Escreva a velocidade relativa de uma estrela qualquer da vizinhanga solar em relagao
ao Sol (componentes radial, v,.qq € tangencial vy, ), em fungao da velocidade angular da estrela (w)
e do Sol (wp), das distancias do Sol (rg) e ao centro galatico (CG), da estrela ao Sol e da longitude
galatica da estrela (1).

Agora, vamos determinar as constantes de Oort A e B, relacionadas & velocidade radial e tangencial
da estrela observada no referencial do Sol, respectivamente. Dessa forma, considere pequenas
variagoes na distancia da estrela ao centro galatico, Ar, e que a velocidade angular das estrelas da
vizinhanca solar varie linearmente com r em em torno dos parametros solares (ro,wp) até (r,w),
onde wy é a velocidade angular do Sol em relagao ao CG.

I. (5 pontos) Mostre que a velocidade radial da estrela em rela¢ao ao Sol pode ser escrita como
v, = Adsin 2] e, a partir disso, determine A.

II. (5 pontos) Mostre que a velocidade tangencial em relagdo ao Sol pode ser escrita como vy =
v, cot 21 + Bd e, a partir disso, determine B.

(10 pontos) Com o modelo desenvolvido até aqui, mostre que:

1 /vy Aw 1 /vy Av
A==-|——-— B=—|—+4—
2 (ro Ar) ¢ 2 (ro * Ar
(5 pontos) Com base nas ideias trabalhadas, responda verdadeiro (V) ou falso (F) para as sentencas
abaixo. Justifique.
I. A e B podem ser definidos em qualquer estrela da galaxia.
II. A descreve um efeito de vorticidade, enquanto B descreve o cisalhamento no disco galatico nas
proximidades do Sol.
III. As constantes de Oort podem ser trabalhadas com diferentes modelos orbitais de gases e estrelas
em torno do CG.
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IV. O método desenvolvido até aqui pode definir globalmente as constantes de Oort dada uma
estrela de referéncia.

V. Os efeitos de bracos espirais e barras da galaxia sao desprezados ao nao assumirmos um poten-
cial gravitacional axissimétrico.

(e) (5 pontos) O desenvolvimento cauteloso do modelo de Oort nos permite encontrar a densidade
do disco galatico. Contudo, regimentos hierarquicos levam esse importantissimo desenvolvimento
para fora do nosso escopo. Entao, escreva a densidade do disco galatico e as constantes de Oort em
funcao da velocidade angular do Sol wy. Para isso, considere o resultado encontrado por Jan Oort:

A? - B?
PO~ oG

Solugao:

Prova Teérica P2 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 38



Pagina 22

(a) Inicialmente, atente-se para geometria da situagdo proposta.

VR

Figura 3: Diagrama do Sol e uma estrela de sua vizinhanga em orbitas circulares em torno do centro
galatico.

De imediato, podemos escrever a velocidade em termos das componentes em relagao a linha
de visada do Sol, que é paralela & distancia Sol - Estrela.

U = vg — Vg

U= (vEr — Vo) + (VE0 — v0,0)0
7= (vgcosf —vgsinl)i + (vgsinf — vgcosl)f 1

Para eliminar o angulo entre a linha de visada e v, basta aplicarmos a lei dos senos e obser-

varmos o tridngulo formado entre o pé da projecao do CG no campo de visao, a Estrela e o
Sol.

sin(%—!—@) :inl

To r
rsinf = rgcosl —d

Scosf = Cginl I
'

rocosl —d I

..sinf =
r

Substituindo II e IIT na expressao I e escrevendo em termos de w, wy, 7, 79 € L.
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<y

r rocosl —d A
= vE—Osinl fvosinl)er (UEO vocosl) 0
r r

= (wrosinl — worgsin )7 + [w(rg cosl — d) — worg cos ] 0

<y

ST = [(w — wo)rosinl]# + [(w — wo)rocosl —wd]§ TV

(b) I. Com a expressao obtida no item anterior (IV), temos:
vp = (W — wp)rgsinl.

Usando o fato de w ser linear e que nas vizinhangas solares d « ryg.

A
w—woz—w(T—ro)

Ar

r—rg~—dcosl (d«rg) V

A
w—wy = ——At:dcosl
1 Aw .
vy = —§ET0dSID 21 VI
. . 1 Aw
De imediato, A = “3Ar ro VIL

Coup = Adsin2]  Q.E.D.

II. Com a expressao obtida no item anterior (V), temos:
vg = (w— wp)rgcosl —wd

Usando o fato de w ser linear e que nas vizinhangas solares d < r¢, aplicamos os mesmos
resultados para velocidade radial.

A
vg = —A—Q:jrodcosQ(l) —wd

Aw 1 + cos(2l
Vg = 7A7Tr0d <2()> —wd

1 Aw 1 Aw
vy = —§ET0dCOb(21) - <2Arr0d + w) d

1A
De imediato, B = — [ = ~%rg +w |  VIIL
2 Ar

.. vg = Adcos(2l) + Bd Q.E.D

(c) Para obtermos A e B em fun¢do de Av, podemos olhar para o modelo linear,

Aw ( )
W—wWy=——"r—mrT
Ar ’
/ U/
e notar que w' = —.
r
. . . R ~ v
Sendo assim, vamos manipular o coeficiente angular para escrevé-lo em fungao de N Vo € Tg-
r

v Vo

Aw _r 1o

Ar r—ro
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Considerando que v = vg + Av e r = rg + Ar, temos:

v+ Av g

& ro +Ar 1o
Ar ro + Ar — 1o

& roAv — v Ar
Ar r3Ar + roAr?

Como Ar é muito pequeno, desprezamos o termo de segunda ordem.

Aw  roAv — vgAr

Ar r¢Ar

Aw 1 Av g
S e B ¢
Ar  roAr 13

Substituindo IX em VIII e VII.

Lembre que w = —(r — rg) + wy, logo:
__(lAw
- ZATTO v
1 Aw Aw
BzfiA—rrofwo—(rfro)A—r
g llw - Aw
_QA’I“TO o TA’I“

1 Aw
B= (27"0_7")&1_&}0

1 o 1 Av
B=(—2rg—Ar) (=24 120 _
( 9" T)( r§+roAr> wo

lvg 1Av  vgAr —rgAv

B=--20__-="_
2rg 2 Ar ré
p__lvw 1Av v (Av Ar
 2r9g 2Ar ro \ w r

O . Av T .
Como as variagoes sao muito pequenas, — « 1 e — « 1, possibilitando chegar ao resultado
v r

desejado.

2 \rg Ar 2 \rg Ar

~,A_1<UO_AU> . B__l(“’+m’> QED

(d) 1. Falso. Pois ambas as constantes foram definidas para estrelas no disco galatico.
I1. Falso. O efeito é contrario, B descreve a vorticidade e A o cisalhamento do disco.

ITI. Verdadeiro. O modelo desenvolvido por Oort é puramente cinético, ou seja, nao assume
nada a respeito da forma dindmica de obter v. Além disso, no modelo desenvolvido na
questao, outros modelos orbitais também podem ser descritos, pois os pontos da orbita

podem ser tratados por érbitas virtuais circulares.
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IV. Falso. O modelo de Oort se apoia em uma descrigao local da galaxia.

V. Verdadeiro. Pois considerar uma distribuicdo de massa nao homogénea que satisfaca tal
condi¢ao demandaria uma maior quantidade de vinculos ao nosso problema.

(e) Para encontrar a densidade p no modelo descrito, comegamos determinando A e B para orbitas

circulares em torno de CG.
g Lfvo Av
2 \rg Ar

Pelo item c,
1 /v, Av
B=_= =
2 (7"0 + AT)

Av .~
Vamos calcular A e condig¢ao proposta.
r

GM¢
v =
r
\/GMG B \/GMG
& _ T 70
Ar r—To

Av _ (Vro— Vr)VGMg
Ar (r —r0)\/Tor

B (- VG
Ar = Vi~ VWi + Viior
Av GMg
Ar (Vo +/r)y/ror
Av GMg

Ar (Vo + V/ro + Ar)y/To(ro + Ar)

Eliminando os termos muito pequenos, ou seja, que multiplicam Ar.

Av _ VGMg

Ar 2r94/To
Av 1o

Jo—=—-— XI
Ar 2T0

Substituindo nas expressoes para A e B,

1 /vy Av 3 v
A=-|——-—|=-— XII
2 <r0 Ar) 4rg
1 /vg Av 1 vg
B=—|—4—]=—-— XIIIL
2 <r0 * Ar) 4o
Substituindo na expressao fornecida para a densidade de matéria da galaxia,

A2 -B%? W

po = oG 4nG
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Grade de Corregao (40 pontos)

Item a) (10 pontos):

+ 3 desenho da geometria do problema

+ 1 vpqq = Vg cosf — v sinl

+ 1 V4gn = Vg Sinf — vg cosl N

+ 1 geometria para chegar em cosf = %0 sinl
+ 1 geometria para chegar em sinf = W

v—0
o

,
+ 1 desenvolvimento matemético, fazendo as substituigoes w = 7 e w =
+ 1 expressao final correta g = (W — wp)rgsinl

+ 1 expressao final correta vy, = (w — wp)ro cosl — wd

Item b) (10 pontos):

w
+ 3 usar a relagdo w —wg = 5—(7" — 1)
r

+ 3 usar a relagao r — rg & —dcosl para d < 7g
+ 1 relagao de angulo duplo para seno
+ 1 relagao de angulo duplo para cotangente

1Aw
1 ch A=———
+ 1 chegar em 2?27‘0
w
+ 1 chegar em B = — (ZATTOJFW)

item c) (10 pontos):

w ~
+ 2 Expressar — em fungao de r, g, v e vg

+ 2 considerar 37": vo+ Aver=ry+ Ar, com |Av| < v e |Ar| <7y

5 ch q0 2w _ LAV v
+ 2 chegar na expressao Ar " roAr 12

. - Av Ar

+ 2 aproximagoes de que — < le — « 1
+ 1 desenvolvimento matergético coe;ente para chegar na expressao de A.
+ 1 desenvolvimento matemaético coerente para chegar na expressao de B.
item d) (5 pontos)
+ 1 afirmagao I dita como falsa, com justificativa plausivel
+ 1 afirmacao II dita como falsa, com justificativa plausivel
+ 1 afirmagao III dita como verdadeira, com justificativa plausivel
+ 1 afirmagao IV dita como falsa, com justificativa plausivel
+ 1 afirmagao V dita como verdadeira, com justificativa plausivel
item e) (5 pontos)

+ 0.5 expressar a velocidade da estrela como v = 4/ GMg

T

. v
+ 1 adotar r = rg + Ar para determinar —

Ar
+ 1 desenvolvimento algébrico e desprezar termos muito pequenos
+ 1 ch v _ 1w
chegar em — = ——
g AT’ 2 T0
3wv
+ 0.5 chegar em A = 220
4 To
1o
+ 0.5 chegar em B = - —>
4 To
w2
+ 0.5 substituir na expressao fornecida e determinar py = 1 OG
T
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Questoes Longas

9. Davi e a Pipa Magica (70 pontos)

Davi estd amando seu tempo no curso de fisica da USP (¢p = 23,5614° S, A\p = 46,7308° O), prin-
cipalmente as aulas de mecénica newtoniana. Andando perto do Conjunto Residencial da USP, Davi
encontrou Gohu, que estava tentando vender uma suposta pipa magica, estranhamente grande e pe-
sada, capaz de fazer um movimento perpétuo que nao é afetado por forgas externas. Obviamente,
Davi nao acreditou em Gohu, mas propds um experimento para garantir que a pipa mégica é uma
farsa (ou falhar miseravelmente). Para isso, contou com seus amigos Jurgdo, que estd em Sdo José
dos Campos (p; = 23,1688° 5, A\; = 45,0711° O), e Odraude, que estd na Unicamp (po = 22,8184° S,
Ao = 47,0647° O). Ambos estdo em seus quartos, a uma altura h = 500 m do solo. Para esta questdo,
considere:

i) A terra é esférica (ndo plana), mas nao gira;
ii) Todos os personagens conseguem enxergar a pipa e medir sua posi¢do a todo instante;

iii) Para um observador na Terra, o azimute do ponto cardeal norte ¢ A = 0° e cresce no sentido leste.

Parte A - Modelagem Matematica Ideal

Suponha que, a partir da posi¢do de Gohu e Davi, a pipa méagica parta com uma velocidade constante
v = 25m/s e altura constante h = 500 m em relagdo ao solo, tendo destino final nas mesmas coordenadas
do quarto de Odraude. Para chegar 14, a pipa deve fazer a sucessao de dois movimentos:

i) Chegar no arco de circulo maior que liga Odraude e Jurgdo no menor tempo possivel ¢ = t1;

ii) Se dirigir para onde Jurgao esta.
Sabendo disso:

a) (15 pontos) Encontre o valor de ¢; em minutos.

b) (10 pontos)Encontre uma expressao que diga como Jurgao supostamente enxergard o azimute da
pipa (em fun¢do apenas do tempo t), para ¢ > t1.

¢) (20 pontos) Encontre uma expressao que diga como Jurgao supostamente enxergard o azimute da
pipa (em fun¢do apenas do tempo t), para ¢ < 1.

Parte B - Encarando a Realidade

Seja m o plano que contém o circulo maior em que estdo Odraude e Jurgdo e a o plano que contém a
trajetoria que a pipa faria idealmente enquanto ¢t < t1.

Quando o experimento foi iniciado, Davi escutou o barulho de motores, percebendo que a suposta pipa
é, na verdade, um drone! Usando suas turbinas, o drone-pipa subiu para a altura h = 500m. Ainda
assim, logo quando comegou a se mover com sua velocidade de modulo constante v = 25m/s na diregéo
prevista (sempre no plano « e perpendicular & vertical do drone), o drone-pipa comegou a também ir
para o lado por causa de um vento repentino!

Ele estava sendo empurrado pelo vento com uma forca de modulo constante. Esta forca sempre estéa
paralela ao plano 7 e perpendicular a vertical do drone-pipa. Vale notar que ele manteve seu movimento
com altura constante. Com a agao do vento, a pipa foi parar onde Odraude estava!

Na imagem abaixo, O representa Odraude, J representa Jurgao, D representa a posi¢ao de Davi, onde o
drone-pipa inicia seu movimento. O circulo méximo pontilhado representa a trajetoria que o drone-pipa
faria em t < t; e a curva que liga D & O (que ndo é, necessariamente, um arco de circulo maximo) é a
trajetoria real do drone-pipa. Perceba a velocidade inicial v = 25m/s e a forca F' do vento.
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d) (25 pontos) Expresse como Jurgdo aproximadamente enxergou o azimute da pipa em fungdo
apenas do tempo t.
Dica: Se necessario, desenhe um diagrama de corpo livre para o drone-pipa, utilizando tridngulos
esféricos para descrever a direcao e sentido das forcas.

Solugao:

a) Sejam O, D, J, P e PN pontos que representem, respectivamente, as posigdes de Odraude,
Davi, Jurgao, da pipa quando t = t; e o Polo Norte. Dai, pode-se representar:

D

Perceba que « é a distancia angular que a pipa devera percorrer, com raio R+ h, em que R é o
raio da Terra. Pode-se prosseguir para encontrar-se as distancias angulares x, y e z aplicando
a lei dos cossenos no triangulo esférico que liga o polo norte e os respectivos pares de pontos.
Por exemplo:
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PN

90° + |04
90° + |pol

Com isso:

cosz = sin |po|sin |p | + cos|po|cos|ps|cos(Ao — Aj)
cosy = sin |p,[sin|ppl + cos @] cos [pp|cos(As — Ap)
cos z = sin |pp|sin |po| + cos |¢p]| cos|pol cos(Ap — Ao)

z = 1,8683°
y = 1,5734°
z = 0,8039°

Logo, observando a figura 1, pode-se calcular # com a lei dos cossenos:

COS Y = COs x cos 2 + sin x sin z cos 0
COS Y — COS & COS Z

cosf = - -
sin x sin z

0 = 56,429°

Por fim, aplicando a lei dos senos no triangulo esférico que liga O, D e o ponto em que a pipa
estara quando t = 1, tem-se:

sinz  sina
sin90°  sin@
a = 0,6698° = 0,0117rad
Dai, fica claro como calcular t1:
(R+ h)a
t = —
v

‘ t1 ~ 49,8 minutos ‘

b) Perceba que, naturalmente, o azimute da pipa serd constante para Odraude, sendo A = Ap.
Isso porque, quando t > t1, a pipa se movera num arco de circunferéncia que tem como ponto
final a propria localizagao de Odraude. O tridngulo abaixo evidencia isto bem:
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A partir disto, basta aplicar uma lei dos senos:

_Sin|/\0 —AJ|

sin Ag = cos 7]

sinx

Ay = 280,42°

¢) Suponha que a pipa esteja em um ponto qualquer de sua trajetéria que tenha uma distancia
angular # em relacao a D, a posicao de Davi e Gohu. Nesse instante, o azimute da pipa
observado por Odraude serd da forma A = Ap + AA, em que AA aparece na geometria
abaixo:

D

Aplicando uma lei dos quatro elementos no tridngulo PDO:

cot asiny = cot 6sin 90° + cos v cos 90°
cot asiny = cot 6
~v = 0,4446°
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Além disso, perceba que:

vt
A= R+h
£=2392-1076.¢

Aplicando uma segunda lei dos quatro elementos no tridngulo que tem por vértices J, P e a
pipa:

cot(a — B) sin(z — v) = cot AAsin90° + cos(z — ) cos 90°
cot AA = cot(a — ) sin(z — )
3,92-107%-¢. 180°>)

™

AA = tan™! (40,25tan <0,6698° —

A =280,42° — tan~" (40,25 tan (0,6698° — 2,246 - 10~* - t))

d) Enxergue o plano que contém a trajetéria ideal da pipa como sendo o plano «. Pela descrigao
da forca do vento no enunciado, podemos enxergar o movimento da pipa como sendo a com-
posi¢ao de um movimento circular uniforme de raio R + h em « e de um movimento circular
uniformemente variado de mesmo raio no plano m perpendicular a a que contém o arco que
liga Odraude ao Jurgao. Dai, fica claro entao que, para que a pipa chegue em Odraude no
mesmo tempo t1, sendo ¢ a aceleracdo angular constante no movimento em 7:

_
2
2
-4
tl
5 =9,959-1078 o/s?

Vejamos, entao, a pipa representada pelo ponto p em um tempo ¢ qualquer:

O

D

Aplicando a Lei dos Quatro Elementos:
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¢ 6t? 5t?
cot (a — Rih) sin (J: — 7+ 2) = cot AAsin90° + cos 90° cos (:c —v+ )

2
tan (a — szf h>
AA = tan~!

, ( 5t2>
S l‘—’}/'i‘?

tan (0,6698° — 2,248° - 107 ¢)
sin (1,4237° + 4,9795° - 108 ¢2)

Substituindo os valores numéricos:

AA = tan™! (

sin (1,4237° + 4,9795° - 10—8¢2)

A =280,42° — ¢ —1(““1 (07669802,248°~104t)>
= ) — tan

Grade de Correcao
G

Item (a) 15 pontos
+ 3.6 Argumentar que, como t; deve ser minimo, « deve ser minimo e o Angulo no vértice P
do triangulo OPD deve ser reto.

+ 1.2 Encontrar x = 1,8683°

+ 1.2 Encontrar y = 1,5734°

+ 1.2 Encontrar z = 0,8039°

+ 1.8 Aplicar Lei dos Cossenos para encontrar 6

+ 1.2 Encontrar 6 = 56,429°

+ 1.8 Aplicar Lei dos Senos para encontrar «

+ 1.2 Encontrar a = 0,6698°

+ 1.8 Encontrar ¢ = 49,8 minutos

Item (b) 10 pontos
+ 5 Desenhar o tridngulo esférico correto que contenha A

+ 2.5 Aplicar Lei dos Senos

+ 2.5 Encontrar Ag = 280,42°

Item (c) 20 pontos
+ 8 Fazer um desenho esquemético que contenha todos os elementos necessarios: AA, 3, v
+ 3 Aplicar Lei dos Quatro Elementos para achar -y

+ 2 Encontrar v = 0,4446°

+ 1 Encontrar 3 = 3,92-1076 - ¢

+ 6 Derivar expressao para AA usando Lei dos Quatro Elementos

Item (d) 25 pontos
+ 6 Enxergar a composicao de um MCU no plano o e um MCUV no plano 7

+ 3 Encontrar a aceleragao angular § = 9,959 - 10~ 0/s?

+ 6 Fazer um desenho completo da situacao

+ 5 Aplicar Lei dos Quatro Elementos para encontrar AA

+ 5 Derivar expressao para A

10. Ruido Misterioso (80 pontos)

As Ejegoes de Massa Coronal (EMC) sao grandes erupgoes de plasma ocasionadas por alteragoes e per-
turbagoes locais no campo magnético coronal, caracterizadas pela ejecao de gases da coroa solar em
altissimas temperaturas. Quando essa matéria expelida se espalha pelo Sistema Solar, ela é chamada
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de tempestade solar. Esse evento representa uma grande preocupacao para nés, pois sua interagao com
o campo magnético terrestre pode ocasionar intensas tempestades geomagnéticas, o que seria extrema-
mente prejudicial aos sistemas de comunicagao e distribuicao elétrica.

Visando prever esses eventos, a Heliofisica dispoe de diversos métodos de observagao solar para prever
a possibilidade de ocorréncia de uma tempestade geomagnética. Dentre eles, temos a observagao direta
com sondas, como o STEREO A (Solar TErrestrial RElations Observatory), acoplado com diversos tipos
de detectores CCD. Observe abaixo um registro de frames de uma EMC feito pelo detector da STEREO
A.

Figura 4: Frames de uma EMC registrada pela STEREO A no dia 1 de setembro de 2014. Partindo da
esquerda, temos um frame do inicio da EMC, um obtido uma 1 hora depois e outro de 6 horas depois. No
decorrer do tempo, a imagem comega a ser preenchida por granulos brancos, indicando regices de pixeis
saturados.

Dados: m,o = 134.98 MeV /c? e m,, = 938,27 MeV /c?

(a)
(b)

2 2
Amam = arccos < Py )

2,192
cmp

(5 pontos) Explique sucintamente por que os pixeis estd granulando com pixeis saturados e qual
o tipo de particula predominantemente responsével por esse efeito.

(10 pontos) Em meio a tempestade de particulas ejetadas, diversas interagoes entre particulas
ocorrem. Dentre elas, uma interagao muito interessante, observada por um referencial inercial, é
a de um proton de alta energia com um préton em repouso, criando um méson 7° entre outras
particulas, por interacdo nuclear forte. Suponha que o 7° segue na mesma direcdo da velocidade
inicial do proton e que a quantidade de particulas gerada é a minima suficiente para obedecer as
condicoes de contorno e as leis fisicas que envolvem o problema.

p+p—?+a°

Escreva a interagao completa e a esquematize.

(25 pontos) Por mais que nao seja uma particula fundamental, o méson 7% é extremamente

importante para a fisica, em estudos como quebras espontineas de simetria, simetrias isospin,
decaimentos anomalos e outras coisas divertidissimas. Sendo assim, vamos supor que a STEREO
A fosse equipada com um detector na faixa dos raios v de altas energias. Suponha a ocorréncia de
um decaimento anémalo no qual um méson 7y gera dois f6tons de mesma frequéncia, m9 — v + 7,
conhecido por anomalia de Adler-Bell-Jackiw. Determine a velocidade v o do pion em funcao da
frequéncia v dos fétons em seu referencial, além de constantes fisicas. Para isso suponha que os
fotons sao detectados radialmente e, portanto, apenas efeitos relativisticos radiais precisam ser
considerados.
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(d) (25 pontos) A compreensdo da natureza fundamental da matéria depende fortemente dos estudos
em torno das interagbes entre particulas. Para a compreensao desses fendomenos em laboratoério,
feixes de particulas sao acelerados em velocidade préximas da velocidade para gerar colisoes seme-
lhantes as que ocorrem no espago. Sendo assim, determine a velocidade do préton do item anterior
em termos da velocidade da luz ¢, do momento do pion pro, da amplitude de espalhamento A
(angulo de abertura das particulas geradas), da frequéncia da radiagdo detectada v e de constantes
fundamentais.

(e) (15 pontos) Mostre que a amplitude de espalhamento maxima A,,,, da colisdo é dada pelo resul-
tado abaixo e encontre a velocidade limite do 7° associada a esse valor.

2 2
Amam = arccos < Do >

T 22
comsy

Solugao:

(a) Observando as imagens, é perceptivel o aumento de pontos de saturagao, causando um efeito
de granulagdo na imagem. Esse efeito, conhecido por "tempestade de neve", é causado pela
incidéncia de particulas de altas energias, em especial prétons, no detector da sonda. Essa
tempestade satura as regioes de incidéncia no plano de leitura, porque os detectores nao foram
calibrados para deteccoes de tamanha energia.

(b) Observe que o préton é um barion carregado, enquanto o 7 é um méson neutro. Logo,

utilizaremos as leis de conservagao ligadas aos ntumeros quénticos de bérion, carga elétrica e
spin.

Particula | Carga Elétrica | Numero Bariénico | Spin
P +1 +1 z
70 0 0 0

Entao, perceba que o conjunto de particulas deve ter carga elétrica +2 e niimero baridonico
+2. Sendo assim, ao menos dois barions devem ser formados. Se cada barion tiver carga +1 e
se a geometria do problema for adequada para conservacao de energia e momento, entao duas
particulas serd o nimero minimo. Nessa situagao, as demais particulas sao dois protons.

p+p—p+p+m°

Diante do exposto e as informagoes do enunciado, podemos esquematizar a colisao.

Curiosidade: a rigor, outras particulas podem satisfazer a condicao, ja que nao foi predefinida
a energia do proton em movimento. Conservando diretamente os nimeros quanticos, vemos
que os pares LT + X, T + ZF ou 2 4 ET, por exemplo, sao possibilidades. Contudo, esses
decaimentos estranhos sao pouco provéaveis ou proibidos por efeitos mais complexos da QCD.

(¢) Vamos escrever a conservagao da energia depois do decaimento, fazendo ¢ = 1. No referencial
do pion, essa equacao se torna:
2E, = myo

Essa equagao é valida no referencial do pion. Note que a energia do féton utilizada na equagao
de conservagao no referencial do pion precisa ser transformada no referencial do detector. Logo,
com F sendo a energia no referencial do detector e E’ no referencial do pion:
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2]l

E"|  |7E(l —vg0) @)
E'| " |vE(l —vyo)
Esse resultado poderia ter sido invocado diretamente pelo efeito Doppler, mas por boa pratica,

apresentamos a demonstragdo. Entdao, E' = yFE(1 — vo). Manipulando esse resultado e
substituindo na equacao de conservagao.

E, = —"_F,

Entao:

1+ v,0 2hv
(2hv)? —m2,
Vp0 =
(2hv)% + m2,

(d) Para escrevermos a velocidade do proton em fungdo da frequéncia da radiagdo detectada,
usaremos a conservagao da energia. Pela conservagao da energia, derivada do 4-vetor momento-
energia:

Ej = E3
2 2 2 2 2 2
Py +2my, = 2(p, ; +my,) + pro + Mo

Pela conservagao do momento, temos:

Pp; = 2Pp,5 €08(@) + pro

Entao,
(2ppr COS(é) + pﬂ'o)2 = 2p12,)f +p3ru + mfrg

Ap3 cos(¢)® + dpropy, 5 cos(¢) + pro = 2p) ; + pro + mZo
4p127f COS((Z))2 + 4propp, 5 cos(¢) = pr)’f + mfro

pf)f (4cos(¢)? — 2) + 4prop, f cos(¢) —mZs =0
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Resolvendo para pj,,:

1
2

~ —Apo £ [16p2, + 4(4 cos(¢)? — 2)m2|
Pe.f = 2(4cos(4)? — 2)

Lembre que p,, 5 é 0 médulo de um vetor e, portanto, um valor positivo e que pela conservagao
do momento temos a restricao 0 < ¢ < 7. Logo, escolhemos a raiz positiva.

_ —peo + [162 + 44 cos(9)? — 2mz]
Pp.f = 2(4cos(¢)? —2)

Agora, vamos usar a conservagao da energia para relacionar a frequéncia da radiagdo detectada
com a velocidade do préton. Para isso, perceba que o decaimento que sensibiliza o detector é
o do 7%, onde dois fétons sdao detectados.

Entao, verificando a conservacao da energia no decaimento my — = + -y, temos:

Ery + T =2, =2hv
Escrevendo a conservagao da energia na primeira colisdo p + p e fazendo ¢ = 1.
E; = Ey
2my + Ty = 2my + mgo + 2T}, ¢ + Tro
Ty = 2Ty ¢ + 2hv

2 2
Ppi = Pr.s + 2hv
My Mp

Substituindo o resultado encontrado para py f.

1312
2

mpv® 1 | —4pro + [16p20 + 4(4 cos(¢)? — 2)m2]

- P 2h

2 mp 2(4cos(¢)? — 2) e
Resolvendo para v, com 2¢ = A.
142 2
A\ 2 3
—4pro + [16p2, + 4 ( 4 cos () —2|m?2

2 2 | Ahw
Up = 2 2 o

m A m

P 2(4 cos (2) —2) P

(e) Analisando a expressao do item anterior, é possivel notar duas restri¢oes, uma delas atrelada
ao momento do 0. Pela coeréncia fisica da situacio proposta, reinserindo o ¢, devemos ter:

16pfro + 4(4 cos(¢)? — 2)62m12) >0
2 p20
dcos(¢) —2 = _4m§cz
p
1 p20
2 T
cos()” > 2 m2e
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1+ cos(2¢) - 1 P
2 T2 m2c

Como 7 sao dois protons seguindo a configuragao descrita na figura, é perceptivel que A = 2¢.

2
— 2p7r0
2.2
c mp

cos(4) =

No caso limite de maxima abertura:

p20
. Ajpas = arccos | — 5 ”2
cemg

vaca <z a <.
Por outro lado, sabemos pela conservacao do momento que 0 < ¢ < 7, entdao A < 7. Isso nos
possibilita verificar o caso limite de maxima abertura e obter o valor de p,o associado.

vr0 = 0.98¢

Portanto, conforme a demonstracio, essa é a velocidade minima que o 7% deve ter, o que é

razoavel, ja que o limite superior de velocidades é fixo em c.
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Grade de Corregao (80 pontos)

Item a) (5 pontos):

+ 3 Identificagao do préton como a particula responsavel pelo efeito

+ 2 Associacdo da granulacdo & energia do proton ser muito superior a sensibilidade do
equipamento

Item b) (10 pontos):

+ 5 Identificagao de um par de barions positivamente carregados. O esperado é que seja um
par de protons.

+ 5 Esquematizagdo correta. Deve incluir (i) A colis@o inicial com um proton em repouso;
(ii) A geracdo do méson 7° com velocidade na mesma diregao e sentido do préton original;
(iii) O par de barions gerados, respeitando a coplanaridade e a simetria do problema.
Item c) (25 pontos):

+ 5 Conservagao de energia no referencial do pion

+ 10 Transformagao da energia entre os referenciais ou uso imediato do Efeito Doppler
Relativistico na frequéncia dos fotons.

+ 8 Conservagao da energia no referencial do detector.

+ 2 Resposta final correta

Item d) (25 pontos):

+ 5 Conservagao de energia no referencial do préton em repouso

+ 5 Conservagao de momento no referencial do proton em repouso

+ 5 Expressao para o momento dos protons formados apds a colisao em fungdo das variaveis
enunciadas.

- 3 Se nao justificou a escolha da raiz positiva.

+ 2.5 Conservagao da energia no decaimento do pion.

+ 2.5 Substituir a energia do pion na equagdo de conservagdo da energia na colisdo proton-
préton.

+ 5 Resultado final correto.

Item e) (15 pontos):

+ 5 Identificar a restrigao na equagao da velocidade do proéton.

+ 1.5 Concluir a expressao final para o dngulo de espalhamento maximo.

+ 2.5 Identificar o caso limite do dngulo de espalhamento.

+ 4 Expressao correta para velocidade do pion.

+ 2 Valor correto da velocidade do pion no caso limite.
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