PROVA TEORICA 3

Y ‘
Uﬁ/ \ SELECAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS

OLIMPIiADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2023

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

- W

Instrucoes Gerais

. Escreva seu NUMERO DE IDENTIFICACAO em TODAS as folhas de resposta que sero

escaneadas.

Escreva o ntimero de cada questao na folha de resposta, bem como o ntiimero da pégina.

Essa prova ¢ de aplicacdo tnica. NAO HAVERA SEGUNDA CHAMADA.

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos), divididas nas seguintes categorias:

e Questoes Curtas - 4 questoes, cada uma valendo 10 pontos.

e Questoes Médias - 4 questoes, sendo uma valendo 20 pontos, uma valendo 25 pontos, uma
valendo 30 pontos e uma valendo 35 pontos.

e Questoes Longas - 2 questoes, cada uma valendo 75 pontos.
A prova é individual e sem consultas.

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programaveis/graficas/com acesso a
internet.

. As resolugoes das questoes podem ser feitas a lapis (bem escuro) ou caneta e devem ser apre-

sentadas de forma clara, concisa e completa. Faca um retadngulo ao redor da resposta de cada
item. Sempre que possivel, use desenhos e graficos. Recomendamos o uso de borracha, régua e
compasso.

Vocé pode utilizar folhas de rascunho para auxiliar no processo de resolugao da prova, mas elas
nao devem ser escaneadas.

Instrucoes Especificas

. Apo6s o término da prova, os alunos deverao escanear suas solucées com um aparelho celular

para enviarem suas provas pelo Gradescope.

. S6 serao aceitos arquivos em pdf. Em caso de duavidas, leia o passo a passo da OBA de como

escanear suas solugoes.

O uso de aparelhos celulares ou cameras fotograficas s6 é permitido enquanto o aluno realiza o
scan de suas solugoes.

Para questoes em branco, faga upload de uma folha escrito "Pulei essa questao’.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg) 5,98 - 10%* kg

Raio (Rg) 6,38 - 106 m

Aceleragao da gravidade superficial (gg) 9,8 m/s?

Obliquidade da Ecliptica 23°27 Terra
Ano Tropical 365,2422 dias solares médios

Ano Sideral 365,2564 dias solares médios

Albedo 0,39

Dia sideral 23h 56min 04s

Massa 7,35 -10%2 kg

Raio 1,74 -10% m

Distancia média a Terra 3,84-108 m Lua
Inclinagao Orbital com relagao & Ecliptica 5,14°

Albedo 0,14

Magnitude aparente (lua cheia média) —12,74 mag

Periodo Sideral 27,32 dias

Periodo Sinédico 29,53 dias

Massa (Mg) 1,99 - 1030 kg

Raio (Rg) 6,96 - 10 m

Luminosidade (Lg) 3,83-10%6 W

Temperatura (7t) 5778 K

Magnitude Absoluta (Mg) 4,80 mag Sol
Magnitude Aparente (mg) —26,7 mag

Diametro Angular 32

Velocidade de Rotagdo na Galaxia 220 km s~!

Distancia ao Centro Galatico 8,5 kpc

Diametro da pupila humana 6 mm

Magnitude limite do olho humano nu +6 mag Distancias
1UA 1,496 - 10* m e tamanhos
1 pe 206.265 U A

Constante Gravitacional (G) 6,67-10"1 N -m? . kg—?2

Constante Universal dos Gases (R) 8314 N -m-mol~! K1

Constante de Planck (h) 6,63-10734 J - s

Constante de Boltzmann (kp) 1,38-10723 J - K1 Constantes
Constante de Stefan-Boltzmann (o) 567-10 %W .m=2.K* Fisicas
Constante de Hubble (Hp) 67,8 km-s~t- Mpc—!

Velocidade da luz no vacuo (c) 3,0-10% m/s

Massa do Préton 938,27 MeV - c2

AHo Mmedido em laboratorio 656 nm
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:

sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(a) sen(B)  sen(y)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(a)

Lei dos quatro elementos:

cot(B) - sen(ry) + cos(a) - cos(y) = cot(b) - sen(a)

e Forma Polar da elipse :

a(l —e?

r(®) = 1 +(e . cos()ﬁ)

e Forma Polar da parédbola : )
r
r(®) = 1+ C(fs(ﬁ)

e Primeira Equagao de Friedmann:

a’? 8 Kc?

2 3"

e Equacao dos fabricantes de lentes:

1 nr, 1 1
f:(%_l)(&+l%z>

Onde R > 0 para faces convexas e R < 0 para faces concavas, ny, é o indice de refragao da lente
e n,, ¢ o indice de refracao do meio.
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Questoes Curtas

1. (Nebulosa Planetaria - 10 pontos) Uma nebulosa planetaria antiga, com uma ana branca
em seu centro, estd localizada a 50 pc da Terra. Exatamente na mesma direcao, mas atras da
nebulosa, esté outra ana branca, idéntica & primeira, mas distante 150 pc de nés. Considere que
as duas anas brancas possuem magnitude bolométrica absoluta +14,2 e indices de cor intrinsecos
B—-V =0,300e U —V =0,330. H4 extingao no meio interestelar e na nebulosa planetéria.

Quando medimos os indices de cor para a ana branca mais proxima (aquela no centro da nebulosa
planetaria), encontramos os valores B — V = 0,327 e U — B = 0,038. Nesta parte da Galaxia, as
taxas de extingdo interestelar sdo 1,50, 1,23 e 1,00 magnitudes por kiloparsec para os filtros U, B
e V, respectivamente. Calcule os indices de cor que seriam medidos para a segunda ana branca.

2. (A Grande Nuvem de Magalhaes em Phuket - 10 pontos) As coordenadas da Grande
Nuvem de Magalhaes (LMC) sao R.A. = 5h 24min e Dec = —70°00". A latitude e longitude de
Phuket sao 7°53' N e 98°24’ E, respectivamente. Em que data a LMC culmina as 21h em um
determinado ano em Phuket? O Tempo Sideral em Greenwich (GST) as 00h de 1° de Janeiro é
cerca de 6h 43min. Phuket est4 na zona horaria UT+7.

3. (Tully-Fisher - 10 pontos) A equagao de Tully-Fisher é uma correla¢do empirica entre a espes-
sura da linha de hidrogénio de 21 c¢m e a luminosidade para cada tipo de galédxia. Esse resultado
é equivalente a uma correlacao geral entre a massa bariénica e a velocidade terminal, chamada
de Relagao Barionica de Tully-Fisher (BTFR). O resultado abre margem a discuss@o sobre a
existéncia de matéria escura. Segundo uma corrente chamada Dindmica Newtoniana Modificada
(MOND), nao existe matéria escura, e, para longas distancias as centro galactico, a aceleragéo
gravitacional efetiva assume a forma:

IMOND = A/gN * Go

Em que gy € a gravidade newtoniana comum, e ag € uma constante determinada empiricamente.
Observe o grafico a seguir, com base nele, justifique, com calculos, se a MOND é condizente
com a BTFR:
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Figura 1: massa barionica (M) versus velocidade terminal (V). Retirado de The Baryonic Tully-
Fisher Relation of gas rich galaxies as a test of ACDM and MOND, de Stacy S. McGaugh

Prova Teoérica 3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2023
TOTAL DE PAGINAS: 10



Pagina 5

4. (Vendo pela ocular - 10 pontos) Durante sua estadia em Vinhedo (latitude oy = 23°01'47”S;
longitude Ay = 46°58'28”0), Ian deseja utilizar seu telescopio para observar a estrela alpha da
constelacao de Fupho, Kotoko (declinagdo dx = 36°40'14”N; ascensdo reta ax = 5h15min37s).

Para isso, ele se utiliza de um telescopio de distancia focal fi; = 600mm, e uma ocular de distancia
focal foe, = 12mm e campo visual Cy = 50°; ambas objetiva e ocular sao lentes convergentes.
Tan aponta o telescopio de forma que sua projecao esteja sobre a direcao norte-sul, e sua altura
seja de hye; = 30°.

A figura a seguir representa a visdo de Ian pela ocular do telescopio. Sobre ela, (i) esboce a
trajetoria da estrela, marcando com uma seta a diregdo aparente de movimento e (ii) indique,
na imagem, os sentidos norte (N), sul (S), leste (L) e oeste (O) da forma vista através do te-
lescopio. Justifique seu gabarito na folha de respostas. Se seus rascunhos tornarem o desenho
incompreensivel, vocé pode reproduzi-lo na folha de respostas.

Questoes Médias

5. (Magnetosfera - 20 pontos) Uma estrela de néutrons em acre¢ao tem uma luminosidade L =
103° W e uma massa M = 1,4 Mg e raio R = 10 km. Medigoes do espectro da estrela mostraram
a presenca de uma linha de ciclotron com uma energia de foton E = 30 keV (a frequéncia
de radiacdo corresponde a frequéncia de rotagdo do elétron em um campo magnético), com o
redshift gravitacional ja levado em consideracao. Sabe-se que, no limite da magnetosfera, a pressao
dindmica da matéria em queda é equilibrada pressao do campo magnético. Assumindo que a
acrecao é esfericamente simétrica e levando em conta que a linha do ciclotron é formada perto da
superficie da estrela, e que a intensidade do campo magnético depende da distancia ao centro da
estrela como B oc 72, estime o raio (em km) da magnetosfera para esta estrela. A pressdo do
campo magnético pode ser encontrada pela formula p = kB2, com x = 4 - 105 Pa/T2.
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OBS: No processo de acrecao, as particulas vém do infinito com velocidade nula. Ademais,
considere que a acrecao é o inico mecanismo responséavel por sustentar a luminosidade da estrela.

. (Galaxia se expandindo - 25 pontos) Ualype, um grande cosmologo, esta observando a galaxia
Andrémeda. Segundo seus calculos, essa galaxia possui magnitude superficial de 23,7 mag/arcsec?
e diametro de 5,17 quando vista a partir da Terra. Para os itens abaixo, considere um universo
plano que contém apenas matéria nao relativistica:

(a) (7 pontos) Caso fosse desconsiderado os efeitos de expansao cosmologica, Ualype sabe que a
galaxia teria uma magnitude superficial de 19,4 mag/arcsec?. Sendo assim, calcule o redshift
da galaxia.

(b) (18 pontos) Ualype descobriu uma estranha propriedade da galaxia: quando observada no
presente tempo tg, seu didmetro se mantém inalterado, isto é: % = 0, onde # é o diAmetro
angular da galdxia. Calcule a velocidade na qual o raio da galaxia R cresce para que tal

fenomeno ocorra.

. (Cometa derretendo - 30 pontos) O Cometa Hale-Bopp, orbitando o sol em uma trajetoria
eliptica, tem periélio 7,,;, = 0,914 UA e afélio r,.: = 370,8 UA. Seu nicleo é composto
majoritariamente por gelo. O valor do albedo do cometa é A = 0.1. Quando o cometa se encontra
a uma distancia de 1o = 3,0 UA do Sol, o gelo presente neste comega a sublimar de forma néo
desprezivel. Estima-se que o ntucleo é uma esfera de raio de cerca de 10 km.

(a) (7,5 pontos) Encontre o angulo 6y, em graus.

(b) (20 pontos) Encontre a variagio de raio do cometa JR, em metros, apos uma orbita com-
pleta. Considere que ha sublimacao do gelo apenas para distdncias menores que 7.

(¢) (2,5 pontos) Apods quanto tempo, em anos, o cometa desaparecera?
Dados para o problema:

e Calor latente de vaporizacdo do cometa Hale-Bopp: Cpap = 2 - 108 J/kg
e Densidade do cometa Hale-Bopp: p = 1 g/cm?
e Periodo orbital do cometa Hale-Bopp: P = 2520 anos

. (Bismarckchote - 35 pontos) Inspirado pelos romances europeus, Bismarck um dia enlouquece
e pensa ser um grande conquistador do além-mar. Em sua morada em Sao José dos Campos
(latitude: 23°10’44” S; longitude: 45°53'13” O), Bismarck observa o por-do-Sol em um dia de
solsticio de inverno (Equagdo do Tempo: -6,5 min). O Sol nunca se p6e no Império Bismanicko!
Nosso astronomo comega a caminhar com o intuito de que o Sol permanega sempre no horizonte.
Considere que o poér-do-Sol se inicia quando a altura do centro de seu disco é nula e despreze
efeitos do movimento anual aparente do Sol.

(a) (6 pontos) A que horas, no horario civil, Bismarck comegara sua caminhada? Considere
que Sao José dos Campos segue o horério de Brasilia (UTC-3).
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(b) (9 pontos) Como primeira alternativa, Bismarck considera correr em dire¢do a um dos
polos geograficos. (i) Especifique para qual Polo sera seu movimento, e (ii) calcule com qual
velocidade Bismarck deve se locomover inicialmente.

Dica: Se preciso for, considere as derivadas a seguir.

— (cosx) = —si
T (cosx) sin
1
— (t - -
dx (tan) cos? x

(c¢) (20 pontos) Apos ponderar sobre o problema, Bismarck decide subir uma montanha incli-
nada 5° com o horizonte. Sabendo-se que ele consegue correr, no maximo, até 5 m.s~!, por
quanto tempo serd possivel manter o Sol no horizonte?

Questoes Longas

9. (Expedicdo... em um Planeta Ando! - 75 pontos) Em um futuro ndo tao proximo, a
humanidade evoluiu ao ponto de conseguir colonizar outros mundos! Em especifico, expedigoes a
planetas andes - com o objetivo de limpar o terreno e promover a criagao de coldénias humanas -
tornaram-se empreendimentos comuns. Uma dessas expedigoes de escavagao é liderada pelo eximio
Dr. Totéavio, uma das maiores referéncias no ramo de engenharia interplanetaria. O planeta alvo
da expedigao é o recém-descoberto JUVENTUS-3022, o qual possui densidade uniforme, raio
R, e massa M. Durante a operagao, diversos pedregulhos acabaram sendo langados do sitio
de escavacao. Totévio, distraido pelo movimento dos fragmentos, abandona seu posto de forma
imprudente e resolve estudar a trajetoria dos objetos. Considere que uma dessas pedras de massa
m « M é langada da superficie do planeta, do ponto I na figura 2, com uma velocidade inicial ,
a qual forma um angulo 6 com a vertical local.

Figura 2: ITlustragao da situacao apresentada

A trajetoria do pedregulho é uma elipse, e sua posicao, em qualquer momento, pode ser caracteri-
zada em termos de 7 - a sua distancia ao centro O do planeta - e do dngulo ¢, definido na figura.
Note que ¢ = 0 corresponde ao ponto na orbita mais distante do planeta (A), e também que ¢
cresce no sentido anti-horério. Seja G a constante gravitacional universal, e a excentricidade da
orbita, a o semi-eixo maior da 6rbita, e L o médulo do momento angular da pedra relativo ao
centro do planeta. Agora, ajude Totavio em sua aventura!
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(a) (3 pontos) Defina h = L/m como o momento angular especifico do pedregulho. Determine
h em funcao de R, u, e 6.

(b) (4 pontos) Determine a em fungéo de G, M, R, e u.
(¢) (3 pontos) Encontre e em fungdo de h, G, M, u, e R.

(d) (10 pontos) Apos ser langado, o pedregulho eventualmente choca-se com a superficie do
planeta no ponto F', que verifica-se ser diametralmente oposto a I. Sabendo que a velocidade

[4 GM
de lancamento vale u = g%, calcule o angulo 6.

Para calcular o tempo de voo da pedra, é interessante utilizarmos o conceito de anomalia excén-
trica. Acompanhe o diagrama na figura 3.

Figura 3: Geometria da érbita, com as construgoes necessarias para a definigdo da anomalia excéntrica

A orbita em azul representa a trajetoria eliptica completa do objeto (isto é, a trajetoria da particula
caso ela orbitasse uma massa M fixa em O sem barreiras em seu caminho), centrada em C e de
focos priméario e secundario O e O', respectivamente. Trace agora, em vermelho, a circunferéncia
de didmetro igual ao eixo-maior da elipse, e que a tangencia em dois pontos (apoastro e periastro).
Trace a vertical passando por um ponto qualquer P da é6rbita, e tome o seu ponto de interseccao
com a circunferéncia mais proxima de P (P’ na figura). A definicdo da anomalia excéntrica F
pode ser, entao, extraida da figura. Considere que E é contado no sentido anti-horario a partir
do periastro (onde E = 0).

(e) (8 pontos) Escreva a distancia r, em termos de a, e e E.

(f) (14 pontos) E possivel mostrar que

b

dEN? kGM
1— B2(Z2) =220
(1—ecosE) (dt) pe

em que k é um nimero real. Determine k.

Dica: Escreva a energia mecénica total do pedregulho. O resultado do item passado pode
ser bastante util.

(g) (18 pontos) Determine T', o tempo total de voo da pedra; i.e., o tempo transcorrido entre

seu langamento em I e posterior impacto em F'. Deixe sua resposta em fungao de G, M, e a.
2o

Dica: Se precisar, use que f cos (x)dx = sin (z2) — sin (21)
X1
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Findado o seu estudo do movimento balistico dos pedregulhos, Dr. Totavio retorna ao local de
escavagao. Felizmente, os escavadores fizeram um bom trabalho, cavando um buraco retilineo
de comprimento R e largura muito fina, que se estende da superficie até o centro O do planeta.
Assuma que o buraco nao interfere na distribuigao de massa do planeta. Totavio, que nao consegue
esconder o seu amor por pedras, resolve estudar o movimento de um pedregulho no buraco.

(h) (7 pontos) Sendo 0 < = < R a coordenada que representa a distancia ao centro do planeta,
determine o modulo da aceleragdo gravitacional, g(x). A sua resposta deve ficar em fungao
de G, M, e x.

(i) (8 pontos) Determine o tempo necessério para o pedregulho impactar o centro do planeta,
em fungao de G, M, e R.

(Sequéncia Principal - 75 pontos) A sequéncia principal representa o estagio evolutivo em que

as estrelas geram energia pela fusdo de dtomos de hidrogénio em hélio em seu nucleo. A geracao
de energia por fusao mantém a estrela em equilibrio hidrostatico, contrabalanceando a pressao
gravitacional das camadas externas. Nesse problema, serao exploradas algumas das propriedades
das estrelas da sequéncia principal.

Parte A - Tempo de vida do Sol

(a) (5 pontos) O Sol mantém sua temperatura gragas as reagoes de fusdo nuclear que ocorrem
em seu niicleo, que podem ser descritas por:
4p" — He?" +2e" +2v,
Onde p" denota um proton, He? " um ntcleo de hélio, e” um positron e v, um neutrino

de elétron de massa de repouso desprezivel. Mostre que a energia liberada pela fusdo de 4
protons é dada por Wy = 25 MeV.

(b) (5 pontos) Antimatéria ndo pode coexistir com matéria: ao se encontrarem, um positron
e um elétron desaparecem produzindo dois fétons. Quanta energia W; deixa o Sol para
cada fusdo de quatro protons em um nicleo de hélio considerando aqui também o efeito de
aniquilacao matéria-antimatéria?

-+

(¢) (13 pontos) Supondo que apenas o nicleo do Sol - que possui % da massa total do Sol - é
quente o suficiente para que a reacao de fusao ocorra, e desprezando a energia transportada
pelos neutrinos, estime o tempo de vida total do Sol. Observe que nao ha convecgao nas
partes centrais do Sol e, portanto, as particulas dentro do nicleo do Sol permanecem presas
nele. Com base no seu resultado, comente a idade atual do Sol, 7 = 5 - 10° anos.

Parte B - Relagao Massa - Luminosidade

Dentro dos ntcleos das chamadas estrelas da sequéncia principal (como nosso Sol), a reagao de
fusao ocorre em regime estével: se as flutuagoes aumentassem ligeiramente a velocidade das reagoes
de fusao, o aumento da produgao térmica levaria a um aumento da pressao, a uma expansao
térmica do plasma de fusdo e, como resultado, a uma diminuicao da velocidade da reacdo. A
velocidade de reagao cresce muito rapidamente com a temperatura e, por causa disso, mesmo
se as taxas de reacao em diferentes estrelas de diferentes massas difiram consideravelmente, as
temperaturas interiores permanecem bastante semelhantes. Sendo assim, vocé pode supor que a
temperatura dos nucleos das estrelas é independente da massa estelar e igual a

T.=18-10 K

Esta aproximagao funciona particularmente bem para estrelas maiores que o Sol.

Para tornar os proximos calculos matematicamente mais faceis, faca as seguintes aproximacoes
adicionais:
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e A massa do nucleo estelar é de % e seu raio é
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Ro

52, onde M & a massa total da estrela e R

seu raio.

e A densidade de massa p., a pressao p. e a temperatura T, dentro do niicleo estelar podem

ser aproximadamente tomadas como constante em todo o seu volume.

e Para os itens d) até o g), assuma também que o restante da massa da estrela % esta

(d)

concentrada em uma estreita camada esférica de raio % ao redor do nicleo, como na figura

abaixo. Na realidade, isso certamente nao é verdade - a camada nao é estreita. No entanto,
esta aproximagio tera apenas um pequeno efeito na expressdo para a pressdo (no item h).

(5 pontos) Expresse a aceleragao gravitacional imediatamente acima da camada esférica
estreita (ponto Q na figura) em termos de M e Ry.

(5 pontos) Expresse a acelerago gravitacional imediatamente abaixo da estreita camada
esférica (ponto P na figura) em termos de M e Ry.

(5 pontos) Expresse a forga da gravidade agindo em um pequeno pedago da camada esférica
estreita em termos de sua area de superficie A, M e Ry.

(5 pontos) Expresse a pressio p. em termos do raio Ry e da massa M da estrela.

(10 pontos) Derive outra expressdo para a pressao p., dessa vez em termos de Ry, M e
a temperatura central T,.. Assuma que o nicleo de uma estrela é composto de hidrogénio
totalmente ionizado, ou seja, existem prétons livres e elétrons livres, ambos os quais podem
ser descritos como gas ideal.

(5 pontos) Com base em seus resultados anteriores, expresse o raio Ry de uma estrela em
termos de sua massa M e a temperatura do nicleo 7.

(17 pontos) O poder radiativo de uma estrela é limitado pela taxa que o calor produzido
pode viajar através das camadas externas da estrela até chegar a sua superficie. A conduti-
vidade térmica x é definida como sendo o coeficiente de proporcionalidade entre a densidade
de fluxo de calor (poténcia térmica por unidade de area) e o gradiente de temperatura %,
onde 7 é a distancia até o centro da estrela. Para plasma, a condutividade térmica é inver-
samente proporcional a sua densidade, k = f(T')/p. Assuma que k é constante em todo o
volume da estrela, até para regides proximas a superficie em r = Ry onde T' « T, e é igual a
k = f(T.)/pe. Mostre que a poténcia radiativa total L (luminosidade) é proporcional a M7,

e encontre o expoente 7.
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