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10.
11.

Instrucoes Gerais

. Identifique seu grupo em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque mais nenhum

meio de identificacao pessoal;

Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

. Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os ntmeros

das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e a Q27

. A duracao da prova é de 4 horas;

. Essa prova é composta por 5 questoes valendo um total de 300 pontos (4 questoes

valendo 50 pontos e questao 1 valendo 100);

O uso de calculadoras é permitido, desde que ndo sejam programéveis/graficas;

. Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

. Todo o desenvolvimento, calculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de

respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as folhas utilizadas para resolugao.

Uma tabela de constantes com informagcoes relevantes para a Prova Teorica esta dispo-
nibilizada.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Proton

AHo Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%6 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-107'1 N - m? kg2
8,314 N-m-mol »K!
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc !
3,0-10° m/s
1,67-10727 kg

656 nm

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

e Area da elipse:

A =ma’/1—e?

e Critério de resolugao de Rayleigh:

A
=122 —
’ D
e Equagao polar das conicas:
a(l—e?)
)= ———
r(®) 1+ e-cos(6)
e Equagao dos gases ideais:
m
PV = —RT
M
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Questoes Curtas

1. LSST (15 pontos)

O LSST, ou Legacy Survey of Space and Time (tradugao livre: Levantamento para o Legado do Espaco e
do Tempo), é um levantamento astronémico, ou seja, um estudo do céu como um todo. O LSST ser4 feito
no Observatorio Vera C. Rubin, nomeado em homenagem & astronoma estadunidense que determinou,
além de outras coisas, que as curvas de rotagao de galdxias nao eram explicadas pela matéria observada.
O Observatorio Rubin ficara no Cerro Pachon, uma montanha no deserto do Atacama, no Chile.

Esse levantamento tem como objetivo principal entender a matéria e a energia escura, além de realizar um
inventario de objetos do sistema solar, buscar por transientes e mapear a via lactea e a sua vizinhanga.
Para isso, o LSST observara cerca de metade do céu, ou 18,000 graus quadrados durante um periodo de
10 anos (2025-2035).

Para que seja possivel realizar tamanha tarefa, foi necessario projetar um telescopio e uma camera que
esteja pronto para o desafio. Nessa questao, estudaremos um pouco sobre a instrumentagao que torna o
LSST possivel, incluindo a maior caAmera digital existente.

(a) (7 pontos) Observe a imagem a seguir:

Figura 1: Plano focal do LSST (didmetro de 64 cm, ilustrado pelo circulo maior), um mosaico que fornece
3.2 gigapixels por imagem; a Lua (30 minutos de arco) ilustra o tamanho do campo de visdocampo de viséo.
Crédito: Rubin Observatory/NSF/AURA.

A partir das informagoes dadas na legenda, determine o campo de visdo em graus e a resolucao
angular do CCD em segundos de arco por pixel. Estime também o tamanho do pixel em pm e assim
calcule a escala de placa. Sabendo que o seeing mediano no pico do Cerro Pachon, onde ficara o
Observatorio Rubin, é de 0.7 segundos de arco, determine se o LSST seré limitado pelo seeing ou
pela resolugao do CCD.

(b) (8 pontos) Leia as alternativas a seguir e marque verdadeiro ou falso, justificando em ambos os
casos. Respostas sem uma justificativa correta ndo serdo contabilizadas.

(a) Um telescopio grande como o LSST (8m) que precisa se mexer rapidamente entre cada obser-
vagao precisa de uma grande razao focal para facilitar esses movimentos.

(b) O uso da optica adaptativa se torna mais facil quanto maior o campo de viséo.

(¢) A razdo sinal-ruido de uma observagao feita por um telescopio é proporcional ao tempo de
exposi¢ao.

(d) O seeing muda quando mudamos o filtro pelo qual fazemos a observagao.

Prova Teérica P3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 32



Pagina 5

Solugao:

(a) Por inspecgao, temos 7 luas de ponta a ponta do CCD, o que d& um campo de visdo de 3.5°.
Também por inspecgao, temos um total de 21 -9 + 4 - 3 = 201 quadradinhos. Arredondando
para 200, obtemos que um quadradinho tem 32 - 10%/(2 - 10?) = 16 - 105 pixeis/quadradinho.
Temos assim que o lado de um quadradinho tem 4 - 10° pixeis. De ponta a ponta, temos um
comprimento de 5-3-4-10% = 6 - 10* pixeis. Convertendo o campo de visdo para segundos de
arco, temos a resolugao do CCD como 3.5-60-60/(6 - 10*) ~ 0.2" /pixel. Visto que a resolucao
do CCD é menor que o seeing, temos que o LSST sera limitado por seeing.

Sabendo que o plano focal tem 64cm de didmetro, podemos estimar que um pixel tem 64/(6 -
10*) ~ 10pm. Dessa forma, podemos estimar a escala de placa como 0.02" /um.
(b) (a) Falso, uma razao focal menor implica um telescopio mais compacto, que exige menos
torque para ser rotacionado.

(b) Falso, se o campo de visdo é muito grande, o seeing vai variar muito dentro do campo de
visao do telescopio, e realizar 6ptica adaptativa se torna inviavel.

(c) Falso, a razdo sinal-ruido de uma observagéo feita por um telescopio é proporcional a raiz
quadrada do tempo de exposigao.

(d) Verdadeiro, o seeing acontece por conta de refracao, que é dependente da frequéncia da
luz observada.

2. Ano Bissexto(15 Pontos)

Vocé tem as seguintes informacoes:

e Duragao do ano sideral em dias siderais: 366.256363

e Periodo de precessao dos equinécios: 25780.00 anos siderais

(a) (3 pontos) Utilizando-se apenas das informagoes dadas, qual é a duragao do ano tropical em dias
solares?

(b) (4,5 pontos) Muitas pessoas pensam que um ano bissexto ocorre simplesmente em anos miultiplos
de 4. No entanto, o calendario gregoriano (nosso atual calendério) possui regras adicionais para
anos que sao miltiplos de 100 e 400.

Explique quais sao essas agOes extras para os anos miultiplos de 100 e 400, e por que elas sao
necessarias. Para justificar numericamente, utilize a duragao do ano, arredondando-a para a quarta
casa decimal com o algarismo sendo 5 (Ex: XXX, XXX5) como foi acordado em nosso calendario.

(¢) (3 pontos) Se nao fizéssemos a aproximagao anterior, com base nas regras do calendario gregoriano,
ap6s quantos anos teriamos um desvio acumulado de um dia em relagao as estacoes?

(d) (4,5 pontos) Elchym deu um soco na Terra e o seu periodo de precessdo diminuiu para 2340 anos
siderais. Qual nova regra deve ser adotada para anos bissextos?

Solugao:

(a) Primeiro, convertemos a duracdo do ano sideral para dias solares, subtraindo 1 (a rotagao
"sideral"extra em relagdo aos dias solares):

Ano sideral em dias solares = 366.256363 — 1 = 365.256363 dias solares.

Em seguida, calculamos o tempo que a Terra leva para percorrer o deslocamento angular
devido a precessao em um ano. Esse tempo deve ser subtraido do ano sideral (em dias solares)
para obter o ano tropical, j4 que o ponto vernal se desloca para oeste.
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Ano sideral em dias solares
Periodo de precessao

Tempo de precessao por ano = % ~ 0.01416820648 dias solares.

Assim, a duragao do ano tropical é: 365.256363 — 0.01416820648 ~ 365.242195 dias solares.

Tempo de precessao por ano =

(b) A duragao real do ano tropical é de aproximadamente 365.2422 dias solares. Para fins de
calculo do calendério gregoriano, uma aproximagao comum utilizada é de 365.2425 dias.

O calendario juliano, anterior ao gregoriano, adicionava um dia bissexto a cada 4 anos, resul-
tando em uma duragao média de 365.25 dias. Isso gerava um excesso de 365.25 — 365.2425 =
0.0075 dias por ano. Ao longo de 100 anos, esse erro acumulava 0.0075 x 100 = 0.75 dias, ou
seja, quase um dia a cada século.

Entéao, ficou definido que todo ano multiplo de 100, apesar de ser multiplo de 4, nao receberia
o bissexto.

Contudo, o excesso em 100 anos era de apenas 0.75, nao de 1. O que significa que entao a cada
400 anos, (4x0.75=3) o excesso era de 3 dias, portanto em anos multiplos de 400, poderfamos
ter o bissexto novamente.

As regras extras do calendario gregoriano para anos multiplos de 100 e 400 s&o:

e Anos multiplos de 100 nao sao bissextos.
e Exceto se forem multiplos de 400, caso em que sao bissextos.
(¢) Se usarmos a duragdo mais precisa do ano tropical calculada no item (a), 365.2422 dias, e a
duracao média do ano no calendario gregoriano, 365.2425 dias, o desvio anual é:
365.2425 — 365.2422 = 0.0003 dias por ano.
Para que esse desvio acumulado atinja um dia, levaria:

Anos para 1 dia de desvio = W ~ 3333.33 anos.

(d) Se o perfodo de precessao fosse de 2340 anos, o deslocamento angular anual seria maior,
impactando a duracao do ano tropical.

A duragao do ano sideral em dias solares permanece 366.256363 —1 = 365.256363 dias solares.

O tempo de precessdao por ano, com este novo periodo, seria calculado dividindo a duragao do
ano sideral em dias solares pelo periodo de precessao:

365.256363
Tempo de precessao por ano = o310 ~ 0.15609246 dias solares.

Este valor representa o deslocamento extra em dia solar, indicando o quanto o ano tropical é
mais curto que o sideral devido & precessao.

Consequentemente, a duragao do ano tropical seria:

Duragao do ano tropical = 365.256363 — 0.15609246 ~ 365.10027 dias solares.

Uma boa nova regra para bissexto, seria acrescentar um dia para anos miltiplos de 10.

3. Obstaculos dos Paulos (20 pontos)

Plo 1 e Plo 2 estavam navegando tranquilamente em um foguete pelo espago, até que, subitamentem
encontraram uma nuvem composta por poeira de densidade p. Sabe-se que a massa inicial do sistema
paulos-foguete é My, que a secao-transversal do foguete é S, que as colisdes com as particulas de poeira
sdo elasticas e que o foguete ejeta massa & uma taxa constante p e & uma velocidade de ejegdo v, para
propulsao. Com base nisso, e de posse que a velocidade inicial do foguete é desprezivel, determine a
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equagao do foguete dos Paulos, que relaciona a sua velocidade instantanea e massa instantanea.

v

Dado: p
J—x =Inx+C
T

dx 1 1+ Vax
fl—axQ _2\/EIH<1—\/EJC)+C

Solugao: Pela descricao do enunciado, sabemos que as particulas colidem elasticamente no foguete.
Seja a velocidade do foguete v,as particulas se aproximam com velocidade v e se afastam com mesma
velocidade v em seu referencial, tal que a variagdo de momento é dada por:

dp = —2vdm

onde:
dm = pr R*vdt

é a massa varrida pelo foguete em um intervalo de tempo dt. Assim:
dp = —2pr R*v%dt

ou seja:
d
d—? = —2pmR*v?

Perceba que dp deve ser calculado levando em consideracao a variagao do momento do sistema
foguete-massa ejetada. Tal que:

dp = p(t + dt) — p(t) = [(m — dm)(v + dv) + dm(v — ve)] — mv

simplificando:
dp = mdv — dmu,
assim:
dp dv dm
at ~"at T at e
Logo:
m% - C;—Tve = —2pmR*v?
mas
_dm
F="ar
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assim, eliminando a variavel dt,

de modo que:

definindo

obtemos:

de modo que:

obtemos:
d
umd—v — e = —2pTR*v?
m
1 (" dv B JM dm
Ve Jo 1— 72”25‘;"2 YA
b 2 pR?
Hve

1+\/Ev
lfx/Ev

)< (i)

1+ vVkv ek
1 —Vkv

1
In
21)5\/% (

M _
M(]

Questoes Médias

4. Correcao Bolométrica (20 pontos)

Correcao Bolométrica (BC) é o valor de corregdo para se obter a magnitude bolométrica a partir da

magnitude de um dado filtro z:

BC,.

Mpol = My —

A magnitude m, de um filtro qualquer é definida de forma que sua corregao bolométrica é nula para
uma estrela de tipo espectral F5 (Trs = 6550K). Considere que o filtro da banda B possui comprimento
de onda central A\p = 436 nm e funciona como filtro ideal com largura de banda AAg = 94nm. Sobre
esse sistema de magnitudes, responda:

Dados:

i) A densidade de radiagao, por unidade de comprimento de onda, por unidade de esfero-radiano pode
ser aproximada pela expressao de Wien

By(T,\) =

2hc?
b

hec .
e~ 3T para e"/MFT) 5 1.

ii) Um passarinho que sabe integrar por partes uma vez te disse que

e—a/ac -2
5 dv = —;
X a

- R
(a) (10 pontos) calcule a razao

e =«

(5) +3(5) o) o] ve

2ol sendo Fy po € Fo,p 0s fluxos que possuem magnitudes nulas no

0,B’

sistema bolométrico e na banda B, respectivamente.

(b) (10 pontos) Calcule BCp para uma estrela de temperatura 7' = 4000 K
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Solugao:

(a)

Podemos escrever as magnitudes como:

Mpol = —2,510g <Ft(T)>

0 b0l

Fg(T
mp = —2,5log L
Fy B

Calcular a luminosidade total em fungdo da temperatura é facilmente feito pela lei de Stefan-
Boltzman, sendo A a area da estrela :

L(T) = AcT*

Para calcular a luminosidade na banda B, precisamos integrar a densidade de fluxo ao longo
do intervalo em que o filtro atua. Dessa forma,

Ap+AAg/2
Lp(T)=A BA(T, \) dA
AB—AXp/2

Seria muito dificil resolver essa integral utilizando a expressao exata da lei de Planck, porém
usando a aproximagao de Wien, isso fica mais facil.

)\B+A)\B/2

Lp(T) = 2hc2Af A"Be 3T d)
Ap—AAp/2
Utilizando a dica do passarinho tomando a = %, obtemos
_ )\BJrA)\B/Q
e [(he\ ! he \* he \? hc
Lp(T) = 2hc*Ae™ 3T ( — 3 6 6
5(T) = 2he"Ae <I~cT> l()\kT) \wr) T\ T T
)\B—A)\B/Q

Por fim, sabemos que myp,; = mp para T = 6550 K. Assim,

F(T)  Fp(T)

Fo b0l B
Fobor _ L,(T)
Fop Lp(T)

Calculando os valores para T = 6550 K, obtemos Lp(6550K) = A - 4,532 x 10° Wm 3sr! e
Ly(6550K) = A - 1,044 x 108 Wm 3sr~!. Dessa forma,

9 ol
Fy.B

=230

Para calcular BCp para T = 4000 K, realizamos um procedimento analogo:

Fp(T) F07bol)
Fy(T) Fo,m

BCy = mp — mpo; = —2,5log (

Para T = 4000 K, obtemos Lp(4000K) = A-1,831 x 10° Wm 3sr~' e L, (4000 K) = A-1,452 x
10" Wm3sr~! . Sabendo a razio 222t do intem anterior, chegamos entao em

Iy, B
BCp — 1,34
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. Pesquisas estelares (20 pontos)

Durante suas pesquisas sobre a curva de fluxo de estrelas distantes, Davi se deparou com o seguinte
grafico:

Curva de Luz

1.00
= Curva de Luz
0.99 4
]
®
aa -
v Das
™
N
£ o8
=
[}
§ 006
o
0,95 o
DA T T T T ]
] 1.75=10% 3.50=10° 5.25¢10% 7.00=108 8.75=10%

Tempo (s)

Os dados fornecidos por esse grafico indicam a possivel existéncia de um exoplaneta nesse sistema
estelar. Intrigado com esse corpo celeste, Davi decidiu investigar as caracteristicas do sistema. Entre as
propriedades que ele obteve estao a massa (M,) e o raio da estrela (R.), bem como a excentricidade (e),
o semieixo maior (a) e a inclina¢ao orbital (i) do exoplaneta. No entanto, um problema no sistema de
seu banco de dados apagou o valor da inclinagao orbital.

Com base em seus conhecimentos e nos dados obtidos no grafico, determine a inclinagao orbital do exo-
planeta estudado por Davi, sabendo que o apice do transito ocorre no periastro.

Dados:

R. = 200Rg
M. = 15M
e=0,7
a=5UA

Solugao: Primeiro, representando o transito em uma figura:
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K

Onde 6 representa a anomalia verdadeira do planeta no final do transito.

A partir dessa figura, pode-se representar como seria a 6rbita ao projetar no plano que corta a estrela
em uma vista lateral:

rcos @ cosi

Em que o rcosf é a projecao da distancia do planeta ao centro da estrela no plano representado,
ainda, 7 representa o angulo de inclinagao da orbita.

Entao, com a representagao anterior, pode-se desenhar como a posicao final do transito seria vista
da Terra, relacionando os comprimentos observados:

rcos 6 cosi

Da ultima figura, encontra-se uma relagao entre a inclinacao orbital, anomalia verdadeira e distancia
orbital:
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R? = r? cos? @ cos? i + r?sin 0

2

Dividindo ambos os lados por 2 e sabendo que cos® z + sin® 2 = 1:
2
— = cos? 0 cos? i + sin? @
r
R? Y
— =1- cos® fsin? i
r

Agora, é preciso encontrar uma relacdo entre 6 e o tempo desde a passagem pelo periastro. Essa
relagao pode ser encontrada a partir da equagao de Kepler:

M=F —esinFk

27 At

T e I/ ¢ a anomalia excéntrica, que

Onde M, a anomalia média, pode ser encontrada por M =

se relaciona com a distancia orbital pela expressao:

r=a(l —ecosE)

Agora, para continuar a resolucao, precisa-se encontrar o tempo desde a passagem pelo periastro, o
qual pode ser medido diretamento da curva de luz como sendo metade do tempo total do eclipse, e
o periodo da érbita, encontrado pela terceira lei de Kepler:

AT 2,0 1,75-10° 5
22_ e
a3 GM.

3
a
T =21y |
™ G,

|7 ~915-107 s |

Entao, a anomalia média no final do transito seré:

M= 2w At

~ 0,05 rad

Agora, para encontrar a anomalia excéntrica é preciso iterar a equacao de Kepler, isolando um dos
termos, obtendo como resultado:

FE ~ 0,16 rad

Com esse valor, pode-se relacionar a anomalia excéntrica com a verdadeira igualando as expressoes
para a distancia orbital:

a(l—e?)

= =a(l — s
1+ ecost o ¢cos B)
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1—¢€?

1—ecosE
1 1—e?

0=—-—| ———=—-1

o8 e(l—ecosE >

0 ~ 0,38 rad

Com esse valor, a distancia orbital ao final do transito sera:

=1+ecosl

_a(l—eé?)
1+ ecosf

lr~232-10" m|

Por fim, substituindo os valores encontrados na expressao:

R? . 9.
—€ =1 —cos?fsin?i
r2
2
_ ke
2
1 = arcsin r
cosf

1 ~ 1,04 rad = 59,5°

6. Maranh&o (20 pontos)

Hemettrius, aluno do MIT (Instituto Tecnologico do Maranhdo), acaba de testar na sua faculdade
um sensor de meteoros muito especial: ele s6 detecta a trilha de ionizacao se ela for perfeitamente
perpendicular a linha de visada do sensor. Ou seja, se o sensor aponta para um ponto P, o radiante da
chuva, ou o ponto de origem aparente, esta a 90° de distancia de P.

As 10:32, horario local, Hemettrius detectou meteoros no horizonte, exatamente na direco leste. Ani-
mado com seu brinquedinho novo, ele girou o sensor em 40,0° ao longo do horizonte, para o sul. Apos o
giro, ele s6 voltou a detectar meteoros da mesma chuva as 12:32.

Considerando a ascensao reta do Sol nesse dia de aproximadamente 7h25min, e ignorando a equagao do
tempo e a diferenca entre horario solar e civil, ajude nosso querido Hemettrius e encontre as coordenadas
equatoriais do radiante dessa chuva de meteoros. Considere também que o radiante esteve sempre acima
do horizonte nas duas observagoes e Maranhao esta em 42,0°N.

Solugao:

O radiante de uma chuva de meteoros deve estar no plano perpendicular ao ponto onde um meteoro
foi detectado pelo radar. No caso da primeira observagao, esse plano é o mesmo que contém o
meridiano local, o que restringe os possiveis valores de ascensao reta para o radiante. O primeiro
valor possivel é o da ascensao do meridiano local. Ao meio-dia, o meridiano local corresponderia a
uma ascensao reta de 7Th25min. Dessa forma, as 10:32, a ascensdo reta seria de 5h57min. A outra
possibilidade seria a ascensao reta de 17h57min, oposta ao meridiano local.

Note que para um intervalo tao curto, a diferenca entre o tempo sideral e o tempo solar é desprezivel,
entao nao fol necessario realizar nenhuma conversao nos calculos de ascensao reta.
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Na segunda observagao, um meteoro foi detectado no horizonte em um azimute de 130°. Dessa
forma, o radiante deve estar no circulo maximo que intersecta com o horizonte nos azimutes de
130° — 90° = 40° e 130° + 90° = 220°. Se o radiante estivesse no meridiano local na primeira
observacao, o azimute do radiante 2h depois da primeira observagao s6 podia ser de 40°. Da mesma
forma, o azimute da segunda observagao seria de 220° se o radiante estivesse originalmente no
meridiano oposto.

E possivel utilizar o seguinte triangulo esférico para determinar a declinacao do radiante:

R

Nesse triangulo esférico, ¢t corresponde ao tempo transcorrido entre as observagoes dos meteoros.

Considerando o caso do azimute de 40° e utilizando a férmula das quatro partes:

cos(90° — ¢) cos(t) = sin(90° — ¢) cot(90° — &) — sin(t) cot(180° — A)

. sin(t)
sin(@) cos(t) = cos(9) tan(8) + £
— tan(e) cos(t) 5@
tan(8) = tan(@) cos(?) cos(¢) tan(4)
tan(d) = tan(42°) cos(30°) — cos(ﬁls;l)(ign)MOO)

tan(8) = —0,02206
d = arctan(—0,02206)
§ = —1,26°

Note que no caso para o azimute de 220° o triangulo esférico utilizado é muito similar ao da imagem.
As tnicas diferengas sdo que o angulo do azimute corresponderia a A, ndo a 180° — A e que o angulo
t seria de 17h57min + 2h - 12h = 7h57min. Contudo, esse azimute seria inviavel porque o radiante
estaria abaixo do horizonte. Utilizando a férmula das quatro partes, é possivel concluir que a altura
do radiante seria negativa na segunda observagao.

Dessa forma, as coordenadas equatoriais do radiante sao 6 = —1,26° e a = 5h5Tmin.

7. Inflagdo (30 pontos)
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A teoria da inflagao césmica propoe um rapido periodo de expansao acelerada do universo logo apos o Big
Bang que elegantemente soluciona alguns dos desafios que o modelo padrao da Cosmologia (ACDM) néo
consegue explicar: o problema do horizonte; a geometria essencialmente plana do universo, e a auséncia
de monopolos magnéticos. Nessa questao, exploraremos condigoes fisicas para a ocorréncia da inflacao
e como ela pode ser alimentada pela dindmica de um campo escalar. Assuma, nos itens que seguem,
um universo plano e dominado por uma componente com equacao de estado P = we, em que P é sua
pressao e € = pc? a densidade de energia.

(a) (3 pontos) A densidade em termos do fator de escala pode ser escrita como
pla)oca™.
Encontre o expoente n em termos de w.

(b) (7 pontos) Para que universo esteja em um regime inflacionério, requeremos expansao acelerada
(@ > 0). Mostre que, para isso, devemos ter:

w < We.
E determine w,..

Agora, assuma que a componente € um tipo de matéria uniformemente distribuida no espaco, descrita
por uma fungéo escalar ¢ = ¢(t) (campo escalar homogéneo) associada a um potencial V(¢). E fornecido
que sua densidade de energia e pressao sao dadas por:

1. 1.
=P HVE), P=3F V(o).

(c¢) (2 pontos) Verifique que, para V » $2, 0 campo escalar respeita a condigao do item (b).
(d) (4 pontos) Encontre H em termos de ¢ ¢ Mp; = 1/v/87G.
(e) (14 pontos) Considere um potencial exponencial do tipo:

V($) = Voe o/,

onde V) e A sdo constantes. Supondo solugdes para ¢(t) e a(t) do tipo

o) = aln(Br), alt) = (f)

com «, 3, v e ty constantes, (i) determine a, 5 e 7, em termos de A\, Vi e Mp); (ii) sendo o fim
da inflagdo definido por @ = 0, mostre que o periodo inflacionario desse universo nunca cessa caso
A< /2.
Dica: Substitua ¢(t) e a(t) na primeira equac¢ao de Friedmann e na relagdo encontrada no item
passado.

Solugao:
(a) Partimos da equagao dos fluidos:
p+3H(p+P/c*)=0=p+3Hp(1+w)=0

Usando H = a/a, podemos escrever:

d ; d d
d—i =-3(1+ w)%p = ?p =-3(1+ w);a = p(a)oca=30Fw)
Portanto, o expoente pedido é:
n=-3(1+w)
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(b) Do item (a), temos:
p(a) = ppa™, com n=-3(1+w)

Substituimos esse resultado na primeira equagao de Friedmann para um universo plano:

.\ 2
a 8rG 8rG
= () =3 rla) = —5poa

a _ [87Gpy 9 da _ _ \/m
a_\/Ta e e e
a(t) t
J o172 4o = \/mj dt’ = \/mt + const
0 3 0 3
—n/2
@ - \/mt = a 2ot = a(t)octn = {7
—n/2 3

Portanto, derivando duas vezes, temos:

Separando variaveis:

Integrando:

Cujo resultado é:

Se: 5
t) = AtP -
alt) oM P30 )
a=AptP~', 4= Ap(p — 1)tP2
Queremos:

a>0 < pp—-1)>0

Sabemos que p > 0 sempre (para expansao) entao p > 1.

L>1:>2>3(1+ ) = <—1—
3(1 + w) e e
(c) Dado: .
1'2 1'2 P %(bQ—V
S P=—¢2— = -2r 7
=GBV, Pogd VO - T -t

Se V » ¢?2, entdo:

Logo, o campo escalar respeita a condigao para inflacao quando V' >» q52.
(d) Usamos a primeira equac¢ao de Friedmann:

= i (39 +v9)

Derivando em relagao ao tempo:

1
- 3ME,

(66 + V/(6)9) = 27 d(& + V'(9))

2HH
3MZ,
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Mas usando a equagao dos fluidos:

) 1 1 . ) ¢>
He——— (p+P)=———(¢®) = |H = —
VAT e T
(e) Dado:
N
V(6) = Voe ™M (1) — aln(Bt), a(t) - (f)
0
Calculamos:
° qb = % = q.52 = ‘Z‘—;
cH-ie

Usamos a equagao de Friedmann:

1 /1. 1
H2= =42 V _
o (39 7V9) = g

o Vi (Bt —Aa/Mp)
22 + Vo(Bt)

Mas também: )
H="T=p2="
t 12

Multiplicando ambos os lados por t2:

’YQZ 1 ai2+vﬁf)\a/Mp1t2f)\a/Mpl
amMz \ 2

Para que os termos de t cancelem, exigimos:

Substitufmos em H:

H:7¢}2 o a* o oAM3 2
2ME 2M3, 2 2MB N2t2 A2t2
E como:
Y p gl v 2 2
Heg=l=rg ==~ " x

Para 8, temos, pela Primeira Equacao de Friedmann:

1 Vo
3Mpy* = o + 7
Substituindo os valores
2Mp; 2 o  AME 9 4
R U Cha D N U

a2 b _ 1AM W _ 12Mg,  2Mg, Vo
Pl 4 2 22 32 A4 2 2
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Isolando 5:

Vo 12ME 2ME 2M3 (6 1) _2ME 6 N2
2

52 M 22 A2\ a2 A 22
L Vo _ 179%
2
20p 6o 2ME(6— A?)
g M|
~ Mpy '\ 2(6 — \2)

Por fim, temos que

_ 2Mp A2 Vo
o O(t) = 5\ 1n<MP1 2(6—)\2)t>

o= (2)”

Entao, para que o universo esteja em regime inflacionario, requeremos a > 0:

2
d>0:7>1:>ﬁ>1:

Como o fim da inflacdo requer A = /2, é notério que se A < 1/2 a inflacio nunca termina
dado que A é uma constante. Ou seja, um universo com tal mecanismo inflacionério estaria
eternamente em inflacdo!.

8. Can You Hear The Music? (30 pontos)

Muitos lembram de Julius Robert Oppenheimer como o pai da bomba atémica. Porém, poucos sabem que
ele também contribuiu para a ciéncia com uma equacao importante para o entendimento da estrutura
de uma estrela considerando a Relatividade Geral. Para um corpo simetricamente esférico que nao
rotaciona, pode valer o equilibrio hidrostatico dado pela Equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff:

ar P\ Gm(r)c* +4nGr®P
dr r[re —2Gm(r)]

c2

Nesta questao, trataremos de uma estrela de néutrons no limite de se tornar um buraco negro, isto é,
incompressivel e de densidade uniforme.

(a) (4 pontos) Quais seriam as condigOes necessarias para que a Equacao de TOV se aproxime do seu
caso cléassico?

(b) (15 pontos)Agora, considerando a equagao do caso geral, deduza uma expressdo para a pressao
no centro da estrela de néutrons, em fungao de sua massa M, seu raio R e constantes fisicas.

Dica 1: Se necessario, utilize as integrais abaixo:

d 1 21
J' x1:n|ax ‘—f—C
a

Tr— = 2a
x
a
ln‘f—l‘
J dx _ z L C
22 —ax a
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Dica 2: Se achar plausivel, utilize a mudanca de varidvel u = pc?> + P, em que p é a densidade da
estrela, ¢ é a velocidade da luz e P é a pressao em algum ponto.

(¢) (7 pontos) Sabendo disso, o que seria o limite minimo para o raio da estrela de néutrons em fungao
de sua massa M e constantes fisicas?

(d) (4 pontos) Encontre a maxima massa de uma estrela de néutrons em massas solares, sabendo da
densidade tipica de uma estrela de néutrons incompressivel p,, = 3,7 - 10*7 kg/m?3.

Solugao:

47r3
(a) Para uma densidade constante, m(r) = 7T3 P Dai, perceba que, ao termos P « pc? e

2Gm(r) « rc?, chegamos no caso classico:

P Gm(r)p

dr 72
_ 47 prd
(b) Tratemos a Equagdo de TOV, sabendo que m(r) = —5
ar P Gm(r)c? + 4nGr3P
dr 2 /) rlre —2Gm(r)]
dP P pr2c? 4+ 3rpP
> _anG il
dr i <p * 02) 3rc? —2G - 4r3p
dP 4nGr , pc? + 3P
& p) = T8
dr c2 (pc” +P) 3¢z — 8Gnrip

Para facilitar um pouco as contas e adequarmos a equagao para usar as integrais dadas, usemos
u=pc® + P e pc® + 3P = 3u — 2pc®. Perceba também que du = dP:

du  4nG u(3u — 2pc?)

dr 3¢t i_ 8§gpr
du B 4G dr
u(3u — 2pc?) 3ct ngf’r — %

Sabendo que, na superficie da estrela de néutrons, a pressao deve ser praticamente nula, ji
que o vacuo tem pressao praticamente nula, temos:

2
Jpc du JR 4G dr
2 2pc2 4 8nGp, 1
+pc2 u° — TH-u o ¢ r—

Pe 3c?
2
3 371 inG 3¢ | |8nGpR?
3 In 5 =—0" n >— — 1
2pc 2pc c 167Gp 3c
3(P. + pc?)
P. + pc? 2GM
n|l———=)=hy/|l—--1
3P. + pc? Rc?
A escolha do sinal no lado esquerdo foi feita para nao encontrarmos uma raiz quadrada nega-
2GM
tiva. O lado direito merece mais atengao: sabendo que Rs.p = 5— €0 Raio de Schwarzschild,

o raio de um buraco negro que nao gira nem tem carga, fica claro que R > R, j& que a estrela
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2GM 2GM
de néutrons ainda néo é um buraco negro. Com isso, fica claro que i —-1=1- Gf
Rc? Re?
Por fim, apos resolver esta simples equagao:
/ 2GM
1-— R 1
P. = pc? - 2GM
1—34/1—
Re?
1 2GM ]
P — 3M62 N Rc2 -
" 4AnR3 1—3: /1 2GM
B ~ Re?

(c) A press@o no centro nao pode ser infinita. Dito isso, reveja a sua expressio:

1 2GM 1
P — 3MC2 - R62 -
¢ 4nR3 131 2GM
a R
/ 2GM
Dai, o raio limite sera tal que é satisfeito 34 /1 — Rz~ 1. Com isso:
c
9GM
Riim = ———
: 4¢2
. ) GM 2GM ) . )
Se tivéssemos concluido que ez 1l = Tz 1, encontrariamos um raio negativo, o que
c c

deixa ainda mais claro o porqué da escolha correta no item anterior.

(d) Do item anterior:

R>Rl1;m=9i]2\/[
M > 47;pn (92‘]2\4)3
6
M < 2431:%
3
M<3% 37rp1nG

M < 5,92 MSol

Atualmente, a estrela de néutros mais pesada que observamos é a PSR J0952-0607, com massa,
M = 2,35+ 0,17 Mg,1. O limite que encontramos para a massa de uma estrela de néutrons ao
utilizarmos uma matematica mais rigorosa seria de cerca de 3 massas solares.
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Questoes Longas

9. Instabilidade em um Universo em Expansao (60 pontos)

Na Cosmologia, é comum aproximarmos o universo para homogéneo em largas escalas. No entanto,
em menores escalas, a densidade do universo apresenta pequenas variagoes, surgindo desde flutuagoes
quanticas até grandes estruturas astrofisicas como galaxias. Nessa questao, estudaremos como essas
pequenas variagoes relativas de densidade §(¢) evoluem com o tempo. Para facilitar o problema, iremos
focar em variagoes causados por grandes estruturas, maiores que galaxias, como aglomerados estelares.

Para o que segue, considere um universo composto por matéria, com densidade média pps(t). Em uma
regiao esférica de raio R, como a de um aglomerado estelar, uma pequena quantidade de matéria é
adicionada e removida, de modo que a densidade da regiao é dada por:

p(t) = par (t)[1 + 6(t)]

onde §(t) << 1. Suponha que o excesso de densidade na regido esférica é aproximadamente homogéneo
e que o universo esta em expansao.

(a) (3 pontos) Utilizando a Segunda Lei de Newton, mostre que a aceleracao da gravidade na superficie
da regiao esférica é dada por: )
R=—-aGppy (1+96)R
e encontre o valor da constante numeérica a.

(b) (7 pontos) Ao longo do tempo, a massa total na regido esférica mantém-se constante, ou seja, se
conserva. Sabendo disso, e de posse da dependéncia de pps(t) com o fator de escala a(t) para um
universo dominado por matéria, mostre que:

R(t)oca(t)?[1 + 6(t)]°

e encontre os valores das constantes numéricas b e c.
(¢) (10 pontos) Partindo da equacdo obtida anteriormente, mostre que:
R & . G-
—=—+4+déf+e-0
R a a
e encontre os valores das constantes numéricas d e e.
Dado: Se necessario use que:

da™ _ n—1
% = nr
(1@ = T g2y 4 piay 90
d df (9(x)) dg(x)

o flole)) = —2——

Para além do valor de R, para encontrar a dependéncia temporal de variagoes de densidade no universo,
precisamos encontrar o valor de a. Felizmente, é dado que a equagao da aceleracao para um universo
em expansao é da forma:

a 4G

a—_g?(E‘F?)P)

(d) (5 pontos) Mostre que, para um universo dominado por matéria:

G
- =—fGpm
a

e encontre o valor da constante numérica f.
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(e) (8 pontos) Uma vez de posse do valor de R e i, e com base nas equacdes obtidas anteriormente,
mostre que podemos obter a dependéncia temporal de §(t) pela seguinte equagio:

6+ gHS = hQH?S

e encontre os valores das constantes numéricas g e h. Note que 2 é o parametro de densidade,

definido por:
B 8rGpns

0= 7FM
3H?

Apesar de termos estudado o caso de um universo dominado por matéria, a equagao obtida acima é valida
para universos dominados para outros componentes, como radiagao e constante cosmologica. Tanto para
radiagao, quanto para constante cosmologica, temos que 2 << 1, de modo que podemos negligenciar os
termos com ().

(f) (10 pontos) Sabendo que para um universo dominado por radiacio acct'/?, mostre que para
radiagao:
(S(t) ~ By + ByInt

Vocé nao precisa encontrar as constantes By e Bs.
Dado: J
i
f — =lhz+C
T

(g) (6 pontos) De forma anéloga, mostre que para um universo dominado por constante cosmologica:
(5(t) ~ (C1 + 026_2Ht
Vocé nao precisa encontrar as constantes Cy e Cs.

Ja para um universo dominado por matéria, 2 = 1, e as equagoes ficam mais complicadas. Para o que
segue, suponha que para matéria 6(t) = Dt™.

(h) (11 pontos) Substitua o valor de d(t) = Dt™ para matéria na equagao diferencial obtida anterior-
mente e descubra as solugoes para n. Com base nisso, conclua que para matéria:

6(t) = Dyt?3 + Dyt ™?

Considere que para matéria a(t)octz/ 3. Vocé nao precisa encontrar as constantes Dq e Ds.

Solugao:
(a) Podemos simplesmente utilizar da férmula:
==
onde: RS
M = pM(l + 5) 7T3
logo:
4
R=—"pu(1+6)R
entao:
G
3
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(b) A conservacio de massa dentro da esfera diz que

M(t) = o (01 + SR

é uma constante. Dessa maneira, conseguimos obter que:
R(t)ocprr (8) 721+ 6(0)]71°
Perceba, contudo, que para um universo dominado por matéria:

par(t)ca(t)®

assim:

de modo que:

Derivando duas vezes em relagao ao tempo a equagao obtida anteriormente e simplificando,
obtemos que:

R 4 1 2a
—=—-——==-0—=-—0
R a 3 3a
assim:
de 2t
3
2
e =2
3
Sabemos que:
P = we

e é conhecido que para matéria w = 0, logo P = 0 e entao:

a  ArGpy
a 3
de modo que:
47
f=3

Combinando a equagao obtida no item (c¢) com a do item (a), obtemos que:

R_&_
a

7=

1 2(15_747erM(1+5)
3 3a 3

porém, sabemos que:
a 47TGP]W

a 3
logo, obtemos que:
2 a6 o 47TG/)]L1(5

1-
5=
3 3a 3
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Ou .. .
0+2H) = 4dmpp GO

reescrevendo em fungao de (2, obtemos:

. . 2
0+ 2H6 = Q70
assim:
g=72
3
h=2
2

g-¢_1r
a 2t
desse modo: 1
§+-6~0
* t
assim: .
@ 9
da ot
logo: )
do [ dt
5 t
tal que: .
Ind =—Int +C
ou seja:
. B
§~ =L
t

de onde obtemos: gt

assim:

6(t) ~ By + By Int|

(g) Para um universo dominado por constante cosmologica, a constante de Hubble H é uma
constante, assim:

S +2H5 ~ 0
ou seja: .
dd :
— = —2H¢
dt
assim: )
d—.(s = f2HJdt
)
logo:

Ind = —2Ht+C

de tal modo que:
5 _ k672Ht
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de onde obtemos:

J ds = kfe’Ztht

§(t) = Cy + Coe™ M

assim:

(h) Para a matéria, temos que:

g_o_2
a 3t

assim:

. 4. 9
b+ 50— 550=0

Substituindo §(t) = Dt™, obtemos a equagao:

4 2
n(n —1)Dt" 2 + 5Dt"*l ——=Dt"=0

3t2
ou 4 5
nn—-1)+-n—-=0
(n—=1)+gn—3
as duas possiveis solugoes para a equagdo acima sdo n = —1 e n = 2/3. Logo:

5(t) = Dit?*3 + Dyt™!

10. O Devorar de Kronos (70 pontos)

Os sistemas de anéis planetarios s@o complexas formagoes compostas por particulas de gelo, poeira e
rochas que orbitam um planeta, criando um disco ao seu redor. Presentes principalmente nos gigantes
gasosos do Sistema Solar, esses anéis variam em tamanho, densidade e composigao, sendo os de Saturno
(Kronos) os mais notorios. A origem desses anéis ainda ¢ debatida, mas as principais hipoteses sugerem
que podem ter se formado a partir da destruicao de luas ou cometas que chegaram perto demais dos
planetas e foram despedacados pelas forcas de maré, ou entao serem remanescentes de material primordial
que nunca se aglutinou para formar satélites.

Para os itens a seguir, adote Mg = 5,7 x 1026 kg para a massa de Saturno, Rg = 5,8 x 103 m para o seu
raio e ag = 1,43 x 10'? m para a sua distancia ao Sol. Além disso, deixe as respostas finais algébricas
em termos somente das varidveis definidas no enunciado da questao e de constantes fundamentais.

(a) (4 pontos) Considere um satélite natural esférico, rigido e homogéneo que orbita Saturno. Sabendo
que sua densidade é p = 1,9 g - cm ™3, o quéo préximo do centro de Saturno esse satélite deve chegar
para que comece a se fragmentar? Assuma que o satélite nao rotaciona.

Dica: Se necessario, utilize que (1 + @)™ ~ 1 + na para a < 1.

(b) (5 pontos) Determine uma expressao para a distincia do item anterior, agora considerando que o
satélite rotaciona com velocidade angular w em torno de seu proéprio eixo.

(¢) (2 pontos) Na pratica, nenhum satélite natural é completamente rigido como o do item (a). Alguns
satélites até se aproximam mais de fluidos. Nesse sentido, espera-se que a distancia para que uma
lua real se desintegre seja maior ou menor que a calculada no item (a), admitindo que ela tenha a
mesma densidade p? Justifique.

A dinamica dos anéis planetarios é regida por uma série de processos e efeitos fisicos que, combinados,
determinam sua estrutura, estabilidade e evolugao ao longo do tempo, como colisdes entre particulas,
interacOes magnéticas e ressonéncias orbitais. Nos proximos itens, iremos analisar o efeito da radiagao
solar em graos de poeira do sistema de anéis de Saturno. Mais precisamente, estudaremos (de maneira
simplificada) o efeito Poynting-Robertson, um processo em que pequenas particulas em érbita gradual-
mente perdem momento angular — o que faz com que elas espiralem lentamente em direcao ao corpo
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central — devido & continua reemissao anisotrépica (no referencial da estrela) da radiagdo estelar que
absorvem. No referencial da particula, essa emissao é isotropica e, como veremos mais para frente, o
efeito pode ser explicado pelo fato de que os raios de luz solar chegam a particula levemente inclinados
devido ao seu movimento orbital.

Para os itens abaixo, considere uma pequena particula de poeira esférica de raio R e densidade p em
orbita circular ao redor de Saturno. Admita que a particula absorve 100% da radiacao solar incidente e
que se encontra em equilibrio.

(d) (8 pontos) Estime uma expressao para a taxa aproximada com que a particula de poeira perde
momento angular. Denote o momento angular por J e deixe a expressdo em fungio de J.

Dica: Modele a reemissao de radiagao como se a particula estivesse perdendo uma massa efetiva

dm, associada & energia irradiada via E = mc?.

(e) (12 pontos)

(i) Encontre uma expressao para ¢, o tempo que a particula, inicialmente em uma orbita de raio
ro em torno de Saturno, leva para chegar & superficie do planeta devido & perda gradual de
momento angular. Considere que a orbita da particula é sempre aproximadamente circular e
que sua distancia ao Sol é constante.

(ii) O raio médio das particulas de poeira do anel E de Saturno é de 1 um. Se a densidade dessas
particulas é 3,0 g- cm ™3, quanto tempo uma particula tipica do anel E levaria para espiralar
até Saturno a partir de uma distancia inicial 5Rg?

(f) (2 pontos) Compare o valor calculado no item anterior com a idade estimada do Sistema Solar
(4,6 Gyr). Com base nessa comparagao, o que pode-se afirmar a respeito da permanéncia do anel
E do sistema de Saturno?

O efeito Poynting-Robertson também age como um mecanismo de limpeza do sistema solar como um
todo, ao fazer com que pequenas particulas em orbitas interplanetarias sejam gradualmente “sugadas” ao
Sol. Neste contexto, é oportuno analisar, do ponto de vista dos graos de poeira, o fenémeno da aberragao
da luz — devido ao movimento da particula, a radiagao estelar parece vir de uma direcao levemente
deslocada, a frente da diregao real da fonte; a absorcao dessa radiagao faz com que a particula “sinta”
uma for¢a de arrasto contra seu sentido de movimento. O angulo (chamado de adngulo de aberragéao)
entre a diregao real da fonte de luz (estrela) e a diregao aparente em que ela é observada é extremamente
pequeno, uma vez que a particula se movimenta com uma velocidade v « ¢. A principio, podemos
calcular o angulo de aberracao a partir da formula

sin 6

tan ¢ = ~(v/c + cosb)

onde v é o fator de Lorentz; ¢ e 6 sao os angulos entre a diregao de chegada da luz e a dire¢cao do
movimento da particula no referencial da particula e no referencial da estrela, respectivamente.

(¢) (8 pontos) Demonstre a formula dada.

Para os itens abaixo, considere um pequeno grao de poeira esférico de raio R’ e densidade p’, inicialmente
em Orbita circular ao redor do Sol de raio a € Rg.

(h) (12 pontos) Encontre a expressdo para a taxa de perda de momento angular dessa particula
utilizando a formula da aberragao da luz.

(i) (15 pontos) Encontre a expressao para o tempo t' necessario para que a particula chegue ao Sol
devido ao efeito Poynting-Robertson.

Solugao:
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Referencial da estrela Referencial da particula

Particula

Figura 2: Aberragao da luz.

(a) A distancia teérica minima ao centro de um corpo central para que um corpo secundario se
desintegre devido a for¢a de maré é o chamado limite de Roche. Para deduzir uma expressao
para o valor dessa distancia x, esquematizamos a situagao de maneira genérica:

M

Onde M é a massa do corpo central; m e 7 sdo a massa e o raio do corpo secundério. Sejam A
e B os pontos do corpo secundario mais proximo e mais distante do corpo central, respectiva-
mente. Sendo g, o campo gravitacional do corpo central e g; o campo gravitacional do corpo
secundéario, podemos determinar os médulos das aceleragoes gravitacionais em cada ponto:

g o GM Gm
gaA = Ge gs = (1‘ — 7’)2 )
GM Gm

= + = 4+ -
9B Ye Js ((E i 7“)2 2

Como o satélite é rigido, nao ha deformagao e a aceleracao relativa entre A e B deve ser zero:

ga—9p =0
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GM Gm GM Gm

(.’L‘—T)z_TT:(:C-FTP_'—TT
GM rN~2 Gm GM rN—2 Gm
= (-2 - (D) %

Como z » r, podemos utilizar a aproximagao (1 4+ )" ~ 1 + nz para = « 1:

GM< 27“) Gm GM( 2r> Gm
Sacly S R N

22 x r2 2 x r2

oIM 1/3
m

(3Ms)1/3
r~ | —=
2wp

Substituindo os valores dados no enunciado,

(3~5,7><1026
Tr =~

1/3
219><103> =>‘xm5,2><107m
-1,

(b) Nesse caso, é preciso levar em conta a contribui¢ao da forga centrifuga:

GMg Gm 9

A= e = gs ¥ ey = Sy T T T W
GMg Gm 9
95 =getgs —lef = e T e T
GM, G GM, G
3_752fir2n+w2r=752+—;nfw2r
(x—7) T (x+7) r
GM, -2 G GM, -2 G
23(1—Z> ——T—!—oﬂr: 25(14-1) +7T—w2r
x x T x
GM 2 G GM, 2 G
QS<1+T>ZL+w2T% QS<1T>+Tw2r
T T r x x r
A4GMgr  2Gm 9 3 AGMgr3
— X —2wr =1~

3 r2

(¢) No caso de uma lua real de densidade p, o limite de Roche seria maior que o calculado no item
(a), pois a forga de maré causaria a deformagao do satélite na dire¢ao do eixo que liga o centro
do corpo ao centro de Saturno. Com isso, um ponto na superficie do satélite nessa diregao
estaria mais longe do centro, ficando sujeito a uma forga gravitacional menor. De fato, um
calculo mais rigoroso do limite de Roche para o caso de um satélite perfeitamente deformavel

1/3
resulta em uma distancia x ~ 2,43 (%‘fj) .

(d) O momento angular da particula de massa m é J = mor, sendo r o raio de sua orbita e v a
sua velocidade orbital. Como o decaimento orbital da particula é um processo extremamente
lento, é possivel assumir que v e 7 permanecem praticamente constantes durante um intervalo
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de tempo infinitesimal. Com isso, podemos escrever a taxa de perda do momento angular da
particula como:

dJ dm
at ~ dt '
Em seguida, associando a energia irradiada por meio de um féton a uma massa efetiva, temos
dJ wrdE,
a2 dt

Se a particula absorve radiacao solar e reemite isotropicamente no seu referencial, a energia
que ela emite por unidade de tempo é sua luminosidade, que é igual & energia que absorve (em

equilibrio).
aB, __(dB S
dt - dt absorvido 47TG’S

Assim, podemos concluir que

dJ  LoR?
dt  4mc2a %
dJ 3Lo

Y ey
dt 16w Rpc?a%

(i) Integrando a expressdo encontrada no item anterior, obtemos uma expressdo para ¢ em
termos dos momentos angulares final e inicial:

fJf y o 3L® J~t ”
5 J  16mRpca? )

J 3L, 167 pc? Jy
(L) =20 st = P R’
Jo 16mRpc?ag 3Lg Jo

Sendo a orbita da particula sempre aproximadamente circular, temos

J(r) = mor = WR?’ F \/}TS

. 87r,ac2 9 )
At = Railn [ —
3Lo S\ Rs

(ii) Substituindo os valores dados na formula encontrada,

81 -3 x 103 - (3,0 x 108)2
3-3.83 x 1026

t= 1x107%. (1,43 x 10'%)?In(5)

t~1,9x10%s

'.‘t ~ 6,2 x 10° anos‘

O tempo calculado no item anterior ¢ muito menor que a idade estimada do Sistema Solar.
Dessa forma, a permanéncia do anel E de Saturno indica que ha alguma fonte de material que
reabastece esse anel de forma continua — caso essa fonte nao existisse, o ténue anel se dissiparia
em um tempo relativamente curto devido aos efeitos da radiagao solar, principalmente. Apenas
a titulo de curiosidade, a hip6tese mais aceita é a de que sao os géiseres criovulcanicos de
Enceladus (o sexto maior satélite natural de Saturno, que orbita o planeta dentro do anel E)
as fontes que sustentam o anel. Essas estruturas ejetam particulas de gelo e outros materiais
que, entao, podem escapar da gravidade do satélite e realimentar o anel.
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(2)

A luz se propaga com angulo 6 em relagao ao eixo x no referencial do Sol. As componentes da
velocidade da luz nesse referencial sao:

Uy = ccosf Uy = csinf

Ja a particula estd se movendo com velocidade v no sentido +x em relagao ao Sol. Devemos
fazer a transformagao da velocidade da luz para esse referencial em movimento. Temos

, Uy + U ccosf+v

v 1+uzv/c®  1+wvcosh/c

u

,_ Uy csinf

Yy Y(1 + uzv/c?) - ~¥(1 + vecosb/c)

No referencial da particula, a luz se propaga com um angulo ¢ tal que

u

I
1
tan ¢ = —
um

sin 6

| tane = v(v/c + cosb)

No referencial da particula, os raios de luz emitidos pelo Sol chegam & particula levemente

inclinados devido & aberragao da luz. Isso faz com que a forca de pressao de radiagao tenha

uma pequena componente tangencial & 6rbita — e é essa componente que desacelera o grao

de poeira.

Como a particula absorve completamente a radiagao solar incidente e reemite essa energia
isotropicamente em seu referencial, a forca de pressao de radiagao é

F L@’/’I’]’%’2

rad = T, 5

4drac

Para determinarmos a componente tangencial dessa forca, precisaremos do angulo de aberra-
¢ao. Como v/c « 1, v & 1 e a formula dada se reduz a

tan & sin 6
ang = ————
(v/c+ cosb)
Para 6 = 90°, temos
c
tan¢ = —
v

Mas queremos 6 — ¢, entao
tan(f — ¢) = cot ¢ = ‘
c

E, como o angulo de aberragao é pequeno,

0—¢=~

ol

Assim, a componente tangencial da forca sera

v L@?TR/Q

=2
c 4ma?c

A taxa de perda de momento angular que queremos calcular é o torque associado a essa forga,
logo

dJ v Lo R

-z a

dt ¢ 4a2c
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y -~ LQR/Q
dt — 4mc2a?
dJ 3Lg

|ar _167rR’p62a2J

(i) Partindo da expressdo encontrada,

y -~ LGR/Q
dt — 4mc2a?

d(va) LoR?
dt  4mc2a? (va)

Substituindo v = 1/GMg/a, simplificando e integrando, temos:

d ( GM®a> __LoR® [GMg

dt a  4mc2a2 a

1 [GMyda  LoR? [GMg
2 a dt  4mcla a

Rp t! L R12
da = — O _ it
J aca JU 2mc?

B LQR/Q t/
2mc?

Como a » Rp,

g meta
- L@R'2

/.2

dmp'c
3Lo
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Grade de Correcao
G

Item (a) 4 pontos
+ 0.5 Argumentar que, como o satélite é rigido, g4 = ¢gp.

+ 2 Desenvolver a equagao e aplicar aproximagoes apropriadamente.

+ 1 Expressao final correta.

+ 0.5 Valor ntimerico correto.

Item (b) 5 pontos
+ 2 Adicionar a contribuigdo da forca centrifuga a aceleragdo nos pontos A e B.

+ 2 Desenvolver a equagao e aplicar aproximagcoes apropriadamente.

+ 1 Expressao final correta.

Item (c) 2 pontos
+ 2 Argumentar que a distncia (limite de Roche) seria maior que a calculada no item (a)
pelo fato de um satélite real ser deformavel.

Item (d) 8 pontos
+ 0.5 Escrever a expressao geral para a taxa de perda de momento angular % = % (mor).
+ 3 Argumentar que pode ser feita a aproximagao ‘fi—‘t] ~ %UT, uma vez que o processo de

decaimento orbital é extremamente lento.

+ 3 Associar a energia irradiada por meio de um féton a uma massa efetiva para escrever a
taxa de perda de momento angular como % ~ 7 diw.

+ 1.5 Utilizar a expressao para a luminosidade da particula e chegar na expressao final
correta.

Item (e) 12 pontos
+ 4 Obter uma expressao para t em termos dos momentos angulares final e inicial.

+ 3 Determinar a razao entre os momentos angulares final e inicial.

+ 3 Expressao final correta.

+ 2 Valor numérico final correto.

Item (f) 2 pontos
+ 2 Inferir, com base na comparagao (t « 4,6 Gyr), que o anel ja teria se dissipado ha muito
tempo caso nao existisse alguma fonte de matéria que o reabastecesse continuamente.

Item (g) 8 pontos
+ 1 Escrever as componentes da velocidade da luz no referencial do Sol.

+ 3,5 Escrever as férmulas de adi¢ao de velocidades relativistica para passar para o referencial
da particula.

+ 2,5 Escrever tan ¢ = uy /u,.

+ 1 Chegar na expressao esperada.

Item (h) 12 pontos
+ 2 Partir da formula geral dada e determinar o dngulo de aberragéo 6 — ¢ ~ v/c, argumen-
tando que v < c.

+ 4 Escrever a expressao para a componente tangencial da forga de pressao de radiagao.

+ 4 Argumentar que a taxa de perda de momento angular pedida é o torque associado a essa
forga.

+ 2 Expressao final correta.

Item (i) 15 pontos
+ 6 Utilizando o fato de que v = /GMg/a, obter uma expressdo com %.
+ 5 Integrar @ em relagao a @ no intervalo a a Rg.

+ 2 Utilizar o fato de que a » Rg.

+ 2 Expressao final correta.
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