y LISTA 3
’ “ SELEGCAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS
——

OLIMPIADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2026
ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. A lista é composta por 4 problemas nao avaliativos
2. Pratique escrever solugoes legiveis.

3. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolugao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Permissividade magnética do vacuo (ug)
Ao medido em laboratorio

Raio do atomo de hidrogénio (rp)

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-1073 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W .m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpec™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

47 -1077 H/m

656 nm

37 pm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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1. Modela Ai: Protoestrela

Considere uma protoestrela esférica e homogénea de massa M e raio R, inteiramente composta de
um gés ideal com coeficiente de Poisson v e massa molecular média . Nosso objetivo é deduzir,
a partir de um modelo fisico simplificado, a evolugdo temporal no diagrama HR desse corpo
enquanto sua luminosidade é sustentada pelo mecanismo de Kelvin—Helmholtz. O processo pode
ser tratado como quasiestatico, ou seja, a estrela se contrai lentamente de modo que, em cada
instante, ela esteja praticamente em equilibrio hidrostatico. Durante toda a questao vocé nao
precisa se preocupar com casos que surgem de valores ou relagoes especifica para as constantes.

(a) Deduza as expressoes para os perfis internos de P(r) e T(r) no corpo em fungéo da pressio
na superficie Py, densidade p, raio R e constantes fisicas relevantes.

No mecanismo de Kelvin—Helmholtz, a estrela em contragao libera energia gravitacional que é
convertida em energia térmica e irradiada na forma de luminosidade. Esse processo de liberagao
de energia é responséavel por sustentar temporariamente a luminosidade da protoestrela antes
do inicio da fusao nuclear. Para realizar os proximos itens, vocé pode usar o teorema de Virial
modificado, que correlaciona a energia autopotencial gravitacional 2 e a energia interna do gas U
como

Q+3(y— 1)U = 47 P, R®.

b) Deduza a expressdo para a energia autopotencial gravitacional do corpo em funcao de M, R
e constantes fisicas.

¢) Deduza a expressao para a energia total do gas F em funcao de M, R, P. e constantes fisicas
relevantes.

Para estrelas de baixa massa, o envelope superficial é altamente convectivo, de modo que a tempe-
ratura efetiva da superficie muda muito pouco. Nesse regime, podemos assumir aproximadamente
T, constante.

(d) Determine a relacio R(t) da estrela durante a contracdo Kelvin-Helmholtz, considerando
que inicialmente a nuvem tem raio Ry. Deixe sua resposta em funcao de Ry, v, Ts, M e
constantes fisicas.

(e) Calcule o tempo necessario At para que a protoestrela comece o seu processo de ignigao,
ou seja, que tenha temperatura o suficiente para iniciar o processo de fusao de hidrogénio
em seu nicleo. Dados: Ry = 4.5Rg, M = Mg, v = %, = 0.61mp, Tiusao do H = 107K e
Ts = 4000 K.

Mesmo sob essa aproximacao, a superficie do corpo ainda apresenta uma fina zona radiativa,
responsavel por regular a emissdo de energia para o espago. A pressdo na superficie pode ser
aproximada pela condi¢ao de Eddington:

_ 29
8*3“{/7

onde g é a gravidade superficial e k a opacidade.

(f) Mostre que a opacidade deve variar com a temperatura e a densidade de tal forma que
existam a; e as tais que kKocp® T2 e calcule os valores desses expoentes.

Em protoestrelas mais massivas ou em fases posteriores da evolugao, a temperatura superficial
pode variar significativamente e o envelope pode ser parcialmente radiativo. Nesse caso, a evolugao
de R(t) precisa levar em conta a variagdo da energia térmica interna, e a opacidade pode seguir
uma lei de poténcia do tipo

k= kop"To".

(g) Derive uma relagdo para R em fungao de Ts, n, m e constantes, e determine a inclinacao
da trajetoria da estrela no diagrama HR, a seguir esta representado um diagrama HR para
referéncia.
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Figura 1: Diagrama HR, modificado a partir de (CHIOSI, Cesare; BERTELLI, Gianpaolo; BRESSAN,
Alessandro)

2. Equacao de Lane-Emden e Estrelas de Néutrons

Estrelas sao sistemas autogravitantes em equilibrio hidrostatico, nos quais a tendéncia de colapso
gravitacional é equilibrada por gradientes de pressao interna. Esse equilibrio pode ser descrito, no
regime classico (newtoniano), por duas equagoes fundamentais: a equagao de equilibrio hidrosta-
tico e a equagao de conservacao de massa.

Explicitamente, essas equagoes sao dadas por:
dP Gm(r)p(r) dm 5
= A 2y
dr r2 ’ dr e ().

onde:

e P(r) representa a pressao local a uma distancia r do centro da estrela;
e p(r) é a densidade de massa;
e m(r) é a massa contida dentro de uma esfera de raio r;
Essas equagoes, por si s6, nao formam um sistema fechado. Para resolvé-las, é necessario especi-

ficar uma equagao de estado, que relacione pressao e densidade. Um dos modelos utilizados em
astrofisica é o modelo politrépico, no qual se assume:

P = Kp1+1/’n
onde K é uma constante (dependente da fisica do sistema) e n é o chamado indice politropico,
que caracteriza o tipo de matéria estelar.

Esse modelo permite descrever, de forma aproximada, diferentes regimes fisicos (desde gases ideais
até matéria degenerada em estrelas compactas).

Parte I: Equagao de Lane-Emden

Para simplificar o problema, podemos introduzir algumas variaveis adimensionais. Defina:
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onde:

pe = p(0) é a densidade central da estrela;
6(¢) é uma fungao adimensional que descreve o perfil de densidade;
& é a coordenada radial adimensional;

a é um fator de escala definido por:

(n+ 1)K,Oi/n71
A7 G

Essas transformacoes permitem reduzir o sistema original a uma tnica equacao diferencial adi-
mensional.

(a)

(d)

Mostre, a partir das equacoes de equilibrio hidrostatico e conservacao de massa, juntamente
com a equagao de estado politropica e as varidveis adimensionais acima, que a fungao (&)
satisfaz a equacao de Lane-Emden:

1d (,do\
fdf(gdﬁ> ?

Analise o comportamento fisico da solugao préxima ao centro da estrela. Quais sdao as
condigoes de contorno apropriadas para 6(§) em & = 0?7 Justifique sua resposta com base em
regularidade fisica e simetria esférica.

Além disso, explique como se define a superficie da estrela em termos da funcao 6(¢). Qual
é o significado fisico do primeiro zero de 67

Utilizando as defini¢oes introduzidas, mostre que a massa total M e o raio R da estrela
podem ser escritos como:

M = 4na®p, (—ﬁ@’(fl)) , R = af,

onde &; é o primeiro zero de 6(&).
Interprete fisicamente o fator —£76'(¢1).

A partir das expressoes obtidas, elimine p. e deduza a seguinte relagao:

MocRG=m/(=m) (g 2 1)

Parte II: Aplicacao a uma estrela de néutrons

Estrelas de néutrons sao objetos extremamente compactos formados apds o colapso gravitacional
de estrelas massivas. Uma aproximacao simplificada consiste em modelé-las como um sistema
politropico com indice n = 1, isto é:

P =Kp?

Para esse caso especial, a equagao de Lane-Emden possui solugao analitica:

com:
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1=, *5%91(51) =7

Observagoes astrofisicas indicam que estrelas de néutrons tipicas possuem massa da ordem de
1,4 Mg e raio da ordem de 10 km.

(e) Utilizando os resultados da Parte I, obtenha uma expressao explicita para a constante K em
termos da massa total M e do raio R da estrela.

(f) Calcule numericamente o valor de K para:

M =14My, R=10km

(g) A partir dos resultados obtidos, estime a densidade central p. da estrela. Em seguida,
determine a pressao central P,.

Ademais, compare a densidade encontrada com a densidade nuclear tipica:

Pruc ~ 1017 a 1018 kg/m3

Parte III: Correcgoes relativisticas

Para estrelas extremamente compactas, como estrelas de néutrons, a descrigao newtoniana nao se
mostra suficientemente adequada. Nesse regime, deve-se utilizar a relatividade geral. A equacao de
equilibrio hidrostatico é entao substituida pela equagao de Tolman—Oppenheimer—Volkoff (TOV):

dP Gm(r P 43 P 2Gm(r)\ !
ar_ _Gmlrlp (P (AP () 26m(n)
dr r2 pc? m(r)c? c2r
Essa equagao pode ser vista como sendo a versao newtoniana multiplicada por trés fatores corre-
tivos associados a efeitos relativisticos no sistema.

(h) Discuta o papel fisico de cada um dos fatores corretivos:

e O termo 1+ p—‘z;: interprete o papel relativistico da pressao no desequilibrio hidrostatico.

4nr3P
m(r)c?”

e O termo 1+

discuta sua relagdo com a energia interna do fluido.

1 . .
e O fator (1 — Qg’f) : relacione com a curvatura do espago-tempo e com o raio de

Schwarzschild.

. O Sol queima?

Diferentemente da crenga popular, o Sol e as estrelas nao sao bolas de fogo que emitem energia por
combustao. Em vez disso, elas produzem sua energia a partir de reagoes entre ntcleos atémicos,
chamadas de fusdo nuclear. Como essas rea¢oes produzem novos elementos, esse processo também
é conhecido como nucleossintese estelar. Entre as reagoes de nucleossintese estelar, as principais
cadeias de reagOes sao a cadeia proton-proton, ciclo CNO e reagao triplo-alfa, representadas a
seguir:

e Cadeia proton-proton (Cadeia pp):

41HY +2e — %He2++21/€
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e Ciclo Carbono-Nitrogénio-Oxigénio (Ciclo CNO):

Cl2+Hl—>Nl3+’y
NY¥ — CB e +v
013+H1—>N14—|—’7
NY 4+ H' - 0" ++
O > N¥ et +v
N15+H1—> Cl2+He4

e Reacao triplo-alfa:

2 He* — Be®
Be® + Het — C12 + 2y

a) Encontre as reagoes reduzidas para o ciclo CNO e a reacao triplo-alfa.

b) Determine a energia total por reagdo emitida em cada tipo de cadeia reacionaria. Descon-
sidere a energia das particulas liberadas que ja estao representadas. Dados: Ay = 1.008 u;
Apge =4.003 u; Ac =12 u; Ay =1 w.

c¢) Agora, indique qual reagdo possui maior razao energia produzida por mol de H entre a cadeia
pp e a combustao do Hy descrita pela equagao quimica:

2Hs + Oy — 2H50 + 484 kJ

Entre as reagoes nucleares estelares a predominante em determinada estrela pode ser prevista a
partir de sua temperatura sendo a cadeia pp mais comum proéximo a 4 - 106K, o ciclo CNO em
temperaturas da ordem de 1,7-107 K e, por fim, a reacdo triplo-alpha necessitando de temperaturas
ainda maiores, proximas de 103K. Essa mudanca ocorre porque o aumento da temperatura eleva
a velocidade das particulas na estrela, permitindo que niicleos com maior repulsao eletrostatica
consigam se aproximar e reagir. Além disso, temperaturas mais altas aumentam a razdo entre
ions e atomos neutros, fenémeno descrito pela equagdo de ionizagdo de Saha, a qual serd analisada
no resto da questao.

No equilibrio termodinédmico local entre dois estados A e B de uma particula, o nimero de parti-
culas nesses estados N4 e Np é descrito pela equagao de Boltzmann:

Ny ga —(Fa— EB)
— =—exp——————
Np  gs kT

Onde E; é a energia do estado i, g; é o peso estatistico do estado i, k é a constante de Boltzmann
e T a temperatura do sistema. A partir dessa expressao, iremos derivar a equagao de ionizagao
de Saha. Considere o estado A como o atomo ionizado (estado +) e o estado B como o dtomo
neutro (estado 0).

d) Encontre a diferenga de energia entre os estados 0 e + (E — Ey) em funcio da energia de
ionizagao x, do momento p do elétron livre, da massa m, do elétron e constantes. Considere
o caso semiclassico.

Agora, iremos entender os pesos estatisticos de cada estado. Para o estado 0, seu peso estatistico
sera simplesmente go. No entanto, para seu estado ionizado, seu peso estatistico sera a multi-
plicacao entre o peso estatistico proprio do ion g4 e o peso estatistico dos elétrons dg., onde o
carater infinitesimal surge porque estamos considerando elétrons com momento especifico p em
vez de todos os possiveis valores. O peso estatistico dos elétrons equivale a todos os estados que
elétrons podem assumir no espago de fase considerando que seu momento p pode ser decomposto
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em pg, py € P, € o principio de exclusao de Pauli. A imagem a seguir mostra uma representagao
da existéncia de varios vetores com mesmo modulo (mesma energia), mas diferentes componentes.

z

Figura 2: Imagem da decomposi¢ao de dois vetores momento com mesmo moédulo, mas diferentes
componentes

Além de um mesmo valor de momento possuir diversos conjuntos de componentes, o espago de fase
quéntico que estamos analisando corresponde a um espaco de seis dimensoes, cujas coordenadas
sdo as posicoes (z, y, z) e os momentos (pg, py, p-). Um fato muito importante desse espago
é que ele nao é continuo, pois podemos dividi-lo em pequenos cubos de dimensoes h, de acordo
com o principio da incerteza de Heisenberg. A situacao para os eixos p, e x esta representada na
imagem a seguir:

Px

X

Figura 3: Imagem da representacdo do espago de fase em uma dimensao dividido em pequenos com-
partimentos h

e) Com o auxilio das imagens e seus conhecimentos, escreva uma expressao para o ntmero total
de estados disponiveis (células ocupados por elétrons vezes o nimero méaximo de elétrons em
cada célula) que elétrons com momento entre p e p + dp podem possuir no espago de fase em
fungao de p, da densidade de elétrons no espaco ordinario (real) n. e constantes. Esse valor
é o0 peso estatistico dg. dos elétrons.

f) Com todas as informagoes encontradas até agora, encontre uma expressao para a razao entre
as densidades de fons ny e a densidade de atomos neutros ng em fungao de n., go, g+, a
energia de ionizagao x, a temperatura do sistema 7', a massa m. do elétron e constantes.

Dica: SSO rie~dy = \/7?
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A expressdo encontrada é a chamada equacao de Saha. FEssa expressdo possui diversos usos em
Astronomia, podendo ser utilizada para explicar a classificacdo espectral de estrelas, entender sua
composicao e estimar a idade do universo. A seguir, iremos utilizé-la em alguns contextos:

g) Utilize a equagao de Saha derivada anteriormente para encontrar uma expressao que relacione
o estado neutro com o estado — do atomo em func¢ao da densidade n_, o peso estatistico g_
do estado —, ng, ne, go, Xion @ energia de ligacao do elétron no estado —, T', m. e constantes.

h) Sabendo que a energia de ionizagdo do hidrogénio ¢ y, = 13.54 eV, a energia de ligacao do
elétron no H~ € 0.7 eV, a temperatura da fotosfera do Sol é T' = 6000 K e o termo P, = n kT

é a pressao eletronica que para a fotosfera do Sol tem valor P, = 30 Pa , encontre as razoes
H* H~
—— e —— entre as densidades do hidrogénio neutro e de suas formas ionizada e negativa na

fotosfera solar. Dica: Para encontrar os pesos estatisticos dos estados do hidrogénio pense
nas combinagoes de spin que os elétrons ligados ao 4tomo em cada estado podem ter. Dado:
me =9.1-1073 kg

4. Moto Moto observagoes

Moto Moto decidiu fazer uma observacao de 2 dias. Naturalizado em Fortaleza, ele decide observar
o céu no meio do Parque do Coco, envolto pela iluminacao da cidade. Ele observou uma estrela
com um telescopio motorizado (0 motor mantém a estrela sempre centrada no mesmo conjunto
de pixels do CCD). O CCD mede o sinal vindo de uma estrela a uma taxa R(f) em unidades
proporcionais a e~ /s (elétrons acumulados em um pixel por segundo).

Dia 1 (com estrela): Moto Moto acompanhou a estrela desde o nascer até o por e registrou a
taxa total Ry(t). Dia 2 (sem estrela): ele repetiu a mesma trajetoria de apontamento (mesmos
horarios), mas sem a estrela no campo (céu “vazio”), obtendo uma medida associada a poluicao
luminosa.

Assuma que:
e 0 detector tem um termo de ruido instrumental constante na leitura de qualquer sinal R,
(independente do tempo);
e no dia 2, Moto Moto obteve a tabela de R,(t) (a forma do comportamento urbano);

e o ruido total efetivo (em taxa) é a sobreposi¢do do ruido associado ao instrumento e um
ruido desconhecido;

e O sol fica abaixo do horizonte durante todo o tempo de observacao.

Além disso, neste experimento a estrela passa pelo zénite na culminacao: Moto Moto estava
aproximadamente no equador (¢ ~ 0°) e escolheu uma estrela com declinagao 6 ~ 0°.

Tabela (dados). Horérios de 30 em 30 min (18:00-06:00). No Dia 1 mede-se R;(t); no Dia 2
mede-se Ry(t).

(a) Esboce o grafico R;(t) x t (todos os pontos do Dia 1).

(b) O que a tabela do Dia 2 (valores de Ry) representa fisicamente?

(c) Estime o valor do ruido constante por segundo R. do telescopio. Justifique.

(d) Dé um motivo coerente para uma flutuacdo para cima em R;(t) e um motivo coerente para
uma flutuagdo para baixo em R;(t) em relacao a tendencia dos dados.

(e) Monte uma tabela do termo desconhecido “puro” R (isto é, excluindo o termo constante
do telescopio) e explicite sua relagdo com Ro.

(f) Explique de forma qualitativa o comportamento de Rs3(t) ao longo da noite e identifique a
fonte dominante.

(g) Monte uma tabela com os dados do sinal vindo unicamente da estrela, excluindo os dados
contaminados por fatores externos (justifique quais pontos excluiu).
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Tabela 1: Taxa observada pelo CCD. Dia 1: R;(t); Dia 2: Ra(t).

Hora R, Ry

18:00 592.340 230.489
18:30  643.637 180.369
19:00 663.478 139.471
19:30  669.502  107.266
20:00 670.242  83.320
20:30  669.465 66.570
21:00 670.368 57.355
21:30  742.652 126.593
22:00 739.483 119.330
22:30  674.252  50.122
23:00 674.759  50.013
23:30  674.890  50.000
00:00 674.900 50.000

Hora Ry Ry

00:30 674.890  50.000
01:00 674.759  50.013
01:30 674.252  50.122
02:00 268.464 50.589
02:30 268.242  51.551
03:00 267.954 53.400
03:30 660.250 57.355
04:00 670.242  83.320
04:30 669.502 107.266
05:00 663.478 139.471
05:30 643.637 180.369
06:00 592.340 230.489

(h) Encontre uma expressao que relacione S(t) com o angulo horario da estrela H ;) com base em
extingao atmosférica. Deduza uma linearizagao adequada para encontrar a profundidade
optica vertical 7 da atmosfera e o sinal que incide na atmosfera vindo da estrela Sy.

(i) Monte a tabela dos dados linearizados e faga o grafico linearizado.

(J) A partir do grafico linearizado, estime a profundidade optica vertical 7 da atmosfera na
banda observada e o Sinal que incide na atmosfera vindo da estrela Sp.
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