Solugoes TM2 2025 OC C

Solucoes do TM2 Nivel 3

Problema 1 - Escrito por Rafael Amiune

Problema. Seja ABC' um triangulo com circuncirculo w e angulos « A =60°, « B =
75°, 2C =45°._Sejam D um ponto sobre BC' tal que AD 1 BC, e E o ponto sobre
o arco menor AB de w tal que CE 1L AB. A reta ED intersecta w pela segunda vez
em F'. Prove que F' é o ponto médio do arco menor BC' de w.

Solucgao.

Considere H = AD n C'E. Sabemos que H é o ortocentro de AABC, logo BH 1
AC. Entao, podemos calcular

¢FEBH = +«+EBA+ «HBA=+«FECA+ «¢HBA=2-(90°- 2 BAC') = 60°.

Também, temos « HEB = «CEB = 2«CAB = 60°, portanto, A BHFE é equilatero.
Além disso, sabemos que « DBH = <CBH =90°- 2 AC'B = 45°, que implica AHDB
isosceles. Juntando que EB=FEH e DB = DH, concluimos que DF é a mediatriz de

BH, e segue que £ FEB = 2DEB = = QEB, como queriamos. O]
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Problema 2 - Escrito por Rafael Amiune

Problema. Seja n > 2 um inteiro. Defina a como o maior inteiro positivo tal que
2¢ | 57— 3", e defina b como o maior inteiro positivo tal que 2% < n. Prove que a < b+3.

Solugao. Defina vy(x) como a quantidade de fatores 2 em z. Temos a = v9(5" - 3").
Afirmamos que, para n fmpar, va(5" — 3") = v3(5 - 3) = 1. Basta notar que

5 _3n = (5_3) (5n—1 +5n—231 +“'+513n—2+3n—1)'

impar

Uma demonstracao analoga nos da que vo(5" + 3") = v5(5 + 3) = 3. Agora, prova-
remos que, para n par, va(5" — 3") = va(n) + 3. Escrevendo n = 2Fm, com k = vy(n),
temos

2k71

B — 37 = (52 32 my (527 4 32 (52 4 32 (5™ 4 37 (5™ - 3™).

Todas as parcelas que sao somas de quadrados deixam resto 2 modulo 4, logo tem
vy igual a 1. Combinando isso com que foi provado anteriormente, temos

a(B" =3") =1+ 1+ +140(5™+3™) +0a(5"=3")=(k-1)+3+1=wy(n) +3.
k-1

Finalmente, se n é impar, o problema é trivial, logo suponhamos n par. Nesse
caso, basta 203 > 2v2(M+3 «—— | > 1,(n), que é verdade, pois 2v2(") <, ]
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Problema 3 - Escrito por Rafael Amiune

Problema. Encontre todos os pares de polinomios monicos F' e (G, com coeficientes
reais, tais que
F(1)+F(2)+-+F(n)=G(1+2+--+n),

para todo inteiro n > 1.

Observacao. Um polindémio é dito monico se o coeficiente do seu termo de maior
grau (dominante) é igual a 1. Por exemplo, o polinomio x® + 222 + 3z + 4 é moénico.
Solugao. Se F' é constante, teria que ser F'(x) = 1, que implicaria G(@) =n, que
é claramente um absurdo. Portanto, suponhamos que F' tem grau ao menos 1.

Lema. Para todo k € Z(, a expressao

1k 42k 4 gk

¢ um polindmio de grau k + 1 em n, cujo coeficiente lider é ﬁ

Prova. Faremos inducao em k, sendo o caso base 10 + 20 + --- + n® = n trivial.
Podemos escrever

nk+l = (n — 1+ 1)I<:+1

(n—1)F1 = (n-2+1)k1

1k+1 — (0 + 1)k+1'

Somando, obtemos

k I 4 1 kot IR ,
nftt =" (k+ )-(1’+21+---+n2) = 1542k 4qnf = nFe (k+ )-(1Z+21+---+nz) .
=0 (4 k + 1 i=0 (3
Como, pela hipétese de inducio, o grau de Y5} (kzl) (1"+ 20+ +n') emn é k,
obtemos o desejado. O

Agora, seja F'(x) = 2% + cq12%7 1 + -+ 1 + ¢, veja que
F(1)+F(2)+-+F(n)=) c;- (1'+2" + - +n'),
i=0

é um polinomio de grau a+ 1 em n, cujo coeficiente lider é OCL pelo Lema. Sabemos

+1°
que ambos os lados sao polindomios em n, que assumem o mesmo valor para infinitos
n e, portanto, devem ser o mesmo polinomio. Em particular, seus coeficientes lideres
sao iguais. Se o grau de G é (3, entao o grau do lado direito em n é 23 e seu coeficiente
, 1 . _ 1 _ 1 — -1 A
lider 55. Temos as igualdades a+1 =28 e —5 = 55, logo 8 = 26-1. Como o lado é
exponencial e o esquerdo linear, podemos checar facilmente que as tnicas solugoes em

Zyysao B=1e =2

Caso =1, temos « = 1. Pode-se observar que o lado esquerdo da equacao original
nao tem termo independente, logo G(x) = z. Segue que F(z) = .
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Caso 8 = 2, temos « = 3. Escrevendo G(z) = 2?2 + ax e F(x) = 23 + ba? + cx + d,

obtemos a seguinte igualdade polinomial:

2 2 2 2
n(n4+1) +b'n(n+1)6(2n+1)+C'n(n2+1)+d'n:n(n4+1) +a‘n(n2+1)‘

Simplificando, fica

NCOY (A DRSSy (CRCINEUL D RN B
3 2 2 2 2 6 2

Como todos os coeficientes devem zerar, obtemos b = 0, que implica ¢ = a, quando
olhamos para n?. Agora, olhando para n, temos d = 0, que nos dé a resposta F'(x) =

23+ ax, G(r) = 2 + ax, para a € R. Juntando ambos os casos, obtemos todas os

possiveis pares de polinomios. O
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Problema 4 - Escrito por Rafael Amiune

Problema. Seja n >3 um inteiro. Uma funcao
f:{1,2,....,n}x{1,2,...,n} — Ry
é dita uma n-métrica se satisfaz as seguintes condicoes:
(i) f(z,x)=0;
(i) f(z,y) = f(y,2);
(iii
(iv) f(z,y) < f(@,2) + f(z,0).

Chamamos de f-fantdstico um par (z,y), com x < y, se, para todo z € {1,2,...,n}
distinto de x e y, vale

)
)
) f(x,y) >0, para todo = # y;
)

f(x,y) < f(x,2) + f(z,9).

Determine, em funcao de n, todos os inteiros nao negativos k para os quais existe
uma n-métrica com exatamente k pares f-fantasticos.

n(n-1)
2

Solugao. Afirmamos que os valores de k sao todos com n—1 <k < sendo a

cota superior trivial. Primeiro mostraremos que k> n — 1.

Considere um grafo G tendo os nimeros de 1 a n como vértices, e cujas arestas sao
os pares f-fantasticos. Provaremos que G é conexo, que claramente implica k >n—1.
Faremos indugao em f(z,y) com a hipétese de que existe um caminho de x até y. O
caso base é trivial, uma vez que f(z,y) =0 se e somente se x = y. Agora, caso exista
uma aresta entre = e y estamos feitos, entao suponha o contrario, isto é, existe z com

f(z,y) = f(z,2) + f(y,2).

Podemos concluir que f(z,y) > f(x,2) e f(x,y) > f(y,2). Logo, pela hipétese
indutiva, existe um caminho de z até z e outro de y até z , entao existe um caminho
de x até y, concluindo a inducao.

Para o exemplo, considere um grafo H conexo, tendo os niimeros de 1 a n como
vértices e k arestas de peso 1. Afirmamos que a funcao f definida de maneira que
f(x,y) seja a distancia entre z e y é n-métrica e tem exatamente k pares f-fantdsticos.
De fato, f claramente é n-métrica, e como f(x,y) =1 para toda aresta (z,y), esses k
pares com z < y sao f-fantasticos. Para qualquer par (z,y) que nao é uma aresta do
grafo temos um ponto intermedidrio z no caminho de x para y. Portanto,

f(@y) = f(z,2) + f(y, 2),
o que conclui o problema. O]

Nota. Particularmente, o exemplo tomando f(1,z) =1 para todo = > 1, f(x,y) =1
para outros k — (n — 1) pares x < y quaisquer e f(x,y) = 2 para os restantes com
x < y funciona. Isso é verdade, pois, para os pares com f(z,y) = 2, temos f(z,y) =

S, 1) + f(y,1).
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