y LISTA 3
’ “ SELEGCAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS
——

OLIMPIADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2026
ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. A lista é composta por 4 problemas nao avaliativos
2. Pratique escrever solugoes legiveis.

3. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolugao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Permissividade magnética do vacuo (ug)
Ao medido em laboratorio

Raio do atomo de hidrogénio (rp)

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-1073 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W .m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpec™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

47 -1077 H/m

656 nm

37 pm

Pagina 2

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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1. Modela Ai: Protoestrela

Considere uma protoestrela esférica e homogénea de massa M e raio R, inteiramente composta de
um gés ideal com coeficiente de Poisson v e massa molecular média . Nosso objetivo é deduzir,
a partir de um modelo fisico simplificado, a evolugdo temporal no diagrama HR desse corpo
enquanto sua luminosidade é sustentada pelo mecanismo de Kelvin—Helmholtz. O processo pode
ser tratado como quasiestatico, ou seja, a estrela se contrai lentamente de modo que, em cada
instante, ela esteja praticamente em equilibrio hidrostatico. Durante toda a questao vocé nao
precisa se preocupar com casos que surgem de valores ou relagoes especifica para as constantes.

(a) Deduza as expressoes para os perfis internos de P(r) e T(r) no corpo em fungéo da pressio
na superficie Py, densidade p, raio R e constantes fisicas relevantes.

No mecanismo de Kelvin—Helmholtz, a estrela em contragao libera energia gravitacional que é
convertida em energia térmica e irradiada na forma de luminosidade. Esse processo de liberagao
de energia é responséavel por sustentar temporariamente a luminosidade da protoestrela antes
do inicio da fusao nuclear. Para realizar os proximos itens, vocé pode usar o teorema de Virial
modificado, que correlaciona a energia autopotencial gravitacional 2 e a energia interna do gas U
como

Q+3(y— 1)U = 47 P, R®.

b) Deduza a expressdo para a energia autopotencial gravitacional do corpo em funcao de M, R
e constantes fisicas.

¢) Deduza a expressao para a energia total do gas F em funcao de M, R, P. e constantes fisicas
relevantes.

Para estrelas de baixa massa, o envelope superficial é altamente convectivo, de modo que a tempe-
ratura efetiva da superficie muda muito pouco. Nesse regime, podemos assumir aproximadamente
T, constante.

(d) Determine a relacio R(t) da estrela durante a contracdo Kelvin-Helmholtz, considerando
que inicialmente a nuvem tem raio Ry. Deixe sua resposta em funcao de Ry, v, Ts, M e
constantes fisicas.

(e) Calcule o tempo necessario At para que a protoestrela comece o seu processo de ignigao,
ou seja, que tenha temperatura o suficiente para iniciar o processo de fusao de hidrogénio
em seu nicleo. Dados: Ry = 4.5Rg, M = Mg, v = %, = 0.61mp, Tiusao do H = 107K e
Ts = 4000 K.

Mesmo sob essa aproximacao, a superficie do corpo ainda apresenta uma fina zona radiativa,
responsavel por regular a emissdo de energia para o espago. A pressdo na superficie pode ser
aproximada pela condi¢ao de Eddington:

_ 29
8*3“{/7

onde g é a gravidade superficial e k a opacidade.

(f) Mostre que a opacidade deve variar com a temperatura e a densidade de tal forma que
existam a; e as tais que kKocp® T2 e calcule os valores desses expoentes.

Em protoestrelas mais massivas ou em fases posteriores da evolugao, a temperatura superficial
pode variar significativamente e o envelope pode ser parcialmente radiativo. Nesse caso, a evolugao
de R(t) precisa levar em conta a variagdo da energia térmica interna, e a opacidade pode seguir
uma lei de poténcia do tipo

k= kop"To".

(g) Derive uma relagdo para R em fungao de Ts, n, m e constantes, e determine a inclinacao
da trajetoria da estrela no diagrama HR, a seguir esta representado um diagrama HR para
referéncia.
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Log(L/Lo)

Log(Ter,

5

Figura 1: Diagrama HR, modificado a partir de (CHIOSI, Cesare; BERTELLI, Gianpaolo; BRESSAN,
Alessandro)

Solugao:

(a) Pelo enunciado, podemos assumir a densidade como homogénea, p = 3M/(47R3), e
como o processo ¢ quasiestéatico, podemos tomar que o corpo esta sempre em equilibrio

hidrostéatico. P oM A
_ rp _ 3
a2 Me=gmes

dpP 4G p?

—_— = r.

dr 3
Resolvendo a equagao, chegamos a:

27 Gp?
P(r) = P+ =P (R2 — ),

onde P, é a pressao na superficie. A temperatura segue a equagao de estado do gés

ideal: P(r) P o
BT H s TGP p2 2
Ty =220 B (s R —1?)).
)= L (B 2 )

(b) Seja uma casca esférica de massa dm e raio r, com uma massa M, contida dentro dela.
A energia potencial dessa casca é:

g0 - — GM, dm.
r
Para uma densidade homogénea p, temos:
4 2.2
a0 = TG gy
3
O volume da casca é:
dV = 4rridr.
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Substituindo, obtemos:

1672Gp? 3GM?
dQ) = —%r‘ldr = dQ) = —Tﬁldr.
Integrando do centro até a superficie:
3 GM?
O=—= .
5 R
Usando o teorema de Virial modificado:
47P,R3 — Q
E=U+0Q0=—"T"_"4+0Q.
3(v—1)
Substituindo © = —2GM?/R, temos:
34 GM? 4

E= P.R3.

5—1) R 3(y—1)

O termo 47 P, R? na energia total E corresponde basicamente & contribuicio da super-
ficie, que esta relacionada & temperatura efetiva Ts. De fato, avaliando a equacdo na
superficie r = R, temos:

p Py dmp 3
T, = ——2 = P,R3.
kB P 3MkB

Portanto, a energia total pode ser reescrita como:

3y—4 GM?  kgM
- +
5y—-1) R p(y —1)

E = Ts.

Assumindo T constante, a variagdo temporal da energia é apenas gravitacional:

dE  3y-4 GM’dR

T dt 5(y—1) R? dt’

Igualando & luminosidade superficial radiada,
L = 47 R*0T2,

e realizando manipulagoes puramente algébricas, temos a seguinte equagao:

dR  20m(y—1) oT} Rl
at 3y—4 GMZ

Integrando esta equagdo, obtemos R(t) durante a fase de contragdo Kelvin—Helmholtz:

Ry
607 (y—1) cT2RE .
i/(l + 51 o

A temperatura central da protoestrela, considerando a contribuicao da pressao superfi-
cial Py, é:

R(t) =

uGM
T.=T, + ——.
T SknR
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A ignicao ocorre quando T, = T,s, Ou seja:
uwGM uwGM
Y = Rfus

Tus = Ts + = -
' 2kBF{fUS 2k:B (Tfus - TG)

Invertendo a equagao para obter o tempo de contracao até Reys:

3
2kp Ro (Trus—Ts) -1
t rel! 5.3 x 107
ign — 60m(v—1) UTQ‘R% = 9.0 X anos.
3y—4  GM?

A pressao na superficie segue a condigao de Eddington:
2g GM 2GM 1
PS = 5 = Ps = ——F .
3.0 9T R T 3R?
Substituindo R em fungado da densidade homogénea p, obtemos:

p,_ 2GM 1 (4mp)*"
3 k\3M '

Do perfil de temperatura, a pressao também é:

k
P, = —BpTS.
1

Igualando as duas expressoes de Ps e isolando k:

2/3
K= 260 p (47T> / p AT

3kp \3M
Ou seja, explicitamente:

,‘ioc,o_l/gT_1 a1 =—-, a=—1.

Comegamos substituindo a lei de poténcia da opacidade na pressao de superficie de
Eddington e substituindo a densidade homogénea p:

2GM [ 4w \" 32
_ o n—2p—m
T (air) ©

s 3%0

Por outro lado, usando a equacao de estado do gas ideal na superficie:
_ 3Mkp 1

* ATy R3™

Igualando as duas expressoes de Ps e isolando R:

S
B _ | BkeRo (4M I R -
* | 2GMp \ 4r s

Colocando na equagao de luminosidade L = 4rR*0T2:

_2
SkBK,O 4M 14+n | 3n+1 T4+ %721’12
2GMp \ 4w ° ’

L = 4no

Portanto, a inclinacao da trajetéria da protoestrela no diagrama HR sera:

_dlogL  12n+4+2m+6
dlogT, 3n+1
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2. Equacao de Lane-Emden e Estrelas de Néutrons

Estrelas sao sistemas autogravitantes em equilibrio hidrostatico, nos quais a tendéncia de colapso
gravitacional é equilibrada por gradientes de pressao interna. Esse equilibrio pode ser descrito, no
regime classico (newtoniano), por duas equagoes fundamentais: a equagao de equilibrio hidrosta-
tico e a equagao de conservacao de massa.

Explicitamente, essas equacoes sao dadas por:
dpP Gm(r)p(r) dm 9
- =7 — =4
dr 72 ’ dr mrp(r),

onde:

e P(r) representa a pressao local a uma distancia r do centro da estrela;
e p(r) é a densidade de massa;
e m(r) é a massa contida dentro de uma esfera de raio r;
Essas equacgoes, por si s6, ndo formam um sistema fechado. Para resolvé-las, é necessario especi-

ficar uma equagao de estado, que relacione pressao e densidade. Um dos modelos utilizados em
astrofisica é o modelo politrépico, no qual se assume:

P = Kp1+l/n
onde K é uma constante (dependente da fisica do sistema) e n é o chamado indice politropico,
que caracteriza o tipo de matéria estelar.

Esse modelo permite descrever, de forma aproximada, diferentes regimes fisicos (desde gases ideais
até matéria degenerada em estrelas compactas).

Parte I: Equagao de Lane-Emden

Para simplificar o problema, podemos introduzir algumas variaveis adimensionais. Defina:

p(?“) = pcﬂ(f)n, r = af,
onde:

e p. = p(0) é a densidade central da estrela;
e 0(¢) é uma fungao adimensional que descreve o perfil de densidade;
e ¢ & a coordenada radial adimensional;

e « é um fator de escala definido por:

(n+ 1) Kp/™™
4rG

Essas transformacoes permitem reduzir o sistema original a uma tnica equacao diferencial adi-
mensional.

(a) Mostre, a partir das equagoes de equilibrio hidrostatico e conservagao de massa, juntamente
com a equagao de estado politropica e as varidveis adimensionais acima, que a fungao (&)
satisfaz a equacao de Lane-Emden:

Ld (o0 _
€2d£( d£>__
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(b) Analise o comportamento fisico da solugdo proxima ao centro da estrela. Quais sdo as
condigoes de contorno apropriadas para 8(£) em £ = 0?7 Justifique sua resposta com base em
regularidade fisica e simetria esférica.

Além disso, explique como se define a superficie da estrela em termos da fungao 6(£). Qual
é o significado fisico do primeiro zero de 67

(¢) Utilizando as defini¢bes introduzidas, mostre que a massa total M e o raio R da estrela
podem ser escritos como:

M = 4ma®p. (—€30'(€1)), R = oy,

onde & ¢é o primeiro zero de 6(€).
Interprete fisicamente o fator —&£2¢’(&y).

(d) A partir das expressoes obtidas, elimine p. e deduza a seguinte relagao:

MocRB=m/(=n) (2 1)

Parte II: Aplicagao a uma estrela de néutrons

Estrelas de néutrons sdo objetos extremamente compactos formados apds o colapso gravitacional
de estrelas massivas. Uma aproximacao simplificada consiste em modela-las como um sistema
politrépico com indice n = 1, isto é:

P =Kp?

Para esse caso especial, a equacao de Lane-Emden possui solugao analitica:

com:

&=, 0" (&) =7

Observagoes astrofisicas indicam que estrelas de néutrons tipicas possuem massa da ordem de
1,4 Mg e raio da ordem de 10 km.

(e) Utilizando os resultados da Parte I, obtenha uma expressao explicita para a constante K em
termos da massa total M e do raio R da estrela.

(f) Calcule numericamente o valor de K para:

M =14 Mg, R =10 km

(g) A partir dos resultados obtidos, estime a densidade central p. da estrela. Em seguida,
determine a pressao central P,.

Ademais, compare a densidade encontrada com a densidade nuclear tipica:

Pnuc ~ 1017 a 10" kg/m3
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Parte III: Corregoes relativisticas

Para estrelas extremamente compactas, como estrelas de néutrons, a descricdo newtoniana nao se
mostra suficientemente adequada. Nesse regime, deve-se utilizar a relatividade geral. A equagao de
equilibrio hidrostatico ¢ entao substituida pela equagao de Tolman—Oppenheimer—Volkoft (TOV):

dP Gm(r)p P 4r3 P 2Gm(r)\ "
ar 12 (1 * p02> (1 * m(r)c? L Ar

Essa equagao pode ser vista como sendo a versao newtoniana multiplicada por trés fatores corre-
tivos associados a efeitos relativisticos no sistema.

(h) Discuta o papel fisico de cada um dos fatores corretivos:

e O termo 1+ p—];: interprete o papel relativistico da pressao no desequilibrio hidrostatico.
Anr3 P .
m(r)c?”

e O termo 1+

discuta sua relagao com a energia interna do fluido.

—1 . .
e O fator (1 — Qg’r”) : relacione com a curvatura do espago-tempo e com o raio de

Schwarzschild.

Solugao:
a) Substituindo p = p.0(£)™ na equagao de estado politropica, temos:
1
P=Kpe 76"
Derivando em relagao a r,

dP

dr

do

1+1
=Kp.' ™ 1"
pe " (n+1)0"

Como r = af, temos:

@ _1ds
dr  adé

Assim,

n

AP K(n+ 1);)?%(9 9
dr a de¢

Agora, substituimos na equacao de equilibrio hidrostético:

K(n+pe'™ 0 Gm(r)p.6”
a ' (ag)?

Cancelando 0™:

K(n+1)pr dd  Gm(r)

o ¢ a2g2

Agora derivamos novamente em relacao a £ e utilizamos a equacdo da massa:
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dm dm
20— A2 B P T N L
o Trep = s Ta €% p.0

Derivando a equagao anterior e substituindo dm/d¢, obtemos:

1ld (ﬁzd@) __ 4nGpea®
SEUSANNKCS K(n+1)p?

Finalmente, usando a definicao de «, o fator multiplicativo reduz-se a 1, resultando em:

b) Proximo ao centro da estrela (¢ — 0), a solugdo deve ser fisicamente regular. Em
particular:

e A densidade deve permanecer finita: p(0) = p;
e Nao pode haver diregao privilegiada (simetria esférica);

e Todas as grandezas fisicas devem ser suaves (derivaveis).
Como p(r) = pH (€)™, segue que:
6(0)=1

Além disso, pela simetria esférica, o gradiente de qualquer grandeza escalar no centro
deve ser nulo, caso contrario haveria uma diregao preferencial. Logo:

df
—| =0
dé ey

Portanto, as condigbes de contorno apropriadas sao:

10(0) =1, ¢/(0) = 0]

Superficie da estrela:

A superficie da estrela é definida como a posi¢ao onde a densidade se anula. Como:

isso ocorre quando:

0(¢1) =0
O valor &; corresponde ao primeiro zero da fungao 6(¢).

Interpretagao fisica:

e Para £ < &, temos 6 > 0 e, portanto, p > 0, caracterizando o interior da estrela;

e Em £ = &, a densidade se anula, definindo o limite fisico do objeto;
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e Para £ > &, a solugdo matematica pode continuar, mas nao possui significado

fisico no contexto estelar.

Assim, o primeiro zero de 6 determina o raio da estrela via:

R=af

A massa total da estrela é obtida integrando a equagao de conservac¢ao de massa:

d
% = 472 p(r)

Substituindo as varidveis adimensionais:

r=oag, p=pb",

temos:

d f
d—? = 47 (af)?pb"a = dmalp 20"

Integrando do centro (£ = 0) até a superficie (§ = &1):

&
M =4ralp, | £20mde
0

Para simplificar a integral, utilizamos a equacao de Lane-Emden:

1 d 5 d0 _ n
@df(E ds)“e

Multiplicando ambos os lados por £2:

d [ ,df 9
- ) = g2
e (€)=
Logo:
d do
52071 - _ 527
dé d¢
Substituindo na expressao da massa:
Sod o ,do
M = —47ra3pcf — ( 2) d§
o d§
A integral se resolve diretamente:

d9 51
M = —47a3p, [52]
dé |,

No centro (¢ = 0), temos &2 = 0, entdo o termo inferior se anula. Assim:
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M = 4ma’p. (—€10'(€1))

Portanto:

M = 4rap. (~€20(1))

e, pela definicao de coordenada radial:

Interpretacao fisica de —£26/(&;):

e Esse fator depende apenas da solugao adimensional da equacao de Lane-Emden,
ou seja, apenas do indice politropico n;

e Ele codifica como a densidade decai até a superficie da estrela;
e Valores maiores indicam uma queda mais acentuada da densidade préxima & borda;

e Assim, esse termo funciona como um fator estrutural que determina como a massa
esta distribuida no interior da estrela.

d) Das expressoes obtidas no item anterior:

M = 47a3p, (75%9'(51)) , R=a&,

e da definicao de a:

_((n+ DK 1/2;)%(%71)
4G ¢

Primeiramente, escrevemos R em fungao de p.:
101 _q
R=a& = ROCpE(" )
Logo:

2n
pcOCR 1-—n

Agora substituimos na expressdo da massa:

Moca?p,.
Como:
3(L_q
a?’ocpc( )’
temos:
3(1 _341 3 _1
M0Cp02< ) pc:pgn 2 :pczn 2
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Substituindo a dependéncia de p. em fungao de R:

3 _1
2n 2

3
Moc <Rﬁ> o

2n i_l 73—n
1-n/\2n 2) 1—-n

Simplificando o expoente:

Portanto:

MOCRH, (n#1)

Para o caso n = 1, temos a solucao analitica da equagao de Lane-Emden:

b(c) = Sigf R A

Do item (c), a massa total é:

M = 4ra®p. (&0’ (&1)) = Ama®perr = 4’ p,

Além disso, o raio é:

R
R=ali=ar = a=—

3

Substituindo na expressao da massa:

R\’ AR3
M = 47T2 (> Pc = Pec
™
Logo, podemos isolar a densidade central:

M

be = IRB

Agora usamos a defini¢ao de o para n = 1:

(2K 1/2_ KO\ M2
a@= 47 G -\ 2nG

Substituindo o = R/m:

Elevando ao quadrado:
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Finalmente, isolando K:

_ 2GR?

™

K

Com isso, podemos ver que a constante politropica K depende apenas do raio da estrela
(e ndo da massa), refletindo o fato de que, paran = 1, o raio é independente da densidade

central.

Do item anterior, temos:

2GR

™

K

Substituimos os valores numéricos:

M=14Mg=14x%x1,99 x 103 kg, R=10km = 10" m,

Calculando:
o2 (6,67 x 10711) - (10%)2
™
g o 2:6,67x 1071 -10% 1,334 x 1077
N ™ N s
1,334 x 1072 3
3’17416 x 4725 X 10
Portanto:

K~ 425 %1072 m°kg ™' s72

Do item (e), obtivemos a relagdo entre massa, raio e densidade central:
M
be= IRB
Substituindo os valores numéricos:
M=14x199 x10*kg ~ 2,79 x 10*° kg, R =10*m
Calculando:
(2,79 x 10397 2,797 x 1030 2,797 1018
Pe= 7ok (1093 T T 4x102 4
8,76
per = x 10 ~ 2,19 x 10" kg/m®
Portanto:
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pe ~ 2,2 x 10" kg/m*

Agora, a pressdo central é dada pela equagdo de estado politropica (n = 1):

P =Kp?

Logo:

P. = Kp?

(&

Substituindo os valores:

P. = (4,25 x 1073) - (2,19 x 10'%)2

P.=425x10"2 4,80 x 10° ~ 2,04 x 10** Pa

Portanto:

P, ~ 2,0 x 10 Pa

A densidade nuclear tipica é da ordem de:

prue ~ 1017 a 1018 kg/m3
Comparando:

e A densidade central obtida é da ordem de 10'8 kg/m?’;
e Portanto, é compativel com a densidade nuclear;

e Isso confirma que o modelo é fisicamente consistente com a natureza extremamente
compacta das estrelas de néutrons.

h) Cada um dos fatores corretivos tem um significado fisico importante:

e Fator (1 + p%): Na relatividade geral, a pressao também contribui para a fonte

do campo gravitacional, uma vez que a densidade efetiva de energia inclui o termo
pc? + P (na métrica, a componente Ty do tensor energia-momento é pc? e as com-
ponentes espaciais envolvem a pressdo). Esse fator mostra que a pressao atua como
uma “fonte adicional de gravidade”, aumentando o gradiente de pressao necessario
para sustentar a estrela. Em outras palavras, quanto maior a pressao, mais forte
é o campo gravitacional gerado, o que tende a favorecer o colapso.

e Fator (1 + ﬁ;;:;g ): Esse termo esté relacionado a energia interna do fluido. Ele
surge porque a massa total dentro de um raio r na relatividade geral nao é sim-
plesmente a integral da densidade de massa de repouso, mas também inclui a
contribui¢do da energia interna e da pressio. A quantidade 4773 P/c? representa
aproximadamente a contribuigao da pressao para a massa gravitacional dentro da
esfera de raio r. Esse fator realga ainda mais o efeito da pressao como fonte de

gravidade.
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-1
e Fator (1 — QGM(T)) : Esse € um fator puramente geométrico, proveniente da cur-

c2r
vatura do espago-tempo. A quantidade rs(r) = %;CLZ)(T) é o raio de Schwarzschild

associado a massa m(r). Quando r se aproxima desse valor, o denominador tende
a zero, indicando uma forte curvatura. Esse fator amplifica o gradiente de pressao,
mostrando que em regides mais compactas o equilibrio hidrostatico exige um gradi-
ente ainda maior. Ele é responsavel pela existéncia de um limite maximo de massa
para estrelas de néutrons (limite de TOV), pois quando a estrela se torna com-
pacta o suficiente, nenhum gradiente de pressao consegue equilibrar a gravidade e
0 colapso é inevitéavel.

Na descrigao newtoniana, esses efeitos estao ausentes, de modo que nao ha um limite
superior para a massa de uma estrela sustentada pela pressao degenerada de néutrons. A
inclusao dos fatores relativisticos torna o gradiente de pressao mais ingreme, dificultando
o equilibrio e levando a existéncia de uma massa maxima (tipicamente da ordem de
2—3 M) para estrelas de néutrons. Esse é um dos resultados centrais da teoria de TOV
e contrasta fortemente com o caso newtoniano, no qual uma estrela de néutrons poderia
ter massa arbitrariamente grande para um dado raio.

3. O Sol queima?

Diferentemente da crenga popular, o Sol e as estrelas nao sao bolas de fogo que emitem energia por
combustao. Em vez disso, elas produzem sua energia a partir de reagoes entre nucleos atémicos,
chamadas de fusao nuclear. Como essas reagoes produzem novos elementos, esse processo também
é conhecido como nucleossintese estelar. Entre as reagoes de nucleossintese estelar, as principais
cadeias de reagbes sdo a cadeia proton-proton, ciclo CNO e reacao triplo-alfa, representadas a
seguir:

e Cadeia proton-proton (Cadeia pp):

4%H++26_—> §H€2++21/€

e Ciclo Carbono-Nitrogénio-Oxigénio (Ciclo CNO):

012+H1—>N13+’Y

NB - CB e +v

013+H1—> N14+"}/
NY+H' - 0" 44
O - N¥ et +u
NY¥ 4+ H' - O + He?

e Reacao triplo-alfa:

2 He* — Be®
Be® + He* — C'? + 24
a) Encontre as reagoes reduzidas para o ciclo CNO e a reagao triplo-alfa.

b) Determine a energia total por reacao emitida em cada tipo de cadeia reacionaria. Descon-
sidere a energia das particulas liberadas que ja estdo representadas. Dados: Ay = 1.008 u;
Age =4.003 u; Ac =12 u; Ay =1 u.

Lista 3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2026
TOTAL DE PAGINAS: 26



Pagina 17

¢) Agora, indique qual reagdo possui maior razio energia produzida por mol de H entre a cadeia
pp e a combustao do Hy descrita pela equagao quimica:

2Hy + Oy — 2H50 + 484 kJ

Entre as reagoes nucleares estelares a predominante em determinada estrela pode ser prevista a
partir de sua temperatura sendo a cadeia pp mais comum proéximo a 4 - 106K, o ciclo CNO em
temperaturas da ordem de 1,7-107 K e, por fim, a reacdo triplo-alpha necessitando de temperaturas
ainda maiores, proximas de 108K. Essa mudanca ocorre porque o aumento da temperatura eleva
a velocidade das particulas na estrela, permitindo que niicleos com maior repulsao eletrostatica
consigam se aproximar e reagir. Além disso, temperaturas mais altas aumentam a razao entre
fons e atomos neutros, fenémeno descrito pela equagao de ionizagdo de Saha, a qual serd analisada
no resto da questao.

No equilibrio termodindmico local entre dois estados A e B de uma particula, o nimero de parti-
culas nesses estados N4 e Np é descrito pela equagao de Boltzmann:

Nao g4 —(Ea — EB)
— =Z—exp——— =
Np g3 kT

Onde E; é a energia do estado i, g; € o peso estatistico do estado i, k é a constante de Boltzmann
e T a temperatura do sistema. A partir dessa expressao, iremos derivar a equagao de ionizagao
de Saha. Considere o estado A como o atomo ionizado (estado +) e o estado B como o atomo
neutro (estado 0).

d) Encontre a diferenga de energia entre os estados 0 e + (E4 — Ep) em fungado da energia de
ionizagao x, do momento p do elétron livre, da massa m, do elétron e constantes. Considere
o0 caso semiclassico.

Agora, iremos entender os pesos estatisticos de cada estado. Para o estado 0, seu peso estatistico
serd simplesmente go. No entanto, para seu estado ionizado, seu peso estatistico serd a multi-
plicagao entre o peso estatistico proprio do ion gy e o peso estatistico dos elétrons dg., onde o
carater infinitesimal surge porque estamos considerando elétrons com momento especifico p em
vez de todos os possiveis valores. O peso estatistico dos elétrons equivale a todos os estados que
elétrons podem assumir no espaco de fase considerando que seu momento p pode ser decomposto
em py, py € P, € o principio de exclusdo de Pauli. A imagem a seguir mostra uma representagao
da existéncia de varios vetores com mesmo modulo (mesma energia), mas diferentes componentes.

Figura 2: Imagem da decomposi¢ao de dois vetores momento com mesmo moédulo, mas diferentes
componentes
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Além de um mesmo valor de momento possuir diversos conjuntos de componentes, o espago de fase
quantico que estamos analisando corresponde a um espaco de seis dimensoes, cujas coordenadas
sdo as posicoes (z, y, z) e os momentos (pz, py, p-). Um fato muito importante desse espago
é que ele nao é continuo, pois podemos dividi-lo em pequenos cubos de dimensoes h, de acordo
com o principio da incerteza de Heisenberg. A situagao para os eixos p, e x esta representada na
imagem a seguir:

Px

X

Figura 3: Imagem da representacdo do espago de fase em uma dimensao dividido em pequenos com-
partimentos h

e)

Com o auxilio das imagens e seus conhecimentos, escreva uma expressao para o numero total
de estados disponiveis (células ocupados por elétrons vezes o nimero méaximo de elétrons em
cada célula) que elétrons com momento entre p e p + dp podem possuir no espago de fase em
fungao de p, da densidade de elétrons no espago ordinario (real) n. e constantes. Esse valor
é o0 peso estatistico dg. dos elétrons.

Com todas as informagoes encontradas até agora, encontre uma expressao para a razao entre
as densidades de ions n, e a densidade de atomos neutros ng em funcao de ne, gg, g+, a
energia de ionizacao y, a temperatura do sistema 7', a massa m, do elétron e constantes.

Dica: SSO rie%dy = g

A expressao encontrada é a chamada equagao de Saha. Essa expressao possui diversos usos em
Astronomia, podendo ser utilizada para explicar a classificagao espectral de estrelas, entender sua
composicao e estimar a idade do universo. A seguir, iremos utiliza-la em alguns contextos:

g)

h)

Utilize a equagao de Saha derivada anteriormente para encontrar uma expressao que relacione
o estado neutro com o estado — do atomo em fungao da densidade n_, o peso estatistico g_
do estado —, ng, Ne, go, Xion & energia de ligagao do elétron no estado —, T', m, e constantes.

Sabendo que a energia de ionizagao do hidrogénio é x4 = 13.54 eV, a energia de ligagao do
elétron no H~ ¢ 0.7 eV, a temperatura da fotosfera do Sol é T' = 6000 K e o termo P, = n kT
é a pressao eletronica que para a fotosfera do Sol tem valor P, = 30 Pa , encontre as razoes
H* H~

ya e ya entre as densidades do hidrogénio neutro e de suas formas ionizada e negativa na
fotosfera solar. Dica: Para encontrar os pesos estatisticos dos estados do hidrogénio pense
nas combinagcoes de spin que os elétrons ligados ao a&tomo em cada estado podem ter. Dado:
me =9.1-1073! kg

Solugao:

a) Somando todas as semirreagoes para os dois ciclos temos:
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e Ciclo CNO:

4H" - He' +3v+2w4et +e”

e Reagao triplo-alfa:

3He* - CO'2 12y

b) Desconsiderando a energia das particulas 7 e v emitidas, a energia da reagdo é resultado
da variagao de massa entre os produtos e reagentes. Utilizando os valores de massa
atomica dados na questao temos que a energia emitida em cada uma seréa:

AE,, = AEcno = (4-1.008 — 4.003)m,,c* = 4.36 - 1072 J = 27.3 MeV

AFE;, = (3-4.003 — 12)m,c® = 1.35- 10712 J = 8.45 MeV

¢) Como a energia encontrada anteriormente se refere a cada reagdo unitaria, deve-se
multiplicar o resultado anterior pelo nimero de avogrado:

AEp,N, = 2.62- 10" J/mol,eagao

Como queremos a razao de energia por mol de H, é necessério dividir o resultado anteior
por 4, encontrando:

E
%:6.6~1011J>

BART 2,42-10° J

Portanto, a reagao nuclear possui um maior aproveitamento para geragao de energia
por mol de H.

d) A energia do estado + serd a energia de ionizagdo somada a energia cinética do elétron,

que no caso semiclassico é escrita como o Portanto, a diferenca de energia entre os
m

estados é:

p2

AEp 4 =x+
2me

e) Os elétrons que possuem momento entre p e p-+dp podem ocupar uma regidao formada por
uma casca esférica no espaco de momento, ou seja, eles ocupam um volume de 4wp?dp
no espago de momento. Como queremos esse volume no espago real, deve-se perceber
que um volume unitério (volume de uma célula) no espaco de fase é h - h - h = h3, mas
esse volume é formado por um produto entre os volumes unitarios do momento e espaco:

3 h?
V,ZW=nr=V,=—
p p Vv
Portanto, o nimero de células ocupadas pelos elétrons no espaco de fase serd o volume
do espago de momento analisado dividido pelo volume unitario:

B Amp3dp B 4mp?Vdp

N,
T, h3
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Ainda, pelo principio da exclusdo de Paulli, cada célula s6 pode ser ocupada por dois
elétrons, um com spin up e outro com spin down. Entao, considerando o volume ocupado

) 1 . . .
por um elétron no espago sendo V = —, o nimero total de estados disponiveis para os
Ne
elétrons sera:

drp?dp
h3n.

dge =2

f) Como a expressao anterior equivale a um infinitesimal, é preciso integra-la junto com a
diferenga de energia entre os estados, que também depende do momento, em todos os
valores de momento disponiveis para o elétron, ou seja, de 0 a co. Para isso, primeiro
deve-se escrever a equacgao de Boltzmann para essa situagao:

2
2me
Ny © 29, Ampdp —————
- 2J+ e kT
No o Yo the

2

VN, 29y dr S (P, o
Yoot 29 AT k;TJ pe 2mekT gp
V Ny Jo h3n. 0
N N, i
Substituindo 7+ =ng e 70 = ng, e fazendo uma substituicao de u = 2TrikT e
kT
dp = e du para conseguir resolver a integral da forma que é dada no item:
p
X
294 4An -7 (© :
M+ _ 29+ 37T e KT | 22 (mkT)2uze “du
no  go h’ne 0

ne 29+ (27rmekT)% (Xion)
no 90 h3n,

g) Para encontrar a expressao entre os estados 0 e —, basta substituir os indices + por 0
e os indices 0 por — na expressao original, uma vez que seria uma situagao analoga de
uma particula perdendo um elétron:

no 290 (2rmkT)? —X
20 _ 290 \ETTRRY )T o [ =2
n_ g_  h3n, P\ T

h) Primeiro, iremos pensar sobre os pesos estatisticos dos estados +, 0 e —. Como o estado
+ nao possui elétrons para poder alterarem o tipo de spin, entao seu peso estatistico
serd 1. Enquanto que o do estado neutro 0 seréd 2, pois ele possui um elétron que pode
possuir spin up ou down. Por fim, o estado ionizado — possuiré peso estatistico também
1, pois em uma mesma 6rbita os elétrons precisam ter spin opostos, ou seja, os elétrons
desse estado sempre serao um up e o outro down. Com os pesos estatisticos, pode-se
substituir os valores numéricos nas férmulas encontradas anteriormente:

H, 2g, (2rmckT)3 —x 2.1 s 1
St 29+ BTeRT )® —A) =2 -.313-10°-4.34- 10
H g B, CP\GT 2
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e

H 290 (27TmekT) (an) 2-2 6
- _=A = —-3.13-10"-3.87
H- g_ h3n, * 1

4. Moto Moto observagoes

Moto Moto decidiu fazer uma observacao de 2 dias. Naturalizado em Fortaleza, ele decide observar
o céu no meio do Parque do Cocd, envolto pela iluminacao da cidade. Ele observou uma estrela
com um telescopio motorizado (o motor mantém a estrela sempre centrada no mesmo conjunto
de pixels do CCD). O CCD mede o sinal vindo de uma estrela a uma taxa R(¢) em unidades
proporcionais a e~ /s (elétrons acumulados em um pixel por segundo).

Dia 1 (com estrela): Moto Moto acompanhou a estrela desde o nascer até o por e registrou a
taxa total Ry(¢). Dia 2 (sem estrela): ele repetiu a mesma trajetoria de apontamento (mesmos
horérios), mas sem a estrela no campo (céu “vazio”), obtendo uma medida associada & poluigao
luminosa.

Assuma que:
e 0 detector tem um termo de ruido instrumental constante na leitura de qualquer sinal R,
(independente do tempo);
e no dia 2, Moto Moto obteve a tabela de R,(t) (a forma do comportamento urbano);

e o ruido total efetivo (em taxa) é a sobreposigdo do ruido associado ao instrumento e um
ruido desconhecido;

e O sol fica abaixo do horizonte durante todo o tempo de observagao.

Além disso, neste experimento a estrela passa pelo zénite na culminacao: Moto Moto estava
aproximadamente no equador (¢ ~ 0°) e escolheu uma estrela com declinagao 6 ~ 0°.

Tabela (dados). Horarios de 30 em 30 min (18:00-06:00). No Dia 1 mede-se R;(t); no Dia 2
mede-se Ry(t).

(a) Esboce o grafico R;(t) x t (todos os pontos do Dia 1).

(b) O que a tabela do Dia 2 (valores de R3) representa fisicamente?

(c) Estime o valor do ruido constante por segundo R, do telescopio. Justifique.

(d) Dé um motivo coerente para uma flutuacdo para cima em R;(t) e um motivo coerente para
uma flutua¢do para baixo em R;(t) em relacao a tendencia dos dados.

(e) Monte uma tabela do termo desconhecido “puro” R (isto é, excluindo o termo constante
do telescopio) e explicite sua relagdo com Ro.

(f) Explique de forma qualitativa o comportamento de R3(t) ao longo da noite e identifique a
fonte dominante.

(g) Monte uma tabela com os dados do sinal vindo unicamente da estrela, excluindo os dados
contaminados por fatores externos (justifique quais pontos excluiu).

(h) Encontre uma expressao que relacione S(t) com o angulo horario da estrela H ;) com base em
extingdo atmosférica. Deduza uma linearizagao adequada para encontrar a profundidade
optica vertical 7 da atmosfera e o sinal que incide na atmosfera vindo da estrela Sy.
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Tabela 1: Taxa observada pelo CCD. Dia 1: R;(t); Dia 2: Ra(t).

Hora R, Ry

18:00 592.340 230.489
18:30  643.637 180.369
19:00 663.478 139.471
19:30  669.502  107.266
20:00 670.242  83.320
20:30  669.465 66.570
21:00 670.368 57.355
21:30  742.652 126.593
22:00 739.483 119.330
22:30  674.252  50.122
23:00 674.759  50.013
23:30  674.890  50.000
00:00 674.900 50.000

Hora Ry Ry

00:30 674.890  50.000
01:00 674.759  50.013
01:30 674.252  50.122
02:00 268.464 50.589
02:30 268.242  51.551
03:00 267.954 53.400
03:30 660.250 57.355
04:00 670.242  83.320
04:30 669.502 107.266
05:00 663.478 139.471
05:30 643.637 180.369
06:00 592.340 230.489

(i) Monte a tabela dos dados linearizados e faga o grafico linearizado.

(J) A partir do grafico linearizado, estime a profundidade optica vertical 7 da atmosfera na
banda observada e o Sinal que incide na atmosfera vindo da estrela Sp.

Solugao:

(a) Esbogo de R;(t) x t
O grafico deve mostrar:

e crescimento do inicio da noite até o meio (estrela subindo = menor extingao);
e maximo proximo da culminagao (zénite);

e simetria aproximada na descida;

e duas medidas anormalmente altas por volta de 21:30-22:00 (pico);

e queda abrupta em 02:00-03:00 (3 pontos), incompativel com variagao suave.

R_1(t)
800
700
800
500
400
300
200

100
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(b) Interpretagao fisica de R(t)

R5(t) representa o fundo efetivo medido na mesma trajetoria sem a estrela no campo:
contribuigdo do instrumento + céu urbano (poluigdo luminosa espalhada), sob condig¢oes
atmosféricas semelhantes (ruido).

(c) Determinagao de R.

Perceba que o R, se mantém constante nos horarios 23h até 1h, quando a estrela estd mais
perto do zénite. Portanto: Ra(t) ~ 4/R2 +0 = R..

Pela tabela, o valor minimo observado ¢ Rs = 50.000 (em torno de 23:30-00:30). Logo

‘ R. = 50 (na unidade de taxa do problema). ‘

(d) Uma flutuagao para cima e uma para baixo

Para cima (pico em 21:30-22:00): aumento temporario do fundo R,, (ex.: refletor/farol,
variagdo local de iluminagao urbana, aerossois iluminados), o que eleva Ry e Ry portanto deve
ser algo fixo como um poste ou torre de transmissao.

Para baixo (queda em 02:00-03:00): atenuacao subita de S(¢) (ex.: nuvem fina atraves-
sando a linha de visada;). Note que o evento aparece em R; mas nao de modo compativel
com o comportamento suave de Ro portanto tem que ser algo mével ja que hd em um dia e
em outro nao.

(e) Tabela do termo desconhecido “puro” R, e relacao com R,

Com R, = 50:

Ru(t) = v/Ra(t)2 — 502 |
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A tabela abaixo (valores arredondados) fornece R, (t):

Hora R
18:00 225.00
18:30 173.30
19:00 130.20
19:30  94.90
20:00 66.65
20:30  43.95
21:00 28.10
21:30 116.30
22:00 108.35
22:30 3.50
23:00 1.15
23:30 0.15

00:00 0.00

(f) Comportamento de R,(t) e fonte dominante

Hora

00:30
01:00
01:30
02:00
02:30
03:00
03:30
04:00
04:30
05:00
05:30
06:00

Ry

0.15
1.15
3.50
7.70
12.55
18.75
28.10
66.65
94.90
130.20
173.30
225.00

R.(t) é minimo quando a estrela esta alta (perto do zénite) e cresce fortemente perto do
horizonte, validando como uma fonte de polui¢ao luminosa como uma cidade, ja que para
angulos perto do zénite poucos raios conseguem refratar e espalhar nessa diregao diferente do

horizonte.

(g) Tabela do sinal estelar S(t) e exclusao de contaminados

Compute:

[S(t) = Ri(t) — Ra(1) |

Os pontos 02:00, 02:30 e 03:00 devem ser excluidos do ajuste por serem incompativeis com

a variacao suave esperada (evento externo: nuvem/tracking).

Tabela (com arredondamento; pontos contaminados marcados com X ):

Hora S =Ri— Rs

Hora S =Ri—R>
18:00 361.851

00:30 624.890
18:30 463.268

01:00 624.746
19:00 524.007

01:30 624.130
19:30 562.236

02:00 217.875 x
20:00 586.922

02:30 216.691 x
20:30 602.895

03:00 214.554 x
21:00 613.013

03:30 602.895
21:30 616,057

04:00 586.922
22:00 620,151

04:30 562.236
22:30 624.130

05:00 524.007
23:00 624.746
23:30 624.890 05:30 463.268

06:00 361.851

00:00 624.900

(h) Comportamento de S(t) e linearizagao

Extingao atmosférica (atmosfera plano-paralela):

S(t) = Spe X,
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Logo,

[InS(t) =Sy — 7X(¢) |

E necessario obter X (t) via geometria celeste.

Como ¢ ~0° e § ~ (0°:

sinh = sin¢sind + cos¢cosdcos H = sinh = cos H.

Com X ~secz = ——, vem
si

nh’

| X(¢) = sec H(t) |

O angulo horario varia linearmente:
H(t) =w(t —tg), w = 15°/h.

O instante ¢y é a culminacao (méaximo de S), aqui to ~ 00:00.

(i) Tabela linearizada e grafico

Para evitar divergéncia de X muito perto do horizonte e manter a aproximacao plano-paralela
valida, use (por exemplo) |H| < 75°, isto é, horarios de 19:00 a 05:00, e descarte 02:00-03:00

(contaminados).

A seguir, X =secH ey =InS:

Hora H (deg) X =secH InS

19:00 —75 3.8637 6.261505
19:30 —67.5 2.6131 6.331922
20:00 —60 2.0000 6.374892
20:30 —52.5 1.6427 6.401743
21:00 —45 1.4142 6.418386
21:30 —37.5 1.2605 6.423343
22:00 —-30 1.1547 6.429966
22:30 —22.5 1.0824 6.436359
23:00 —15 1.0353 6.437345
23:30 —-7.5 1.0086 6.437576
00:00 0 1.0000 6.437592
00:30 +7.5 1.0086 6.437576
01:00 +15 1.0353 6.437345
01:30 +22.5 1.0824 6.436359
03:30 +52.5 1.6427 6.401743
04:00 +60 2.0000 6.374892
04:30 +67.5 2.6131 6.331922
05:00 +75 3.8637 6.261505

O grafico y = In S versus X deve ser aproximadamente uma reta.
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Chart Title

6,46

6,41

6,42 -."'!

6,4 e

6,38 o

6,36 -

6,34

LN

6,32

63

6,28 y=-0,0632x+6,503

626 R? = 0,9973 Y

6,24

0,0000 0,5000 1,0000 1,5000 2,0000 2,5000 3,0000 3,5000 4,0000 4,5000
(j) Estimativa de 7
Ajuste linear:
InS =a+bX.
Comparando com In S =1n Sy — 7X:
’T:—b‘, ’S():(:’a‘.

Com os pontos acima (19:00-05:00, excluindo 02:00-03:00), obtém-se um ajuste tipico:

[InS ~ 6,503 —0,0632X| =

(Consequentemente, Sy ~ €5-6241 ~ 6.67 x 102 na unidade de taxa do problema.)

Para incerteza:

() -1

T\ N2

N
1 I
T =40004; o, =0, (N ;(z — )2+ x?) = +0,008

Logo: o5, = % el =+1
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