y LISTA 4
’ “ SELEGCAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS
——

OLIMPIADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2026
ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. A lista é composta por 5 problemas nao avaliativos
2. Pratique escrever solugoes legiveis.

3. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolugao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Permissividade magnética do vacuo (ug)
Ao medido em laboratorio

Raio do atomo de hidrogénio (rp)

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-1073 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W .m 2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpec™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

47 -1077 H/m

656 nm

37 pm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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1. Universo Filamentar Em cosmologia, o principio cosmolégico assume que, em escalas suficien-
temente grandes, o universo é homogéneo e isotropico. No entanto, em escalas menores, a matéria
organiza-se numa “teia cosmica” composta por filamentos, vazios e aglomerados. Nesta questéo,
idealizamos um universo alternativo no qual toda a massa esta concentrada ao longo de um tinico
filamento césmico infinito, retilineo, com densidade linear de massa constante A\. A gravitagao é
descrita pela teoria newtoniana. Este modelo ex6tico permite explorar as consequéncias dindmicas
de uma distribui¢ao de matéria unidimensional.

A questao esta dividida em trés partes. Na Parte I, consideramos o filamento imerso em um espago
tridimensional. Na Parte II, passamos a um modelo efetivamente unidimensional da gravitagao.

Parte I: Campo e potencial gravitacionais (3D)

a) Usando a simetria do problema (translagiao ao longo do filamento e rota¢ido em torno dele),
determine o campo gravitacional §(r) a uma distancia radial r do filamento.

Dica: lei de Gauss para a gravitacao

§ G- dA = —47G My

b) Determine o potencial gravitacional ®(r), sabendo que:

d®
g(r) = “ar

Escolha a constante de integragao tal que ®(1) = 0. Compare com o potencial do universo
convencional e discuta por que ®(r) diverge tanto em r — 0 quanto em r — 00. O que isso
implica para a existéncia de 6rbitas ligadas?

¢) Uma particula parte do repouso em r = ry. Use conservagdo de energia para obter 7(r),
obtenha o tempo de queda até o filamento e discuta se esse tempo ¢é finito ou infinito.

Dica:

[| v

Parte II: Evolugao cosmolégica (modelo efetivo 1D)

Nesta parte, consideramos um modelo efetivamente unidimensional, no qual a gravitagao é descrita
ao longo de uma tinica coordenada espacial, como representado na imagem a seguir.

AO/ X0

A(E), x(t)
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Defina o fator de escala a(t) tal que x(t) = a(t)zg. Mostre que a conservagdo da massa
implica

A equagao de Poisson em 1D leva a

dg
A 1ED)
dx ’

em que G’ se trata do equivalente & constante gravitacional para este universo, com dimen-
soes diferentes.

Use a simetria de reflexdo para obter g(z) e, em seguida, mostre que a equagdo de movimento
de uma particula comédvel implica

a 2G" Mo
a a

Por fim, compare com o caso tridimensional

a  4rGpo

a a3

)

discutindo o papel da dimensionalidade na evolugao da densidade.

Multiplicando a equagao obtida no item f) para o universo 1D por @ e integrando, mostre
que

a2 = —4G'\ga + C

Interprete C' como energia total por unidade de massa e determine a condigao para que o
universo colapse, isto é, para que a(f) = 0 em um instante finito de tempo.

Solugao:

a) Pela simetria do problema (translagao ao longo do filamento e rotagio em torno dele), o
campo gravitacional g é radial e depende apenas da distancia r ao filamento. Utilizamos
a lei de Gauss para a gravitagao:

35 G- dA = —A7G My

Como superficie gaussiana, escolhemos um cilindro de raio r e comprimento L coaxial
ao filamento. O fluxo através das tampas é nulo (pois § é paralelo as tampas), e na
superficie lateral |§| é constante e perpendicular & superficie. Assim:

§§ dA = g(r)- (2nrL)
A massa interna é a massa contida no trecho do filamento de comprimento L:

Mint = AL

Substituindo na lei de Gauss:
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~2GA

g(r) - 2nrL = —47G(AL) = g(r) = "

O sinal negativo indica que o campo aponta radialmente para dentro (sentido oposto
ao vetor radial 7). Portanto, em modulo:

. 2GA
1g(r)| = W
O campo gravitacional obtido no item (a) é radial:
. 2G)
g(r) = - "
Assim,
_d®  2GA ~ d®  2GA
dr r dr 7
Integrando:

&(r) =2GAIlnr + C,

onde C' é uma constante de integragao. Escolhemos a condigao ®(1) = 0:

0=2GAIn1l+C = (C=0

Portanto,

‘@(r) =2GAInr

Comparagao com o potencial de uma massa pontual em 3D: Para uma massa

pontual M em trés dimensoes, P3p(r) = ———. Enquanto o potencial newtoniano

tridimensional tende a 0 quando r — o0 e a —o0 quando r — 0, o potencial do filamento
diverge para +o0 quando 7 — o0 e para —o0 quando 7 — 0. Essa diferenga decorre da
distribuicao unidimensional da massa.

Divergéncias: - Em r — 0: & — —o0, indicando uma atra¢ao muito forte nas proxi-
midades do filamento. - Em r — o0: & — 400, 0 que significa que uma particula em
repouso no infinito teria energia potencial infinita — na pratica, isso indica que nao é
possivel afastar a particula indefinidamente sem fornecer energia.

Implicagao para oérbitas ligadas: Para uma particula com momento angular nao
nulo, o potencial efetivo é Uet(r) = 2GAmInr + L?/(2mr?). Este potencial possui um
minimo em r. = L/(mv2G\), onde a segunda derivada é positiva, indicando uma orbita
circular estavel.

Uma particula de massa m parte do repouso em r = 3. O movimento ocorre sob a agao
do campo gravitacional do filamento, cujo potencial é ®(r) = 2GAInr (com ®(1) = 0).
A energia total se conserva.

A energia cinética é T = %miz (movimento radial apenas, pois ndo ha velocidade

angular inicial). A energia potencial gravitacional é U(r) = m®(r) = 2GAmInr.

Como a particula parte do repouso em r = rg, a energia total é:
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E =U(rg) = 2GAmInr

Para uma posicao r qualquer, a conservagao da energia da:

1
§m7'“2 +2GAmInr = 2GAmInrg

Cancelando m e isolando 72
1., o
5% = 2GA(Inro — In7) = 2GX 1n(7)
Portanto,
i = 4GAIn(22)

Como a particula esté caindo em diregao ao filamento, 7 < 0, logo:

F(r) = — 4 JAGA 1n(’"7°)

O tempo necesséario para a particula ir de r = 1y até o filamento (r — 0) é:

JO dr J dr
tqueda = = TV
ro T 0 A/4GX1n(rg/r)

Fazendo a mudanca de variavel u = r/rg (0 < u < 1), temos dr = rodu e In(ro/r) =
—Inu. Assim:

! ro du

bod
foneda = __To J U
W o VAGA(—Inuw)  2VGA Jo vV—Tnu

Portanto,

70
tqueda = —F——= VT
aueds = 5 VT

¢ _ ﬁTo
queda 2\/@

Conclusao: O tempo de queda é finito. Diferentemente do que ocorreria se a forca
fosse constante ou se houvesse uma singularidade muito forte, o potencial logaritmico
leva a uma aceleragao que cresce suficientemente quando r — 0 de modo que a particula
atinge o filamento em um intervalo de tempo finito. Esse resultado contrasta com o
caso de uma massa pontual em 3D, onde o tempo de queda para r = 0 também é finito
(embora a dependéncia com r( seja diferente).

Definimos o fator de escala a(t) tal que a coordenada fisica z(t) de uma particula comovel
se relaciona com sua coordenada comovel zy por:
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Considere um segmento comével de comprimento dzg. O comprimento fisico correspon-
dente é dx = a(t) dzg. A massa contida nesse segmento é conservada, pois nao ha fluxo
de matéria através de suas bordas (as particulas sdo comoveis). Seja A(t) a densidade
linear de massa (massa por unidade de comprimento fisico) no instante ¢. A massa no
segmento é:

dm = \(t)dz = \(t) a(t) dxo

No instante inicial ¢ = 0, adotamos a(0) = 1, de modo que z(0) = z( e a densidade
linear inicial é A\g = A(0). A massa inicial no mesmo segmento comével é:

dm = /\0 dxo

Igualando as duas expressoes para dm (conservagido da massa):

At)a(t)deg = dodrg = At)a(t) = X

Portanto,

A equagdo de Poisson em 1D é dada por

dg /
— = -2@G
dx At)

Pela simetria de reflexdo em torno da origem (z = 0), o campo gravitacional deve ser
impar, isto é,

9(=z) = —g(),

e, portanto, aponta sempre em diregao a origem. Integrando a equagao de Poisson,
obtemos:

g(x) = =2G'\(t) =

Agora, consideramos uma particula comdvel cuja posigao é dada por

Derivando duas vezes em relagao ao tempo:
r=a o
Por outro lado, pela equagido de movimento (segunda lei de Newton),

¥ =g(r) = =2G'\(t)xz = —2G'\(t) a(t) zo

Igualando as expressoes para :
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azo = —2G'\(t) a(t) zg
Cancelando g (néo nulo):
a=—2G'\(t)al(t)
Utilizando o resultado do item (d), A(t) = Ao/a(t), obtemos:

. Ao
= — r= = — /
a 2G a(t) a(t) 2G' \o

Dividindo ambos os lados por a(t):

Comparando com o caso tridimensional:

a  4AnGpo

= — s

a a3

vemos que, no caso 1D, a dependéncia com o fator de escala é 1/a, enquanto no caso
3D & 1/a3.

Isso reflete o fato de que, em 1D, a densidade linear escala como Aocl/a, enquanto em 3D
a densidade volumétrica escala como pocl/a®. Portanto, a dimensionalidade do espago
altera diretamente a forma da evolugao gravitacional do universo.

Partimos da equacgao obtida no item anterior:

a=—2G"\

Multiplicando ambos os lados por a:

qa=—2G"\0a

Observamos que o lado esquerdo pode ser escrito como:

Assim, temos:

Integrando em relagao ao tempo:

1
§d2 = —2G'\oa + ',

ou, redefinindo a constante de integragao,

a* = —4G' \ga + C
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Podemos interpretar essa equagao como uma equagao de conservacao de energia por
unidade de massa:

1
§a2 +V(a) = E,

onde o potencial efetivo é

V(a) = 2G' \oa,

e a energia total por unidade de massa é

¢
2

Para que o universo colapse (isto é, atinja a = 0 em tempo finito), é necessario que
exista um ponto de retorno, isto é, um valor maximo am.x tal que a = 0. Da equacgao
acima:

C

0= —4G')\0amax + C = Amax — m

Para que exista uma solucdo fisica com a2 > 0, é necessario que

C —4G Moa > 0,
o que implica C' > 0.

Nesse caso, o universo atinge um valor maximo

. _.c
max — 4G/>\0

e, portanto, inevitavelmente colapsa em tempo finito.

Assim, todo universo fisicamente permitido neste modelo (com C > 0) sofre colapso.

2. A Grande Quicada A Cosmologia busca compreender, além de todo o caminho que o universo
teve para chegar até aqui, quais os possiveis finais (ou ndo) ele pode ter. Um dos finais mais
interessantes atualmente estudados é o Big Bounce (Grande Quicada). Nesse modelo, o universo
tem uma densidade maior que a densidade critica, e, eventualmente passa a contrair (ou seja,
a gravidade ganha o balango de forcas). Contudo, ao diminuir para uma escala muito pequena,
diferentemente do modelo do Big Crunch (Grande Esmagamento), o universo ndo se torna uma
singularidade, mas sim, devido a interagoes gravitacionais quéanticas, o universo retoma sua ex-
pansao, entrando em um ciclo infinito de expansoes e contragoes.

a) Considere um universo com curvatura positiva e que contém apenas energia escura (constante
cosmologica). Encontre uma expressao para o fator de escala minimo a,, desse universo, ou
seja, o fator de escala no momento exato em que ele deixa de contrair e passa a se expandir
novamente. Sua expressao deve estar em fungao apenas do fator de densidade 2.

b) Assumindo que a,, ocorre no tempo ¢ = t,,, encontre uma expressao para o fator de escala do
universo em um tempo t. Sua expressao deve estar em fungao de t,t,,, an,, Ho € 2y. Dado:

Jx ﬁ = arccosh (%)
b _
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¢) Encontre a expressdo para o tempo entre o presente e a ultima quicada desse universo em
funcgao de Hy e Qg

Solugao:

a) Para esse universo, a equagio de Friedmann pode ser escrita como:

H\? 1-9Q
=) =q
(H()) o+t a2

No ponto em que a é minimizado:

H—
1-0Q
0=9Q+ 20
am
[
m = Q%

b) Manipulando a equacdo de Friedmann:

H\? 1-Q0 Q Qo -1\ Q
=) =q il | - .20
<H0> ot a? Qo O+< Qo ) a?

2 2 z
m
a

Substituindo H = 192 ¢ separando as variaveis:

a dt
Hor/Qodt =

da
Va2 a2,
Integrando de a(t,,) = ay, até a(t) = a, utilizando a integral dada no enunciado:
Hon/Qo(t — t,,) = arccosh (aa)
Por fim, isolando a:

a = ap cosh Hon/Qo(t — t)

c¢) Esse intervalo de tempo ¢é simplesmente a diferenga entre ¢y e t,,. Como a(tg) = 1 por
definigao:

tO_tm

= #arccosh 2
"~ Hov/Qo Q—1

3. Foguetinho Apods anos de rivalidade intensa na lendaria Batalha de Aura, Bibucha e o Bibrasil
finalmente percebem que existem desafios maiores do que suas diferengas. Em uma reviravolta
inesperada, eles decidem unir forcas no projeto mais ambicioso ja concebido: Ballus V: Em busca
da lambada cosmica.

O objetivo? Levar um foguete experimental até regides cada vez mais distantes do universo em
expansao, investigando os limites do espago observavel e testando os efeitos da Relatividade em
um cenario cosmologico extremo.

Sua missao é analisar o movimento desse foguete e entender como a expansao do universo influencia
(ou ndo) sua dinAmica. Considere um universo homogéneo e isotropico descrito pela métrica de
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Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker, restrita a movimentos radiais,
ds* = —c?dt* + a*(t) dr®.

Nesta métrica, a coordenada t corresponde ao tempo cosmoldgico, isto é, ao tempo proprio medido
por observadores comédveis que participam da expansao do universo. A coordenada radial r é uma
coordenada comovel, que permanece constante para particulas que seguem o fluxo de expansao.
Ballus parte do repouso e move-se radialmente ao longo dessa geometria, mantendo aceleragao
propria constante g, medida em seu referencial instantaneamente em repouso.

a) Mostre que a distancia fisica real entre dois eventos separados radialmente é dada por
D(t) = a(t) r(t).
e explique por que essa quantidade, e nao a coordenada comovel r, corresponde & separagao

espacial fisicamente observavel.

b) Prove que a velocidade do foguete medida por um observador comovel local é dada por

v(t) = a(t) r(t).
Explique por que essa velocidade, e nao 7, é a quantidade fisicamente relevante para descrever
o movimento local do foguete.

¢) Usando exclusivamente as leis relativisticas de contragdo do espago e de dilatagdo do tempo
da Relatividade Especial, deduza a relacao entre a aceleragao proépria g, o tempo proprio 7 do
foguete e a velocidade v medida por observadores coméveis locais. A expansdo do universo
modifica essa relacgao local? Justifique sua resposta.

d) Expresse a velocidade v em funcdo do tempo préprio 7 do foguete.
e) Determine o tempo cosmologico ¢ como fungao de 7.
f) Considerando um sistema de coordendas em que o foguete esté inicialmente no centro do

t
sistema, expresse explicitamente D em funcdo de 7 para a(t) = a(to)t—.
0

Solugao:

a) A distancia fisica entre dois pontos é definida como o comprimento de uma curva espacial
tomada em um instante de tempo cosmologico fixo, isto é, sobre uma hipersuperficie
t = constante. Impor simultaneidade para observadores comoéveis implica dt = 0, de
modo que a métrica se reduz a

dl = a(t) dr.

Como a integracao ¢ realizada mantendo o tempo fixo, o fator de escala a(t) permanece
constante ao longo do caminho espacial. Assim, a distancia fisica real entre a origem e
o foguete é

r(t)
D(t) = f a(t)dr = a(t) r(t).

0

A coordenada comével r nao representa uma distancia observavel, pois permanece fixa
para observadores que participam da expansao do universo. A quantidade fisicamente
mensuravel é D(t), que incorpora explicitamente o efeito da expansao espacial.

b) Um observador comovel local mede intervalos espaciais e temporais definidos pela mé-
trica em sua vizinhanca imediata. Para eventos separados radialmente e ocorrendo em
um mesmo instante de tempo cosmologico, o elemento de comprimento fisico é
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O tempo medido por esse observador coincide com o tempo cosmolégico local, uma
vez que observadores comédveis estao em queda livre e sincronizados pelo tempo t da
métrica.

A velocidade do foguete medida por esse observador &, por defini¢ao,

A quantidade 7 isoladamente nao corresponde a uma velocidade fisicamente mensuravel,
pois depende da escolha de coordenadas e nao incorpora a escala fisica do espago. Ja v =
ar representa a velocidade relativa local entre o foguete e o observador comével no mesmo
ponto espacial, sendo, portanto, a grandeza relevante para descrever o movimento local
do foguete.

Considere dois observadores comoveis infinitesimalmente proximos ao longo da trajeto-
ria do foguete. Em uma vizinhanga suficientemente pequena do espago-tempo, os efeitos
da expansao podem ser desprezados, e cada observador comovel define um referencial
local aproximadamente inercial. Assim, as relagoes cinematicas da Relatividade Espe-
cial podem ser aplicadas localmente. Seja v a velocidade do foguete medida por um
observador comoével local em um instante, e v+ dv a velocidade medida por um segundo
observador comével infinitesimalmente & frente, ap6s um intervalo de tempo proprio dr
do foguete. No referencial instantaneamente em repouso do foguete, que esta parado
nesse instante, o observador que estava a frente do foguete se aproxima do foguete com
velocidade de modulo aproximadamente v, enquanto o observador que estava atras se
afasta com velocidade de médulo aproximadamente v.

No referencial do foguete, a separacao espacial dfy entre os dois observadores sofre
contragao de Lorentz quando observada no referencial comovel,

a= 1

v T imee

Além disso, o intervalo de tempo dt medido pelo observador comével relaciona-se ao
tempo proprio do foguete por dilatagao temporal,

dt = v dr.

A variagdo da velocidade relativa entre os dois observadores comdveis é dada por

dv = % = 7d€0
Cdt y2dr

No referencial do foguete, a aceleragao propria é definida por

_ 2
9= "4
Identificando d%¢y = g dr?, obtemos
g
uT = —72 i

A expansao do universo nao modifica essa relagao, pois toda a dedugao é realizada
localmente, onde a métrica pode ser aproximada pela métrica de Minkowski. A acelera-
¢ao propria e a velocidade v sdo quantidades definidas por medicoes locais e, portanto,
obedecem as leis da Relatividade Especial independentemente da expansao global do
espago.
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Observagao: O motivo profundo pelo qual foi possivel utilizar rela¢oes da Relatividade
Especial ao longo da questao esta ligado & estrutura geométrica do espago-tempo. Em
Relatividade Geral, o espago-tempo é uma variedade diferenciavel equipada com uma
métrica, o que garante que, em uma vizinhanca suficientemente pequena de qualquer
evento, a geometria pode ser aproximada pela de Minkowski. Fisicamente, isso assegura
que qualquer observador em queda livre pode sempre construir um laboratoério local no
qual as leis da Relatividade Especial sao validas.

Defina a rapidez relativistica ¢ por
v = ¢ tanh ¢, ~ = cosh ¢.

Da relacao obtida no item anterior,

Por outro lado,

Substituindo v = cosh ¢, obtemos

de onde resulta

o(t) =c¢ tanh(ﬁ) .

c

Solugao alternativa: Partimos da relagao obtida no item anterior,

Separando variaveis,

A integral do lado esquerdo é

Assim,

cC—v

gln(c+v) =g+ C.

Impondo a condigao inicial v(0) = 0, obtemos C = 0. Logo,
In c+v) 25;7'
c—v) ¢

c+v 297
:ec’

Resolvendo para v,

c—v
de onde segue
v(T) =c¢ tanh(g—T) .
c
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e) A relagdo entre o tempo cosmologico e o tempo proprio é

tr =~(1) = cosh(%) ,

de onde

t(r) = gsinh<g%) )

f) Sabemos que v(7) = a(t)rt. Reescrevendo em fungao do tempo proprio 7 da nave,

Integrando de 7y a T,

Como a(t) = ag, substituindo #(7), obtemos

c . gT
= ag— sinh <—) .
a(T) = ag o sinh (=

Portanto,

r(t) = %(T — 7).

Finalmente, a distancia fisica é

D(r) = ¢(r — 7o) sinh (977) :

4. Se quiser colidir O espaco intergalactico nao é um vacuo perfeito; ele é permeado pela Radiacao
Cosmica de Fundo em Micro-ondas (CMB), alguns fotons ai, com menos energia do que o criador
da questdo, que é o resquicio direto do Big Bang. Quando raios cosmicos de altissima energia (como
protons) viajam por distancias cosmologicas, eles eventualmente interagem com esses fotons. Se
quiser, pode interagir.

Devido a efeitos relativisticos, no referencial de um préton ultra-veloz, os pacatos fotons da CMB
sofrem um forte blueshif e aparentam ter energia suficiente para iniciar a fotoprodugao de pions
neutros (7). Esse processo extrai energia cinética do proton, criando um limite tedrico para a
energia maxima que um raio césmico pode ter ao chegar a Terra vindo de fontes muito distantes.
Esse ¢ conhecido como o Limite Greisen—Zatsepin-Kuzmin (GZK).

Nesta questao, adotaremos a assinatura da métrica de Minkowski como (+, —, —, —), de modo que
o quadrado do quadrimomento de uma particula seja expresso como P? = PP, = (E/c)* — |p|*.

(a) Seja P = (E/c¢,p) o quadrimomento de uma particula isolada de massa de repouso m. A
partir da relagao relativistica fundamental entre energia total e momento, demonstre que o
quadrado do quadrimomento (P?) é um invariante relativistico e encontre o seu valor em
funcao de m e da velocidade da luz c.
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Considere um préton de massa m,, e energia ultra-alta I, colidindo frontalmente com um
foton da CMB de energia E., no referencial do laboratoério (o espago intergalactico). Escreva
a expressdo exata para o quadrado do quadrimomento total do sistema, (Pi.¢)?, neste re-
ferencial. Em seguida, simplifique a expressao assumindo o limite ultra-relativistico para o
proton E, » mpc?.

Considere a reagio de fotoprodugio: p +y — p + n°. A energia minima Ey;, que o préton
deve ter no referencial do laboratoério para que essa reagao ocorra corresponde & exata si-
tuagao em que, no referencial do Centro de Massa do sistema, o préton resultante e o pion
criado (de massa m;) acabam em repouso. Utilizando a invariancia do quadrimomento total
demonstrada nos itens anteriores, prove que:

myc?)? + 2mymyct

AE,

Eth;\\-‘(

Assumindo que a temperatura atual da CMB é Teyp = 2,725 K, a energia média de um
féton da CMB pode ser aproximada pela energia térmica da distribuicao, £, ~ 2,82kpTcy B.
Calcule o valor numérico do limite GZK E,j; em elétron-volts eV.

Dados uteis: m,c® = 938 MeV, m,c? = 135 MeV. Onde 1 MeV = 10° eV.

Em 1991, detectou-se na atmosfera terrestre a "Particula Oh-My-God", com uma energia
impressionante de aproximadamente 3 x 10%° e¢V. Com base no seu resultado, comente bre-
vemente se essa particula poderia ter viajado livremente pelo Universo desde os primoérdios
da formacao galactica ou se ela deve ter se originado em nossa "vizinhanca'cosmica.

Solugao:

(a) Pela relatividade restrita, a energia total de uma particula é dada por:

E? = (pc)® + (mc?)?

2

Dividindo toda a equagao por ¢“, rearranjamos para:

E\2
() —p? = m2e?
c

Como a defini¢do do quadrado do quadrimomento na assinatura (+,—,—, —) é exata-
mente P? = (E/c)? — p?, concluimos que:

P2 — m2e2

Como m e ¢ sdo constantes universais independentes do referencial, provamos que o
quadrado do quadrimomento é um invariante relativistico.

(b) O quadrimomento total no referencial do laboratorio é a soma dos quadrimomentos:
Pyt = P, + P,. Assumindo a colisdo frontal (movimentos no eixo x), temos:

E
Py = <C”,pp,0,0)

E E
P’Y = (C’Yv_c’yvoa())

O quadrimomento total é:

E,+FE E
Ptot = (Mapp_ C’Y7O7O)
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Calculando o quadrado (Pi)?:

B, + B, \? B\
(Prot)® = <p67> - <Pp - ;)
2 Ep ’ 2B, B, Ly ’ o _ 2ppEy £y ’
Prot)" =(— ) +—5—+|—) —|\ppb——— +|—
c c c c c

B\ 2F., (E
(Prot)® = (;) —1!7,2,+77 (C‘” +pp>
A —

202
mpc

Para o limite ultra-relativistico (E, » mch)7 a energia de repouso do préton torna-se
negligenciavel em relacdo & energia cinética, de modo que p, ~ E,/c. Substituindo na

expressao:
2E., (E E
2.2 i— (p + p)
c

2 ~
(Prot)” ~ m, - -

4F,F
2 2.2 P~y
(Ptot) S mpC + 62

(c) No referencial do Centro de Massa (CM) exato no limiar da reacdo (E, = Ey, no ref.
do laboratorio), o proton resultante e o pion ndo possuem energia cinética, estando em
repouso. O quadrimomento total no CM é simplesmente as suas massas de repouso:

P, = ((mp + my)c,0,0,0)

O quadrado do quadrimomento no CM é:

(Plor)? = (my + mg)?c?
Como (P,)? é um invariante relativistico, seu valor deve ser igual em qualquer refe-
rencial. Igualando o resultado do item (b) com o CM:

2 2 2 2 4Etha

(myp +mg)"c” ~ mye” + 2

2 2.2

4B, E.
2 2 2 2.2 thty
myc” + 2mpymyc” + mpc’ & myc” + ——5—

2
Cancelando mf,c2 de ambos os lados e isolando Eyj,:

4By E,
C2

~ 2 2.2
~ 2mpmec” + mjc

(mrc®)? + 2mymyc?
4E,

Eth o]

(d) Primeiro, calculamos a energia média de um féton da CMB:
E,~282 kg -Toup ~ 6,62 x 107* &V

Agora, aplicamos a férmula do limiar Eyj, com as massas dadas em MeV :

Euyp ~ 1,02 x 1020 eV
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(e) O limite calculado de aproximadamente (102 V) mostra a energia necessaria para que
a interacdo aconteca. A Particula "Oh-My-God"com 3 x 10?2 eV possui energia que
ultrapassa esse limiar. Se ela tivesse viajado distancias cosmologicas gigantescas, desde
o inicio do universo ou além do nosso superaglomerado, ela teria colidido com a CMB,
perdido energia fotoproduzindo pions e chegaria & Terra com energia abaixo de Ejyp,.
O fato de a detectarmos com essa energia implica que sua fonte deve ser local, a uma
distancia menor que o livre caminho médio intergalactico, da ordem de 50 Megaparsecs.

5. The Dark Side of the Sun Esta questao trata da anélise de um conjunto de dados astronémicos
associados ao eclipse solar total de 2 de agosto de 2027. A partir de tabelas temporais contendo
coordenadas equatoriais do Sol e da Lua, seré investigado como observagoes discretas ao longo do
tempo podem ser utilizadas para construir a geometria tridimensional do sistema Terra—Lua—Sol.

A resolugao é estruturada em duas etapas. Na primeira, os dados sdo processados para construcao
vetorial completa do sistema e determinagao da trajetéria da sombra sobre a superficie terrestre.
Na segunda, os resultados sao analisados sob uma abordagem estatistica, explorando a evolucao
temporal da separacao angular entre Sol e Lua.

Parte I: Plotando o Caminho da Totalidade

Para a analise do eclipse solar total de 2 de agosto de 2027, sera adotado um sistema de coor-
denadas equatoriais geocéntricas, no qual a Terra é considerada no centro do referencial. Neste
sistema, o eixo x estd na direcdo do ponto Vernal e o eixo z aponta para o Polo Norte Celeste.
Nesse sentido, a posi¢ao de um corpo celeste é descrita pela sua Ascensdo Reta (AR), Declinagao
(Dec) e distancia ao observador geocéntrico.

A Ascensao Reta é medida ao longo do equador celeste a partir do ponto vernal, enquanto a
Declinagao corresponde ao dngulo entre o objeto e o plano do equador celeste. A distancia fornece
a escala tridimensional do sistema, permitindo construir vetores posi¢ao no espaco.

Assim, cada corpo celeste pode ser representado pelo vetor posicao no referencial geocéntrico:

7 = r(cosd cos v, cosdsina, sind),
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onde « é a Ascensao Reta, § é a Declinagao e r é a distancia ao centro da Terra.

Logo abaixo estao tabelas temporais com as coordenadas do Sol e da Lua ao longo do dia do
eclipse, bem como os tempos siderais de Greenwich (TSG) em cada um desses momentos:

Tabela 1: Coordenadas geocéntricas do Sol

Tempo (UTC) TSG (HMS) RA (HMS) Dec (DMS) Dist (km)

2027-08-02 08:30  05h12mb52.34s  08h47m37.97s 17°52°47.85" 151829874.69
2027-08-02 08:45 05h27mb54.82s 08h47m40.36s 17°52’38.31" 151829675.14
2027-08-02 09:00 05h42m57.29s  08h47m42.17s  17°52’38.31" 151829475.49
2027-08-02 09:15  05h57mb59.74s  08h47m44.59s  17°52°09.69"  151829275.75
2027-08-02 09:30 06h13m02.21s 08h47m46.71s 17°52°28.77" 151829075.91
2027-08-02 09:45 06h28m04.68s 08h47m48.51s 17°51’49.26" 151828875.97
2027-08-02 10:00 06h43m07.13s  08h47mb50.05s  17°51°60.14"  151828675.93
2027-08-02 10:15 06h58m09.60s 08h47m51.38s  17°51°50.60" 151828475.81
2027-08-02 10:30  07h13m12.07s 08h47mb52.52s 17°51’41.05" 151828275.58
2027-08-02 10:45 07h28m14.52s 08h47mb53.59s 17°51’41.05" 151828075.26
2027-08-02 11:00 07h43m16.99s 08h47mbH4.54s 17°51’31.50" 151827874.84
2027-08-02 11:15 07h58m19.46s 08h47mb5.40s 17°51°21.94"  151827674.32
2027-08-02 11:30  08h13m21.94s 08h47mb6.17s 17°51'21.94" 151827473.71
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Tabela 2: Coordenadas geocéntricas da Lua
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Tempo (UTC) TSG (HMS) RA (HMS) Dec (DMS) Dist (km)
2027-08-02 08:30  05h12mb52.34s  08h44m04.52s  18°21729.42"  357367.58
2027-08-02 08:45 05h27m54.82s 08h44m42.17s  18°18°09.56"  357369.54
2027-08-02 09:00 05h42m57.29s  08h45m19.79s 18°14’49.26" 357371.73
2027-08-02 09:15 05h57mb59.74s  08h45m57.39s  18°11°28.48"  357374.12
2027-08-02 09:30  06h13m02.21s 08h46m34.97s 18°14’49.26" 357376.73
2027-08-02 09:45 06h28m04.68s 08h47m12.52s 18°11'28.48" 357379.54
2027-08-02 10:00 06h43m07.13s  08h47m50.05s 18°11'28.48"  357382.57
2027-08-02 10:15 06h58m09.60s 08h48m27.55s 17°56’28.48"  357385.82
2027-08-02 10:30  07h13m12.07s 08h49m05.03s 17°54°09.56"  357389.27
2027-08-02 10:45 07h28m14.52s 08h49m42.48s 17°51’41.05" 357392.94
2027-08-02 11:00 07h43m16.99s 08h50m19.91s 17°51°41.05" 357396.82
2027-08-02 11:15 07h58m19.46s 08h50mbH7.31s  17°50°19.91"  357400.91
2027-08-02 11:30  08h13m21.94s 08h51m34.68s 17°49°41.05" 357405.21

Para cada instante de tempo fornecido nas tabelas, converta as coordenadas equatoriais do
Sol e da Lua em coordenadas cartesianas no referencial geocéntrico, isto é, obtenha:

T_é = (l‘,y,Z)S € 7_”L = (IE,y,Z)L

E organize esses dados em uma tabela para cada corpo celeste.

Essas tabelas serao utilizadas nas etapas subsequentes para a analise geométrica do ali-
nhamento Sol-Lua e para a determinacao da trajetéria da sombra lunar sobre a superficie
terrestre.

Utilizando os vetores posicao calculados no item anterior, determine, para cada instante de
tempo fornecido, o vetor unitario @(t) que define a diregao do eixo central do cone de sombra
da Lua em direcao a Terra.

Assuma que a dire¢do da sombra pode ser aproximada pela linha que une o centro do Sol ao
centro da Lua. Expresse #(t) como um vetor unitario no referencial geocéntrico.

Considere o vetor unitério () obtido no item anterior, que define a diregao do eixo central
do cone de sombra da Lua. A trajetoria desse eixo pode ser descrita pela reta

7(k,t) = rL(t) + kd(t),
onde k € R é um parametro real.

Assuma a Terra como uma esfera de raio Rg, centrada na origem do referencial geocéntrico.
Deseja-se determinar os valores de k para os quais a reta intercepta a superficie terrestre,
isto é, quando

17k, )| = Rep.
A partir desta condigdo geométrica, demonstre que a seguinte equagao é valida:

k? + 2k(i@ - 7L) + ||I7L]1? — Rg = 0.
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Com base no resultado obtido, calcule os valores de k para todos os instantes de tempo
considerados.

Dica: Sejam a e b dois vetores expressos em uma base ortonormal B = (&,9,2). Entao, o
produto escalar é dado por
@ b= azby + ayby + azb,

Para cada instante de tempo, determine o ponto de intersecao obtido no item anterior e
expresse suas coordenadas no sistema geografico terrestre.

A partir das coordenadas cartesianas do ponto de impacto (z,y, z), obtenha a latitude p e a
longitude A correspondentes utilizando:

| ( . ) y
@ = arcsin | — |, A = arctan (7) ,
R@ T

com a longitude ajustada de acordo com o quadrante:

arctan (%) , x>0,
A= arctan(%)Jrﬂ', r<0ey=0,
arctan (£) — 7, z<0ey<0.

Organize os resultados para os instantes de tempo em uma tabela contendo (¢, ¢, A), que sera
utilizada para a construgao da trajetoria da sombra lunar sobre a superficie terrestre.

Utilizando as coordenadas geograficas (¢, A) obtidas no item anterior, construa a trajeto-
ria da sombra lunar sobre a superficie terrestre utilizando o mapa geografico de projegao
equirretangular fornecido.
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Parte II: Analise estatistica do alinhamento Sol-Lua

A qualidade de um eclipse solar total pode ser quantitativamente descrita pela separacao angular
entre os centros aparentes do Sol e da Lua no céu. Para um observador geocéntrico, esta separagao
pode ser definida como:

0(t) = arccos (7s(t) - FL(t)) ,

onde 7 e 71, sa0 0s vetores unitarios posicao do Sol e da Lua no sistema de coordenadas equatoriais
geocéntricas.

Utilizando os dados fornecidos na Parte I, devemos analisar a evolugao temporal do alinhamento
entre os dois astros ao longo do dia do eclipse.

f)

Para cada instante da tabela, calcule a separacao angular 6(t) entre o Sol e a Lua. Em
seguida, construa um grafico de 6(¢) em fungao do tempo (UTC), utilizando, idealmente,
papel milimetrado.

Determine o instante aproximado em que ocorre o minimo de (¢), correspondendo ao maximo
alinhamento dos astros. Interprete este resultado no contexto do eclipse solar total.

Calcule o valor médio py e o desvio padrao amostral oy da separagdo angular ao longo do
intervalo de tempo fornecido.

Com o objetivo de refinar a determinagao do instante de méximo alinhamento entre o Sol e
a Lua, considere os valores de 6(t) obtidos na etapa anterior.

Podemos aproximar o comportamento de #(¢) nas vizinhangas do minimo por uma fungao
quadréatica:

O(t) ~ at® + bt + ¢

Utilizando os cinco pontos de menor distancia angular, realize um ajuste parabélico
e determine o valor de tg. Compare o resultado obtido com a estimativa discreta do item
anterior e discuta a precisao do método.

Dica: Muitas calculadoras cientificas (como modelos da Casio) possuem uma fungéo de
regressao que permite ajustar diretamente uma fungao quadratica.
Procedimento geral:
I Acesse o modo de estatistica (geralmente indicado por MODE — STAT).
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IT Escolha o tipo de regressdo quadratica (frequentemente indicado como Quad,
A+Bx+Cx? ou similar).

III Insira os dados (z;,y;) nas colunas correspondentes.

IV Utilize a opgao de calculo/regressao (como CALC, REG ou SHIFT + tecla especifica)
para obter os coeficientes.

V A calculadora forneceré os valores de a, b e ¢ do ajuste.

j) Com base no ajuste parabdlico obtido no item anterior, estime a duracdo do intervalo em
que o alinhamento Sol-Lua é suficientemente preciso para permitir a ocorréncia de eclipse
total em alguma regiao da superficie terrestre.

Considere que a condigao de totalidade esta associada ao fato de a separagao angular entre
os centros aparentes do Sol e da Lua satisfazer

0(t) < 0.,

onde 0, é um limiar angular correspondente ao raio aparente do Sol.
Utilizando a parabola ajustada para 6(t), determine os instantes t; e to tais que

0(t1) = 6(t2) = O,

e, a partir disso, calcule a duragao do intervalo de alinhamento critico:

At =ty —t

Solugao:
a) Pela formula fornecida no inicio do enunciado:
7 =r(cosd cosq, cosdsina, sind)
Temos:

Tabela 3: Coordenadas cartesianas geocéntricas do Sol

Tempo (UTC) X (x10" km) Y (x10”" km) Z (x107 km)

2027-08-02 08:30 -9.6515 10.7540 4.6615
2027-08-02 08:45 -9.6535 10.7520 4.6609
2027-08-02 09:00 -9.6556 10.7510 4.6602
2027-08-02 09:15 -9.6576 10.7490 4.6595
2027-08-02 09:30 -9.6596 10.7470 4.6588
2027-08-02 09:45 -9.6616 10.7460 4.6582
2027-08-02 10:00 -9.6637 10.7440 4.6575
2027-08-02 10:15 -9.6657 10.7430 4.6568
2027-08-02 10:30 -9.6677 10.7410 4.6561
2027-08-02 10:45 -9.6697 10.7400 4.6555
2027-08-02 11:00 -9.6718 10.7380 4.6548
2027-08-02 11:15 -9.6738 10.7370 4.6541
2027-08-02 11:30 -9.6758 10.7350 4.6534
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Tabela 4: Coordenadas cartesianas geocéntricas da Lua

Tempo (UTC) X (x10° km) Y (x10% km) Z (x10° km)
2027-08-02 08:30 -2.2261 2.5591 1.1256
2027-08-02 08:45 -2.2338 2.5538 1.1223
2027-08-02 09:00 -2.2415 2.5485 1.1190
2027-08-02 09:15 -2.2492 2.5432 1.1157
2027-08-02 09:30 -2.2569 2.5379 1.1124
2027-08-02 09:45 -2.2645 2.5326 1.1091
2027-08-02 10:00 -2.2722 2.5272 1.1057
2027-08-02 10:15 -2.2798 2.5218 1.1024
2027-08-02 10:30 -2.2874 2.5164 1.0991
2027-08-02 10:45 -2.2950 2.5110 1.0957
2027-08-02 11:00 -2.3026 2.5056 1.0924
2027-08-02 11:15 -2.3102 2.5001 1.0890
2027-08-02 11:30 -2.3177 2.4947 1.0857

b) A diregdo do eixo central do cone de sombra da Lua pode ser aproximada pelo vetor
que liga o centro da Lua ao centro do Sol. Assim, define-se o vetor dire¢do como

O vetor unitario associado a essa diregao é dado por

Fisicamente, este vetor aponta ao longo do eixo central do cone de sombra (umbra),

indicando a dire¢ao na qual a sombra da Lua é projetada no espago.

A partir dos dados fornecidos no item anterior, calcula-se a diferenga vetorial entre
as posicoes do Sol e da Lua em cada instante de tempo. Em seguida, normaliza-se
esse vetor, obtendo-se um vetor unitario que representa exclusivamente a diregao do

alinhamento Sol-Lua, independentemente da escala do sistema.

Os resultados obtidos estao apresentados na tabela a seguir, onde cada componente de

-

4(t) foi calculada a partir da normalizacao de d(¢) em cada instante considerado.
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Tabela 5: Diferenca Lua — Sol (componentes cartesianas geocéntricas)

Tempo (UTC) AX (10° km) AY (10° km) AZ (105 km)

2027-08-02 08:30 962.93 -1072.80 -465.03
2027-08-02 08:45 963.12 -1072.70 -464.96
2027-08-02 09:00 963.32 -1072.50 -464.90
2027-08-02 09:15 963.51 -1072.40 -464.84
2027-08-02 09:30 963.71 -1072.20 -464.77
2027-08-02 09:45 963.90 -1072.10 -464.71
2027-08-02 10:00 964.09 -1071.90 -464.64
2027-08-02 10:15 964.29 -1071.80 -464.58
2027-08-02 10:30 964.48 -1071.60 -464.51
2027-08-02 10:45 964.68 -1071.50 -464.45
2027-08-02 11:00 964.87 -1071.30 -464.39
2027-08-02 11:15 965.07 -1071.20 -464.32
2027-08-02 11:30 965.26 -1071.00 -464.26

Tabela 6: Vetor unitario na diregdo Lua — Sol (componentes cartesianas geocéntricas)

Tempo (UTC) Uy Uy Uy

2027-08-02 08:30  0.6357 -0.7083 -0.3070
2027-08-02 08:45 0.6358 -0.7082 -0.3070
2027-08-02 09:00 0.6360 -0.7081 -0.3070
2027-08-02 09:15 0.6361 -0.7080 -0.3069
2027-08-02 09:30  0.6363 -0.7079 -0.3069
2027-08-02 09:45 0.6364 -0.7078 -0.3069
2027-08-02 10:00 0.6365 -0.7077 -0.3068
2027-08-02 10:15 0.6367 -0.7076 -0.3068
2027-08-02 10:30  0.6368 -0.7075 -0.3068
2027-08-02 10:45 0.6370 -0.7074 -0.3068
2027-08-02 11:00 0.6371 -0.7073 -0.3067
2027-08-02 11:15 0.6373 -0.7072 -0.3067
2027-08-02 11:30  0.6374 -0.7071 -0.3067

c) A reta que representa o eixo central do cone de sombra da Lua é dada por

(k,t) = 7(t) + ku(t),
onde @(t) é o vetor unitario na diregéo de 7, — 75 (ou seja, @ aponta da Lua em dire¢ao
ao Sol, e consequentemente para a sombra).

Para que essa reta intersecte a superficie terrestre, devemos ter

7(k:t)| = Re

Substituindo a expressao de 7(k,t) e usando que % é unitario (-4 = 1):

|FL + kﬁ|2 = R?—D’
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(7L + ki) - (7L + ki) = R,
L L+ 2k(7L - @) + K (U - @) = R,
i+ 2k(d-7L) + k* = Rg,

Reorganizando os termos, obtemos a equagao quadratica em k:

k* +2k(@-7) +rf — R =0
Resolvendo a equacao, podemos entao montar a tabela com os valores de k:

Tabela 7: Parametro k: distancia da Lua ao ponto de interse¢ao com a Terra

Tempo (UTC) k (x10° km)

2027-08-02 08:30 3.5536
2027-08-02 08:45 3.5357
2027-08-02 09:00 3.5258
2027-08-02 09:15 3.5192
2027-08-02 09:30 3.5148
2027-08-02 09:45 3.5121
2027-08-02 10:00 3.5108
2027-08-02 10:15 3.5109
2027-08-02 10:30 3.5124
2027-08-02 10:45 3.5154
2027-08-02 11:00 3.5200
2027-08-02 11:15 3.5270
2027-08-02 11:30 3.5375

d) Com os valores de k(t) obtidos no item anterior, podemos determinar os pontos de
interse¢ao entre o eixo central do cone de sombra e a superficie terrestre.

Substituindo cada valor de k(t) na equacédo da reta

7(k,t) = 7L(t) + k() 4(t),

obtém-se diretamente o vetor posi¢ao do ponto de impacto da umbra na superficie
terrestre para cada instante de tempo considerado.

Como a Terra é modelada como uma esfera de raio Rg), esses pontos satisfazem auto-
maticamente a condi¢ao

17RO = Re-

Assim, para cada instante ¢, o vetor 7(k,t) fornece as coordenadas cartesianas do ponto
de intersecao da linha central da sombra com a superficie terrestre.
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Tempo (UTC) X (km) Y (km) Z (km)

2027-08-02 08:30  3.3018e+03  4.2222e+03  3.4569e+03
2027-08-02 08:45  1.4371e+03  4.9975e+03  3.6931e+03
2027-08-02 09:00  8.0529e+01  5.2061e+03  3.6837e+03
2027-08-02 09:15 -1.0626e+03  5.1766e+03  3.5710e+03
2027-08-02 09:30  -2.0660e+03  4.9913e+03  3.3908e+03
2027-08-02 09:45 -2.9602e+03  4.6844e+03  3.1579¢+03
2027-08-02 10:00 -3.7599e+03  4.2722¢4+03  2.8794e+03
2027-08-02 10:15  -4.4708e+03  3.7613e+03  2.5580e+03
2027-08-02 10:30  -5.0926e+03  3.1514e+03  2.1938e+03
2027-08-02 10:45 -5.6186e+03  2.4351e+03  1.7834e+03
2027-08-02 11:00 -6.0328e+03  1.5949e+03  1.3193e+03
2027-08-02 11:15  -6.3016e+03  5.9361e+02  7.8532e+02
2027-08-02 11:30  -6.3421e+03 -6.6058e+02 1.4175e+02

Tabela 8: Coordenadas cartesianas geocéntricas dos pontos de intersecao da umbra central

Essas coordenadas sdo entéo convertidas para o sistema geografico (latitude e longitude),
utilizando as relagoes

(p = arcsin <Z> , A\ = arctan (g) ,
R@ x

permitindo a construgao da trajetéria da umbra sobre a superficie da Terra.

Os resultados obtidos foram organizados na tabela 9, que descreve o deslocamento da
sombra lunar ao longo do tempo.

Importante lembrar que devemos corrigir a longitude obtida utilizando o TSG corres-
pondente, dado que a rotagdo da Terra influencia no resultado. Ou seja:

—-TS5G

Acorrigida = Acalculada

Tabela 9: Coordenadas geograficas dos pontos de interse¢ao da umbra central

Tempo (UTC) Latitude (°) Longitude (°)

2027-08-02 08:30  32.819907 -26.243401
2027-08-02 08:45  35.382740 -8.021476
2027-08-02 09:00  35.278886 3.375125
2027-08-02 09:15  34.048875 12.101170
2027-08-02 09:30  32.116758 19.226108
2027-08-02 09:45  29.678304 25.270628
2027-08-02 10:00  26.837025 30.570768
2027-08-02 10:15  23.645164 35.386148
2027-08-02 10:30  20.118281 39.949855
2027-08-02 10:45  16.237260 44.507281
2027-08-02 11:00  11.937758 49.370245
2027-08-02 11:15 7.072766 55.037521
2027-08-02 11:30 1.273481 62.604958
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e) O grafico da trajetoria da umbra sobre a superficie terrestre esta representado abaixo,
obtido a partir das coordenadas geogréficas calculadas no item anterior.
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A titulo de comparagdo, abaixo esta representada uma versdo ainda mais precisa do
mapa do eclipse, a qual foi obtida através do site Time and Date:

f) A partir das posi¢oes unitarias do Sol e da Lua em cada instante de tempo, calcula-se
a separagao angular geocéntrica entre os dois astros por meio do produto escalar

0(t) = arccos (7s(t) - 7(t))
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Tabela 10: Separacao angular Sol-Lua (geocéntrica) via produto escalar

Tempo (UTC)

Separacao angular (graus)

2027-08-02 08:30:00 0,971 218
2027-08-02 08:45:00 0,824 188
2027-08-02 09:00:00 0,678021
2027-08-02 09:15:00 0,533 423
2027-08-02 09:30:00 0,392133
2027-08-02 09:45:00 0,259 606
2027-08-02 10:00:00 0,159432
2027-08-02 10:15:00 0,166 843
2027-08-02 10:30:00 0,273 215
2027-08-02 10:45:00 0,407 241
2027-08-02 11:00:00 0,549 026
2027-08-02 11:15:00 0,693 827
2027-08-02 11:30:00 0,840 085

Os valores obtidos podem ser organizados em fungao do tempo UTC e representados
graficamente, permitindo visualizar a evolugao do alinhamento Sol-Lua ao longo do

evento.

O grafico de 0(t) esta apresentado abaixo.
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g) Analisando os valores da tabela do item anterior, observamos que a separagdo angu-
lar 6(t) decresce continuamente de 0.971218° as 08:30 UTC até um valor minimo de
0.159432° as 10:00 UTC. A partir desse instante, 6(t) volta a aumentar, atingindo
0.840085° as 11:30 UTC. Portanto, o minimo ocorre aproximadamente as 10:00 UTC.

O minimo da separacgao angular entre os centros do Sol e da Lua corresponde ao mo-
mento de maximo alinhamento geométrico dos trés corpos (Sol-Lua—Terra) sob a pers-
pectiva geocéntrica. KEsse instante representa o apice do eclipse solar total para um
observador hipotético no centro da Terra. Quanto menor o valor de 6,,;,, mais perfeito
é o alinhamento e, consequentemente, maior a duragao e a qualidade da totalidade para

os observadores na superficie terrestre situados na faixa da umbra.
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h) Utilizando os 13 valores de 6(t):
1
o = 13 ;1 0;

0.971218 + 0.824188 + - - - + 0.840085
1o — * 13+ + ~ 0.5234°

O desvio padrao amostral é dado por:

13

1
% =\| T3 D1(0; — po)?

i=1

09 ~ 0.3115°

i) Para refinar a determinagdo do instante de méximo alinhamento, assume-se que, nas
vizinhangas do minimo, a separagao angular pode ser aproximada por uma parabola.

Escolhendo os cinco pontos de menor separacao angular, centrados em torno do minimo

observado na tabela, temos:

£ (UTC) | 6(t) (°)
09:30 0.392133
09:45 0.259606
10:00 0.159432
10:15 0.166843
10:30 0.273215

Utilizando uma regressao quadratica, obtemos a seguinte fungao:

|6(t) ~ 0.6690¢> — 13.51¢ + 68.39

Essa funcao é representada graficamente pela seguinte imagem:

Ajustes parabdlicos para o maximo alinhamento Sol-Lua

175 —— Ajuste local

1.50

1.25

1.00

Separagéo angular (graus)

0.50

—e— Dados calculados (13 pontos)
@ Pontos do ajuste local (5 menores)

0.0 05 10 15 20 25
Tempo decorrido desde 08:30 UTC (horas)

30
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Podemos obter o instante de maxima aproximagao entre os astros calculando o vértice
da parabola:

to ~ 10h 06min

No item anterior, o minimo foi estimado diretamente como ocorrendo em aproximada-
mente 10:00 UTC por inspecao discreta dos dados. O ajuste parabolico confirma esse
resultado, refinando-o e reduzindo a incerteza associada a discretizacao temporal.

Defina a constante 6. e reescreva a inequagao:

0,6690¢2 — 13,51t + 68,123 < 0

A igualdade ocorre nos limites do intervalo de totalidade:

0,6690¢2 — 13,51t + 68,123 = 0

Para a pardbola genérica 0(t) = at? + bt + ¢, o vértice ocorre em

b b2
to = —— 0min =C— —
0 2a’ ‘"4

Com a = 0,6690, b = —13,51, ¢ = 68,39:

(13,51)2 182,5201 o
—— =68,39 - ———— ~ 68,39 — 68,202 = 0,188
40,6690 2,676
O valor minimo é cerca de 0,188°, inferior a 6, = 0,267°; logo existe um intervalo em
torno de tg onde a totalidade ocorre.

Oumin = 68,39 —

Como a parabola é simétrica, os dois instantes satisfazem

90 - emin
tig=tlox A\ ——.
a
Calculando:
0. — Omin = 0,267 — 0,188 = 0,079°,
0,079
’ =4/0,1181 ~ 0,3436 h .
0,6690 ’ ’ oras
Portanto,

t1 = 10,100 — 0,3436 ~ 9,7564 h,  t5 = 10,100 + 0,3436 ~ 10,4436 h.

Duracao da totalidade:

At =ty —t1 = 2 x 0,3436 = 0,6872 horas.

Convertendo para minutos:

At = 41,2 minutos
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