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Convencoes

Vamos usar (XY Z) para se referir ao circuncirculo do tridngulo AXY Z, Rxyz para o raio de (XY Z),
e Poto(P) a poténcia de ponto de P em relagao a circunferéncia C.

Introducao

O Teorema Esquecido da Coaxialidade, ou “Forgotten” como é conhecido em féruns como AoPS, é uma
ferramenta poderosa para problemas onde precisamos provar que trés circunferéncias sao coaxiais. Usando
ele conseguimos converter a dificuldade do problema para o calculo de algumas razoes.

Teorema 1 (Teorema Esquecido da Coaxialidade). Sejam Cy e C circunferéncias que se intersec-
tam em A e B. Seja C3 uma circunférencia passando por A e B. Entao, C3 é o lugar geométrico
dos pontos P tais que:

PO'EC1 (P) _

A g
PO‘DC2 (P)

onde k£ é uma constante.

\.

Demonstragao.
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Sejam S e T pontos quaisquer, S;1 = ASnCy, Sy = ASnCy, Th = BT nCy, Bs = BT n (3. Primeiro
assuma que S e T estao ambos em C3. Basta mostrar que:

Potc,(S) SA-SS; TB-TTy Potc, (T)

Potc,(S) SA-SS; TB-TT, Pote,(T)
SS1 TTh
SSy  TT
Que é verdade pois uma breve marcagao de angulo revela S1Ty || ST || S2T% devido aos trés segmentos
serem conciclicos com AB.
Agora, resta mostrar que se

Potcl (S) _ POtC1 (T)
Potc2 (S) - Potc2 (T) ’
é andloga, fica como exercicio para o leitor.

vale que ABST é ciclico, mas como a demonstragao

Problemas exemplo

Exemplo 1 (Miquel com Forgotten). Seja ABC'D um quadrildtero convexo, M seu ponto de
Miquel e E a intersecao das retas AB e CD. Demonstre que os pontos médio AB e C'D estao
sobre uma circunferéncia que passa por M e E.

Solugao.

Sejam P e () os pontos médios de AB e C'D respectivamente. Perceba que, por Forgotten, basta que:

Pot(app)(P) Pot(apr)(Q)
Pot(por)(P) Pot(por)(Q)
PA-PE QD-QE
PE-PB QE-QC

1=1

OK!

Exemplo 2 (G8 IMO Shortlist 2012). Seja ABC um tridngulo com circumcirculo w e ¢ uma reta
que nao intersecta w. Denote por P o pé da perpendicular do centro de w até £. As retas BC),
CA, e AB intersectam ¢ nos pontos X, Y, e Z diferentes de P. Prove que os circumcirculos dos
triangulos AXP, BY P, e CZP tem um ponto comum diferente de P ou sao tangentes em P.
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Solugado.
Sejam E e F' as intersegoes das retas AB e AC com os circuncirculos de CPZ e BPY | respectivamente.
Pelo Teorema 1, o problema se reduz a mostrarmos que:

Potpy)(X) _ Potspy)(4)
Pot(cpz)(X) Potcpz)(A)
XY XP AB-AE
XP-XZ AC-AF

Para provar esse tipo de equagao de razoes, somos motivados a buscar algum triangulo para aplicar
Menelaus. Nesse caso, o tridngulo mais promissor é o AY Z, que nos dé:

XY BZ CA _

XZ BA CY
Assim basta que:

CY AF
— = =
BZ AF
AE-BZ = AF-CY «—
(BE-AB)-BZ=(CF-AC) -CY «—
BE-BZ-AB-BZ=CF-CY -AC-CY <—

ZP-YZ-AB-BZ=YP-YZ-AC-CY +—

ZPYZ—YPYZ:ABBZ—ACCY:POt(ABc)(Z)—POt(ABC)(Y) <~
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ZP?-YP?*=0Z?-0Y?

OK!

Exemplo 3 (G7 IMO Shortlist 2017). Um quadrildtero convexo ABC'D possui um circulo inscrito
de centro I. Sejam I, Iy, I., e I os incentros dos triangulos DAB, ABC, BCD, e CDA, respec-
tivamente. Suponha que as tangentes comuns externas dos circulos Al I; e Clyl; se encontram
em X, e as tangentes comuns externas dos circulos Bl I. e DI, I. se encontram em Y. Prove que
2 XTY =90°.

\.

Solucao.

Primeiramente vamos mostrar que I,I. 1 BD. Sejam P, @, e T, os pontos de tangéncia do incirculo
de ABD em DA, AB, e BD, respectivamente. Analogamente sejam R, S, e T, os pontos de tangéncia
do incirculo de BC'D em BC, CD, e BD. Pelo teorema de Pitot:

AB+CD=BC+ AD
AQ+QB+CS+SD=BR+RC+ AP+ PD
QB+SD=BR+PD
BT, + DT.=BT.+ DT,.

Sabemos também que:
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BT, + DT, = BD = BT, + DT, —> BT, = BT. — T, =T, O

Analogamente também vale que I,y L AC.

Sejam O4, Op, O¢, e Op os centros das circunferéncias Alyly, Bl 1., Clyly e DI, I.. Pelo nosso
diagrama, somos motivados a provar que A-Os -1, B-Op-1,C-0¢-1,e D-0Op — I colineares.

Verdade, uma vez que:

1 1
21,DOp =90° - 21,I.D = 2IcDB = §4BDC = §(AADC’— 2ADB)=<«ADI- <ADI, = «<1,DI

Agora, para que tenhamos alguma forma de calcular « XTY, é natural neste ponto termos que provar
alguma ciclicidade. Por isso, somos motivados a demonstrar X I,I1; ciclicos.
Por conta do Teorema 1, basta que:

Potarn1,)(X) _ Potear,1,) ()
Pot(cr,1,)(X)  Poticr,r,y(1)

Pela condi¢ao da tangéncia, sabemos:

Pot(ar,r,)(X) R0,

Pot(c,1,)(X) RQCI,,Id

Além disso, como II; 1 AC pelo que provamos e [, 1 O40¢ pelo eixo radical, segue que AC' ||

: 104 _ A0y _ Raniy,
040¢, assim 106 = CO6 = Rerr

e portanto:

Potas,ry(1) 103 =Rin:, Ran,

Pot(cr,1,) (1) IO?J_RQCIbld R%‘Ibld

Note também que, usando X1, = X I; juntamente com a ciclicidade vale que < XII, = «XII; por
enxergarem arcos de mesmo tamanho.

Analogamente podemos provar também que <Y II, = <Y II..

Finalmente:

¢ X1Y = ¢ XIIy+ 2YIIl, - <1,11

_ %ddnb + %dcna _ LAIB

_ %(4D13+ 2CIA-22AIB)

_ %(4DIA+ ZAIB+ :CIB+ < AIB-22AIB)

- %(ADIA-r £CIB)

- é(lSO" ~ L ADI- 2DAI +180° - 2« BCI - «CBI)

=180° - %(AADI+ «DAI+ «£BCI+ «CBI)
=90°

OK!

Problemas propostos

Alguns dos problemas, assim como no exemplo 3, necessitam de observagoes sintéticas antes da aplicacao
direta do teorema. Dicas de alguns na ultima pédgina. Bons estudos!
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Problema 1 (Existéncia dos pontos isodindmicos). No tridngulo A ABC, defina o circulo de Apolénio

referente ao vértice A como o lugar geométrico dos pontos P onde % = %. Prove que os trés circulos

de Apolonio de um tridngulo ndo equildtero sdo coaxiais.

Problema 2 (G5 IMO Shortlist 2005). Seja AABC um tridngulo acutdngulo onde AB # AC. Seja H o
ortocentro do triangulo ABC, e seja M o ponto médio do lado BC. Seja D um ponto no lado AB e F
um ponto no lado AC' de modo que AFE = AD e os pontos D, H, E estdo na mesma reta. Prove que a
reta HM é perpendicular ao eixo radical dos circuncirculos de AADE e A ABC.

Problema 3 (CGMO 2017/7). Seja ABC'D um quadrildtero ciclico com circuncirculo wy. As retas AC
e BD se intersectam no ponto F, e as retas AD e BC no ponto F. A circunferéncia ws é tangente aos
segmentos B, EC nos pontos M e N, respectivamente, e intersecta w; em @ e R. Retas BC e AD
intersectam a reta M N em S e T, respectivamente. Mostre que @), R, S e T sao conciclicos.

Problema 4 (G6 IMO Shortlist 2015). Seja AABC um tridngulo acutangulo com AB > AC. Seja T’
seu circuncirculo, H seu ortocentro, e F' o pé da altura de A. Seja M o ponto médio de BC. Seja @ o
ponto em I' de modo que « HQA =90° e seja K o ponto em I' de modo que « HK (@ =90°. Assuma que
os pontos A, B, C, K e (Q sao todos distintos e estao sobre I' nessa ordem. Prove que os circuncirculos
de KQH e FKM sao tangentes.

Problema 5 (AoPS). Em AABC, sejam D, E, e F os pontos de contato do incirculo com BC, CA e
AB, respectivamente. Se P é o pé da altura de D em EF, X = ABnCP eY = AC n BP, entdao prove
que (AXY), (AEF) e (ABC) se encontram em um ponto diferente de A.

Problema 6 (Vi em um sonho). Sejam AD, BE, CF as alturas do triangulo escaleno AABC com
circuncentro O. Prove que (AOD), (BOE) e (COF) sao coaxiais e que seu eixo radical é a reta de
Euler.

Problema 7 (SMO 2020/5). No tridngulo AABC, sejam E e F pontos nos lados AC e AB, respecti-
vamente, de modo que BFEC' é ciclico. Seja P a intersecao das retas BE e CF, e M e N os pontos
médios de BF e C'E, respectivamente. Se U é o pé da perpendicular de P até BC, e os circuncirculos de
ABMU e ACNU se intersectam em V' # U, prove que A, P e V sdo colineares.

Problema 8 (G6 IMO SL 2024). Seja AABC um triangulo acutangulo com AB # AC, e seja I' o
circumcirculo de ABC. Pontos X e Y estdo em I', de modo que XY e BC se intersectam na bissetriz
externa de < BAC. Suponha que as tangentes a I' em X e Y se intersectam no ponto 7' no mesmo lado
de BC que A, e que TX e TY intersectam BC em U e V, respectivamente. Seja J o centro do exincirculo
do triangulo TUV oposto ao vértice T'.

Prove que AJ bissecta < BAC.

Problema 9 (European Mathematical Cup 2016/4). Sejam Cp, Cs circulos se intersectando em X e Y.
Sejam A, D pontos em Cy e B, C em Cs de modo que A, X, C séo colineares e D, X, B sdo colineares. A
tangente a C7 por D intersecta BC' e a tangente a Co por B em P, R respectivamente. A tangente a Cy
por C intersecta AD e a tangente a C; por A em @, S respectivamente. Seja W a intersecao de AD com
a tangente a Cs por B e Z a intersecao de BC' com a tangente a C7 por A. Prove que os circuncirculos
dos triangulos YW Z, RSY e PQY possuem dois pontos em comum ou sao tangentes no mesmo ponto.

Problema 10 (ELMO 2017/2). Seja ABC um tridngulo com ortocentro H, e seja M ponto médio de
BC'. Suponha que P e @ sao pontos distintos no circulo de diametro AH diferentes de A de modo que
M estéd na reta PQ. Prove que o ortocentro de A AP(Q) esta no circuncirculo de AABC.

Problema 11 (Mandacaru Fase 3 2023). Seja ABCD um paralelogramo com AB = BD. Seja K um
ponto em AB diferente de A, de modo que KD = AD. Seja M o ponto simétrico a C' com respeito a K,
e N o ponto simétrico a B com respeito a A. Prove que DM = DN.

Problema 12 (China Southeast 2017). Seja ABC um tridngulo escaleno e acutangulo e D o ponto médio
de BC. Sejam E e F os pés das alturas de D em AB e AC respectivamente. Seja K o ponto médio
de AD. As retas KFE, KF intersectam a reta BC' em M, N, respectivamente. Prove que a reta BC é
paralela a reta pelos circuncentros dos triangulos DEM e DFN.

P4agina 6


noic.com.br

O Teorema Esquecido da Coaxialidade e Suas Aplicagoes OO C

Problema 13 (USA TST 2022/2). Seja ABC' um tridngulo acutangulo. Seja M o ponto médio do lado
BC e sejam E e F os pés das alturas de B e C, respectivamente. Suponha que as tangentes externas
comuns dos circuncirculos de BME e CM F se intersectam em K, e que K estd no circuncirculo de ABC.
Prove que AK é perpendicular a BC.

Problema 14 (USAMO 2023/6). Seja ABC um triangulo com incentro I e exincentros I,, Ip, I. opostos
a A, B, C, respectivamente. Dado um ponto D no circuncirculo de AABC que nao esta sobre as retas
11,, I1., ou BC, suponha que os circuncirculos de ADII, e A DIyl intersectam em dois pontos distintos
D e F. Se E ¢é a intersecao das retas DF e BC, prove que « BAD = « EAC.

Problema 15 (Reta de Gauss-Bodenmiller). Seja ABCDEF um quadrildtero completo. Mostre que as
circunferéncias de didametros AC, BD e EF sao coaxiais.
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Dicas

Problema 2. Seja @ o Queue point, isto é, a interse¢ao do circulo de didmetro AH com (ABC). E bem
conhecido que AQ é perpendicular a HM em (). Marque alguns pontos titeis e escolha as circunferéncias
adequadas para o forgotten.

Problema 6. Tente descobrir qual serd o ponto de concorréncia.

Problema 8. Defina N como o ponto médio do arco BC. Sejam W e Z as intersecoes da reta BC' com
NX e NY.

Problema 10. Seja X o pé de A em QQP. Mostre que X estd no circulo de diametro AM, denotado de
(AM). Calcule :&jiz))(é)) para trés escolhas uteis de ponto Z, um deles ainda nao estd no diagrama.

Problema 11. Marque angulo para mostrar que CK é tangente a (AKD) e que AD é tangente a
(BCDK).

EA EC _ FD FA

Problema 15. Calcule varios alguns senos usando trigonometria para demonstrar que 5 55 = ¢ Fg-
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Quaisquer duavidas ou sugestoes podem enviar para o meu e-mail: rorcf2010@gmail.com
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