Curso Noic OC C

Snake Oil

Fébio Medeiros

1 Introdugao

O método do Snake Oil permite o célculo de somatérios que, & primeira vista, parecem de-
safiadores! Desse modo, originou-se o nome: 6leo de cobra, como uma cura milagrosa a contas
doentias...

Ele pode ser aplicado tanto em problemas de bije¢do quanto em contagens, sendo uma técnica
necessaria para atacar muitos problemas da Combinatéria Moderna.

Obs: esse material tem como pré-requisito nogoes em fungoes geratrizes. Vocé pode aprender
ou revisar esse tema no Curso Noic clicando aqui!

A ideia por tras dessa técnica é bem simples, mas antes vamos relembrar algumas identidades
que serao uteis na resolucao de problemas!

1.1 Identidades

Lembre-se que sempre trabalhamos com séries formais. Assim, caso um somatdrio esteja sem
indices, adote como Y7 .

L (142" =Y (Z)l,k 5. w;’ ((kml)mﬂ + (1(+_m1))m+1) =3 (i?)xQn-i-l

zF n . 0. _ z™ -n™ n
2. W - Z (k)mn7 k=0: ﬁ - Z‘Tn 6. T((l_$1)"L+1 - (1(—&-551))'"L+1) = Z (2$1)x2
4% ()t = Q) —(1-a)” 8. (Fibonacci) —2— = > Fpa"

Ao longo dos problemas, sempre que usarmos alguma das identidades acima (por exemplo a

1), indicaremos acima da igualdade (I:I)

1.2 Demonstracdes

Passaremos rapidamente por elas, ja que ndo sdo o foco do material.

1. Teorema do Binémio com y = 1: (z+y)" =3 (;)zFy"".

2. Temos ey = (1)~ 040 = 52 (") () £ 50 (") (1) ()t = 2 (1) =

# =3 (" F)amtk = 37 (7)2"™ onde usamos o Lema da Negagdo Superior em * (visto

no material de Fungdes Geratrizes).
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3. Basta notar que ao expandir os binomias de (1 + )™ + (1 — )™, os termos de coeficiente
impar cortam e os pares ficam dobrados.

4. Basta notar que ao expandir os binomias de (1 + z)™ — (1 — z)™, os termos de coeficiente
par cortam e os impares ficam dobrados.

5. A mesma ideia do item 3, mas agora usando a identidade 2.

A mesma ideia do item 4, mas agora usando a identidade 2.

N

Ea geratriz da sequéncia de Catalan apresentada no material de Fungoes Geratrizes.

8. Ea geratriz da sequéncia de Fibonacci apresentada no material de Funcbes Geratrizes.

2 Ideia e Exemplos

Suponha que queremos calcular uma soma S. Primeiro identificamos a variavel livre de qual
S depende. Seja n tal varidvel e defina S = f(n). Assim, buscamos uma férmula explicita para
S em funcéo de n (o que muitos problemas nos pedem, certo?).

O método do Snake Oil consiste em encontrar a funcdo geratriz F(x) para a sequéncia

(f(n)nLo- -
F() =Y f(m)a"

Se conseguirmos escrever F'(z) de outro jeito mais simples F(z) = " g(n)z" com g(n) uma
fun¢do que conhecemos, entao podemos comparar os coeficientes desses polinémios e deduzir que

f(n) = g(n).

Para isso, realizamos um truque de contagem dupla: quando escrevemos
F(z) =Y f(n)z"
n

temos (pelo menos) uma soma dupla: externa em n e interna que envolve a definigdo de S = f(n).
Em seguida, trocamos a ordem da soma (S passa para a soma externa enquanto n para a in-
terna). Obtendo o valor da soma interna em termos de n, reescrevemos F(x) de um jeito mais
simples e concluimos.

Vamos mostrar esse passo a passo com um exemplo!

S () ()

k=m

Exercicio 1. Calcule

Solugao. Seguindo o processo descrito acima, primeiro identificamos uma variavel livre. Mas
o que ¢ uma variavel livre? E aquela que nao varia ao longo do somatério.
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Nesse caso, apenas k varia dentro do somatério. Assim, podemos escolher n ou m para ser
nossa variavel livre. Vamos com m: queremos calcular

Fm) = fj(—l)’“(’;) ()

k=m

O segundo passo € considerar a geratriz:

F@) =Y fome” =3 S (1)(5)e - > :0(—1)’“ () (%)

k=m

ja que (TIZ) = 0 para k < m. Como Y , >, h(a,b) =>", >, h(a,b), podemos inverter o somatério:
re) = () (B)er = oot (1) (F) e
i k) \m = k) \m

Perceba que podemos puxar para fora tudo que estd no somatério interno (3, ) e que nao
depende de m:

o R R SR b T R

k=0 m k=0 k=0

= 1" Y (1) DR 0 B DML (4 ) = (o)

k=0

Assim, calculamos F'(z) de outro jeito:

onde g(m) = 0se m # n e g(m) = (—=1)" se n = m. Como estamos trabalhando com séries
formais, a igualdade implica igualdade coeficiente a coeficiente:

S fm)a™ = Fa) = 3 glm)a™ =

Exercicio 2. Calcule

>(,5)

k

Solugdo. A variavel livre aqui é n e queremos achar a soma f(n) = > (nﬁ k) Portanto,
consideramos

Fe) =3 " =337 (nkk)m —22 (nkk>m
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O préximo passo é puxar para fora do segundo somatério o que nao depende de n. Contudo,
(nf k) e x" parecem depender de n, certo?

Entretanto, podemos puxar um z* de z” :
k n k k n—k * k k n
)DL (R EEE DEL DI (R L) DELD DI (4
kK n k n k n
* : j& que para n < k temos (nfk) = 0, entdo podemos transladar o indice. Logo,

F(x)_;xk;(:)xnf_lzk:mk(ler)’“—Z(ermz)kl—Q 1_(x1+3:2) = 1_;_332

k

Lembrando que a geratriz dos Fibonaccis é ) Fr2" = G(2) = —+— = xF(2) = G(z) =

l—z—
E f(n)z"™ = 2F(z) = G(z) = E Foz" = f(n) = Fqq
O
Perceba que ao fazermos a inversao dos somatérios, tivemos que ser criativos para puxar um
z¥ e deixar 2"~ F. Pode parecer artificial, mas o objetivo é que vocé treine com os problemas
propostos a seguir para que essas ideias se tornem naturais. Uma dica é sempre tentar fazer

surgir as identidades que séo conhecidas (as quais relembramos no inicio do material).

Dicas e solugdes dos problemas a seguir estdo no fim do material!

3 Problemas Propostos

Problema 1. Calcule

Problema 2. Calcule

Problema 3. Calcule

5 () (1) 5

Problema 4. Fatore em irredutiveis o seguinte polinémio (assim, vocé poderia calcular o
somatério para qualquer x):
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Problema 5. Dado n, encontre o valor de

Z Z Fi, Fy - Fy,,

m>0ky+ko+-+km=n
k1,k2,....kn>0

sendo Fj o i-ésimo Fibonacci.

Problema 6. (ELMO SL 2025) Sejam n e k inteiros positivos fixos. Seja T o conjunto de

todas as tuplas infinitas A = (ag, a1, ...) de inteiros tais que 0 < a; < k para todo i e
oo
Z 2'a; = n.
i=0
Calcule

SI(s)

A€eT i=0

Problema 7. (Vinganga Olimpica 2017) Seja n um inteiro positivo. Um par (7, C)
composto por uma permutacdo 7 : {1,2, ..., n} — {1,2, ..., n} e uma funcdo bindria C :
{1,2, ...,n} = {0, 1} é chamado de vingativo se satisfaz as duas condigdes a seguir:

1. Para todo i € {1,2, ..., n}, existe j € S; = {4, 7(4), 7(w(i)), ...} tal que C(j) = 1.

2. Se C(k) =1, entdo k é um dos v3(]Sk|) + 1 maiores elementos de Sy, onde v5(t) é o maior
inteiro nao negativo tal que ou2(t) | t para todo inteiro positivo ¢.

Seja V' o nimero de pares vingativos e P o nimero de parti¢oes de n cujas partes sdo todas

poténcias de 2. Determine %.

4 Dicas:

Problema 1. Repita o que fizemos no exercicio 1.

Problema 2.
zﬂ: (n;ﬂk> (2z)"F = Zn: <(n ;k_) ;r 2k> (22)" — zn: (n 22143) (20)"

Use a identidade 2 deslocada (a que usamos em sua demonstragio)!

Problema 3. Considere n como a variavel livre. Use a Identidade 2 e a Identidade 7 (Ca-
talan).

Problema 4. Separe o somatoério em k par e k impar.
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Problema 5. Perceba que x"Fy, Fy, - - - F},

= Faht - Fake o By ok

m

Problema 6. Seja f(n) a expressdo que queremos calcular e F(z) sua geratriz. Use que
" = x20a0+21a1+....

Problema 7. Escreva a funcéo geratriz P das parti¢gdes de n. Agora, ache uma recursio

para V = v(n) considerando o ciclo da permutagao em que 1 estd. Vocé quer provar que v

5 =nl
5 Solugoes:
Problema 1. Scjam
lm) = _Zm (1) (%) e re) =S amsom
Entao temos:
Fo= S =2 3 (1)(5) -2 Z (1) () =
E(ET ()2 T (arar =T (oo ararar
Logo, chegamos a
Flz)=@2+2z)"= 2+z)" :%:( )2"’”’”

Portanto, o valor da soma pedida & f(m) = ()27~ O

Problema 2. Sejam

=3 (" )2t e F = S oo

I
=[]
\g
T

3
s |
‘ 2y

S~—
x> 4

[N}

e
N———

[\
7
>
8
3
I
=[]
8
ES
\g
T
3
|
=
+
[\~
=
N———
o
N—
3
x>
I
8
B
7N
3
+
[\~
=
N———
o
N—
3

n—=~k - ~ n
St 2 () e

p (1—2x)%k+1  1-—2x - (1 —2x)2 1-2z 1- q=5

o 1-2z  1-2z 12z 11 2 1

C (1-22)2 -2 1-5r+422 (1—4x)(1—2) 31—z 31—4dx
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Portanto, ao igualar os coeficientes de x™, obtemos

n+k 12
2R = — 4 4™,
Z(Qk) 373

k>0

Problema 3. Sejam

fln) = zk: (gi;{) (2:> (k_+1)f e F(z) =Y f(n)a" =

Fle) = Zn: z Zk: (7: i §k> (2:) (k_i)f - ; Zn:x" (JZ i §k> <2kk) (k_i)f =
> () ST S () e () S e

:(1—x;m+1§k:k1 <2k)< = )kl_? o 114

+1\ k& (1 — Jj)Q - (1 _ x)m—!—l ] 2(1:2)2

B

Lo ()= S (D)= s = (0 0))

T 2(l—-z)ml(l—-z) (1—zx)™

_l.mfl (1 (1 +£L’)2> B _xmfl _2$ _ m777,

O
Problema 4. Seja
)= ()t
N
Podemos dividir nossa geratriz em duas somas:
F(z) = Z( knz >93k = > (221>x2k1 + > <2k’?+1>x2k2+1
k Lk/2] k=2k, N 2 k=2ks+1 2
=3 (0 )@F +ed0 ()@ = Qe a4+ = L+ 2)(1+a?)"
k1 ko
k‘l k2
O
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Problema 5. Queremos calcular

fn) =" > Fy Fyy -+ F,,

m>0ky+ko+---+kpm=n
k1,k2,...,kn>0

Seja G(z) =Y. f(n)a" e .—L— = A(z) = Y Fya" a geratriz dos Fibonacci. Perceba que

G(z) = Zx” Z Z Fy, Fyy -+ - P,

n m>0 ki+kaot-t+km=n
kl »k27~~7kn>0

:ZZ Z Fklxlek2zk2.-.kazkn

n m>0ky+ko+-+km=n
k1,k2,...,kn>0

- Z Z ZFklxlekgka...kaxkn

m>0ki+ka+-+kyp=n n
k1,k2,..., kn>0

= g E Fklxkl szxkz s ka.Tk”’

m>0 ki ,ka,....kn>0

() (5 (5)- 5

m>0 k1>0 ka>0 Forn >0 m>0
_ A(z) o T _ T
=A@ 1-2-22 —(@—(V2-1)@—(-1-2)
A B

= +
r—(V2-1)  z—(-1-V2)
onde A = ¥2-1 _ v2-2 . p_ =1-v2 _ —2-2
—2

N 2v2 4

Portanto,
1 —2 22 1 2.9 22

G (2 Y (a2
1o e (c1=ve)) T A\a-(Vao1) - (c1-R)
V2-2 —2—V2
L v Tios :1< V2 V2 >:\/§< 1 B 1
4 17\/51—1 1*—12\/5 4 17\/530—1 1*—115 4 17\/596—1 1*—1:/5

na-i- () ()

Obs: a sequéncia f(n) que achamos é famosa: ela é conhecida como a Sequéncia dos Nimeros
de Pell. Tal sequéncia ordena os denominadores (em ordem crescente de precisao) dos racionais
que melhor aproximam o valor de /2. Clique aqui para saber mais.

O
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Problema 6. Queremos calcular

- T 1)

n=X2iq; =0

Fo=Y -y ¥ ofl(5)-8 ¥ w”i“ﬁ(ii):

n n=Y2q; n (EQiai):n =0
o
k
2" \a; 1nverton
2 H(a (@) > ¥ I =2 In(;
n ($2ia;)=n i=0 ai, ag, ... n=%2tq; i=0 a1, az, ..i=0 "

=[I0+e)r = (H“”Qi))k=<1+w+w2+w3+--->k=u_lxyf:zZ(anIl)wn
= s = ("7
O

Problema 7. Primeiramente, calculemos p(n) = # particoes de n em poténcias de 2. Tal
nimero é o coeficiente de x™ em:

1
Pe)=Q+a?+at+2%+. )1+at +28+22+ . ) =[[ —
y 1— 22

Dessa forma, queremos achar

n
v _
P

em funcao de P(z) para descobrir quanto vale p(n)

Vamos achar uma recursdo para v(n). Olhando para o tamanho i do ciclo em que o 1 est4,
temos (":1) opgoes para escolher os elementos restantes dele. Ademais, devemos ordenar essa
permutagdo circular: {1,7(1),7(m(1)), ..., 7*"1(1),7%(1) = 1}. Como tem i elementos, devemos
multiplicar po (i — 1)!. Além disso, ha 22D+ — 1 escolhas possiveis da funcdo bindria nesse
ciclo (qualquer subconjunto dos vo(i) + 1 maiores, sem ser o subconjunto vazio).

Assim, restam n — ¢ nimeros e podemos associd-los a v(n — 7). Dessa forma, chegamos a:

v(n) =" (’,L _11> (i — DI o —i) =3 (n— })! (22 _ 1)y(n — )

— —)!
i1 \! = (n—1)!

- vf;b) _ %Z(2V2(i)+1 _ 1)12(n - z)
i>1

Seja F(z) = > Ufﬁ)x". Provaremos que F(z) = P(z) = 2 = p(n) = Y= vn) — py,
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Temos:
2V2(’L)+1 B Z) = F/ — n—1 2V2('L)+1 ’U(TL — Z)
=X L D ) o ) = S e -
i>1 i>1
/ vo(i)+1 _ U n— vo(i)+1 _ U(” — )
ST 3) 3 CCRSIL (s P PR RREILE
n (>1 >l n
Z(2vz(i)+1 o 1) i Z 12( _ Z 2V2(Z ZF(IE) _ F(:E) Z(2V2(’i)+1 o l)xz
i>1 n i>1 i>1
Flz) 1 , . , .
= _ = Z(2vz(z)+1 _ 1):[,'1 — Z(2V2(Z)+1 Z Z 2k+1 (2]-&-1)2 1
F(z) it i>1
2k _1

_ (2k+1 o
>

ok _1 ok+1, k41 X
Da? 71yt = @M ) e
] &

Vamos integrar os dois lados. Primeiramente, note que

/
/ /d—F ld /FdF logF = F = exp (/ Fda;)

k k
Mas, perceba que fazendo u = 22 = du = 2Fz? ~'dx e temos:

2k _1
x 1 1
/1—x2k+ldx:/2k1—u2du:

:s/—dxfz/Q’““

1 1 1 1 1+u
du=——log (=) +C
o+ (1—u+1+u> YT R Og(l—u>+

1+
l C
09(1 x2k>+

2k 1 k+1 Dk
T 2 -1 1+
N ——grde = —r—log (1—x2k>

(1_ k1+1)
F' 1 1+ 22" o 1422\ 2
éF:exp</Fdx)=exp<§ <1_2k+1>109<1x2k +C ) =] 1= 2

k

Contudo, sabemos que [2°] em F é 1 = ¢

= 1. Logo,

e\ (= 55)
+ 22 :
F= H (1—:52’“)

e queremos provar que F' = P

k

1
14 22" (=gm1)
SN(w) T s

_ xzk) 2k1+1

s1=[Ja+2)"" 70
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= [ +*) =) ((1 o)1+ o)1 +a?).. (1 + x2’“)) T G(x)
k

Notequev(l_x)(G(x)):%+i+§+~-:lev(1+$2k)(G(:z:)):1fﬁ+2,€%+2,¢%+2;@%+~":
1
1=G@x) e1=(1- 1+22) =Tl +2%) =
@e1=0-ola+a « [la+e®) = =
Mas ambos sao equivalentes & 1 + z + 22 + 23 + ..., concluindo que %:n!. O]
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