Solugdes TM2 2025 O(O C

Solucoes do TM2 Nivel 2

Problema 1 - Escrito por Tiago Trindade

Problema. Para k inteiro positivo, dizemos que uma k-upla (a1, as,...,a;) de inteiros positivos
distintos é Poderosa se
ar!las!--ap! =n!

para algum inteiro positivo n.
Por exemplo, a dupla (3,5) é Poderosa, pois 3!-5!/=1-2-3-1-2-3-4-5 =720 = 6!, j& a tripla
(1,2,3) nao é Poderosa, pois 1!-2!-31=1-1-2-1-2-3 =12, que nao é um fatorial.

(a) Prove que existem infinitas duplas (a1, as) Poderosas com aq # 1 e ag # 1.

(b) Prove que existem infinitas 2025-uplas (a1, az,...,a2025) Poderosas.

Observagao. Para cada inteiro positivo m, definimos o fatorial de m por m!=1-2---m.
Solugado.

(a) Uma ideia simples que podemos ter é pedir que as seja o fatorial de algum ndmero. Isso
funciona: para todo n > 2 podemos tomar o par (n!-1,n) ji que (n! - 1)In! = (n!)!, e
n!—-1,n!>1.

(b) Vamos provar por indugéo em k que existem infinitas k-uplas (a1,as,...,ax) Poderoas.

O caso base k =2 foi feito acima.

Para o passo indutivo, note que para cada k-upla (a1, as,...,ar) Poderosa tal que a;las!---a! =
n!, a (k+ 1)-upla (a1, as,...,ar,n!=1) também é Poderosa pois ajlas!---ag!(n! —1)! = nl(n! -
1)! = (n!)!l. Como existem infinitas k-uplas Poderosas, existem também infinitas (k + 1)-uplas
Poderosas.

O problema segue de k = 2025.
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Problema 2 - Escrito por Rafael Amiune

Problema. Um tridngulo A ABC é construido de modo que sua circunferéncia circunscrita seja
tangente externamente, no ponto C, a uma circunferéncia w cujo centro pertence a reta BC. Seja
D o segundo ponto de interse¢ao de w com a reta BC' (distinto de C) e seja w’ a circunferéncia que
passa pelos pontos A, B e D. As circunferéncias w e w’ se intersectam em dois pontos distintos D e
E. Seja F o ponto de interse¢do da reta AB com a perpendicular a BC' tragada por C. Prove que
os pontos D, E e F' sao colineares.

Solugdo. Sabemos que os centros dos circulos e seu ponto de tangéncia sdo colineares, logo, o
circuncentro de AABC estd em BC e, portanto, £ BAC =90° A partir dessa observacao, perceba
que a perpendicular a BC tragada por C é tangente mutuamente a (ABC) e a w, sendo seu eixo
radical. Sabemos que os eixos radicais tomados dois a dois de (ABC), w e w’ sdo concorrentes no seu
centro radical, portanto, AB, DE e C'F sao concorrentes. Entretanto, uma vez que F'= ABnCF,
obtemos D, E e F colineares. O
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Problema 3 - Escrito por Rafael Amiune

Problema. Seja n > 2 um inteiro e A = {a1,a2,...,a,} um conjunto de niimeros reais positivos de
modo que
a1 < ag < < Q.

4akak1

é um elemento de A.
aptapsl

Para cada k € {1,2,...,n— 1}, sabe-se que
(a) Encontre todos os possiveis conjuntos A para n = 3.

(b) Em fungao de n, encontre todos os possiveis conjuntos A.

Solugado.
(a) Temos a; < as < ag e sabemos que 29292 ¢ ym desses nimeros. Entretanto, note que 29295
as+as az+ag
4asasz _ _ _ 4agas o 4ajaz

Prevd 2as > as, logo, ag = Gyiar = 03 = 3as. Analogamente, sabemos que artas > 01, mas

4 4a1a2 4(11(12 _ _ : =
também e < ahe = 2a9 < ag, logo deve ser as e segue que az = 3a;. Os conjuntos sao
todos da forma {a,3a,9a}, com a real positivo. O

(b) Agora, faremos um raciocinio semelhante, porém faremos uma indugao. Analogamente ao item
anterior, obtemos a,, = 3a,,—1. Nossa hipétese é que a; = 3a;_1 para ¢ > m. Basta provarmos que
Gm = 3am-1, concluindo a indugao. Para isso, basta notar que, analogamente ao item anterior,

40 Ly P
20,1 < 4m=l%m < 94 . Pela hipdtese, sabemos que 3a,, < @,,1, logo =4m=t4m = q = g, =
Am-1+0m Am-1+am
~ ~ . n-1
3a,-1, € acabamos. Portanto, as soluges sao os conjuntos {a,3a,9a,...,3" "a}, para a real
positivo, que claramente funcionam. O
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Problema 4 - Escrito por Rafael Amiune

Problema. Sejam n > 1 retas desenhadas no plano tais que nao ha duas paralelas ou trés concor-
rentes em um ponto. Essas retas definem regides convexas, finitas e infinitas. O exemplo abaixo é
uma possivel configuracao para n =5, com 16 regioes totais e 6 regioes finitas, sendo 4 triangulos, 1
quadrilatero e 1 pentagono.

Determine, em funcdo de n (o ntmero de retas desenhadas), qual é o maior niimero possivel de
regides finitas com 4 lados (quadrilateros).

Solug¢do. Considere n > 3. O problema é dividido em trés partes, cada uma usando um resultado
conhecido.

Para a primeira parte, veja que ha um total de +1 regides, que se torna claro por indugao,
dado que a k-ésima reta a ser “colocada” gera k novas regioes.

n(n+1)
2

Para a segunda parte, afirmamos que ha 2n regides ilimitadas. De fato, considere um circulo
contendo todos os pontos de intersecao entre duas retas. As retas dividem o circulo em 2n arcos,
cada um correspondente a uma regiao ilimitada.

Finalmente, a terceira parte faz uso de um resultado menos conhecido. Afirmamos que hé ao
menos n — 2 regioes triangulares. Para provar tal fato, iremos colorir um dos lados de cada segmento
minimal (sem pontos de interse¢ao no seu interior) da seguinte maneira: Para cada reta ¢, considere
os n—1 pontos nos quais as outras retas a intersectam. Para todos os pares de pontos consecutivos P
e @, eles correspondem as intersecoes de algum par de retas com ¢, digamos r e s. Entao colorimos
o lado do segmento PQ no qual o ponto r N s se encontra.

Apés fazé-lo, nos encontramos com n(n —2) lados coloridos. Claramente, cada regido infinita
nao tem lados interiores coloridos e cada triangulo tem todos os seus lados interiores coloridos. A
afirmagao final é que cada regiao poligonal de mais de 3 lados tem ao maximo 2 lados interiores
coloridos. Se algum dos seus lados interiores tem angulos adjacentes « e 3, ele serd colorido se, e
somente se, a + 3 < 180°, que implica que a soma dos angulos externos correspondentes é maior que
180°. Se isso acontecesse para ao menos 3 lados, entdo para dois lados nao conecutivos a soma dos
angulos externos correspondentes seria maior que 180° e entao a soma total dos angulos externos
seria maior que 360°, absurdo!

+1-2n-T| =

Agora, seja T a quantidade de regides triangulares, entao n(n—-2) < 37+2 "(++1)

T >n-2. Como temos ao menos n — 2 regioes triangulares e 2n regioes ilimitadas, hd ao méximo
n(n+1) _ n*-5n+6 14
=5 +1-(n~-2)-2n="="2 quadrildteros.

Para o exemplo, considere um semicirculo e tome as n retas para serem tangentes a ele. Os
tnicos triangulos gerados saoum resultado de trés tangentes consecutivas ao semicirculo e é facil ver
(também é possivel fazer indugao) que as tnicas outras regides além das ilimitadas sdo quadrildteros.

O
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