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Instrucoes Gerais

Identifique seu ID em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque mais nenhum meio
de identificacao pessoal;

A duragao da prova é de 4 horas e 00 minutos;

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos)

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/gréficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;
Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A
enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os ntimeros
das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e & Q27

. Todo o desenvolvimento, calculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de

respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva o caderno de respostas.

Uma tabela de constantes com informagcoes relevantes para a Prova Teorica esta dispo-
nibilizada.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gq)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média a Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rp)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagao na Galéxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hy)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Proton

Ao medido em laboratoério

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35-1022 kg
1,74 -10% m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10® m
3,83-10%20 W
4,80 mag
—26,7 mag
32/

220 kms~!
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

1,496 - 101 m
206 265 UA

6,67-10" N . m? kg2
8,314 N-m-mol MK !
6,63-10734 J -5
1,38-107 J. K}
567-1078 W .m2.K*
2,90-103 m-K

67,8 km - s~ -Mpc !
3,0-10% m/s
1,67-1072" kg

656,28 nm

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(O)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)
Lei dos quatro elementos:
cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C') + cos(a) - cos(C)

e Equagao de Kepler:
M = FE —e-sen(FE)

e Equacgdo Polar das Conicas (Elipse e Hipérbole):

a- ||t —e?]
. | L | B S E
1+ e-cos(v) a- (1 —e-cos(E))
e Se necesséario, utilize que:
d n n—1
oa=ne

Pagina 3

Prova Teoérica - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2026
TOTAL DE PAGINAS: 43



Pagina 4

Questoes

1. Transito (10 pontos) A curva de magnitude aparente de uma estrela hipotética foi
recolhida durante um tréansito de dois de seus planetas (representado abaixo). Determine

a

razao entre o raio do planeta maior e o do menor.

Magnitude aparente

1
9
2 @
sttt
9,12 -
3 e
Solucao:

Comparando o primeiro aumento de magnitude (causado apenas pela area do maior
planeta) com o brilho total da estrela, tem-se:

My — My = —25log(BE5) & 1 = 0,3

Novamente, comparando agora o segundo aumento de magnitude (causado pela area
de ambos os planetas), tem-se:

R2_p2_p2
M3 - M1 = —2,5 IOg(R—QQ) = % = 0,13

Assim:
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Grade de Corregao

e {1 Escrever a equacao de Pogson para pelo menos um dos casos abaixo

e 4 Associar que a diferenca de magnitude |AM| = 0.1 advém do logaritmo
da subtracao da area do planeta maior da area da estrela

e 4 Associar a diferenga de magnitude |AM| = 0.12 ao logaritmo da sub-
tracao da area dos dois planetas da area da estrela

e 1 Encontrar a razao r1/ry correta em valor numérico

2. A Revanche de Aghnar (15 pontos) Corram! O dia chegou! A ditadura metaba-
ronica retornou! Apoés escapar por um triz do ataque que destruiu a nave de seu pai, o
Metabarao Othon, Aghnar fugiu para as sombras do espago. Anos se passaram, e agora
ele esté de volta com um plano ainda mais ousado. Utilizando uma tecnologia ancestral
de manipulacgao gravitacional, ele decide atacar a Terra, achatando-a de forma extrema
de modo a testar os limites da sobrevivéncia terrestre. O resultado é um planeta em
formato elipsoidal oblato, com excentricidade e = 0,6.

Durante os testes, uma base de monitoramento na cidade de Cassilandia (MS) comega
a registrar discrepancias entre dois conceitos distintos de latitude:

e Latitude astrondémica ¢4: definida como o angulo entre a vertical local e o plano do
equador;

e Latitude geogréfica ¢g: definida como o angulo entre o plano do equador e o seg-
mento de reta que liga o centro do planeta ao ponto da superficie (neste caso, Cas-
silandia).

Sabendo que a cidade mede uma latitude astronémica ¢, = —19°, determine a diferenga
A = ¢g — ¢4 entre a latitude geografica e a latitude astronémica de Cassilandia.
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PNC

Equador

Dica: Formula da derivada implicita da elipse:

dy b x

dr a2y

Solugao: Para a resolucao dessa questao, devemos considerar a seguinte geometria:

’
-
’
.
’
#
-
’
-
.

Equador |
y |
Cassilandia e

~
.

Legenda:

e ¢u: latitude astronémica

e ¢¢: latitude geografica (geocéntrica)
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e 1,y: coordenadas cartesianas de Cassilandia no plano do meridiano local.

e 1 inclinacao da reta tangente a elipse no ponto.

a inclinagao da reta tangente a elipse em um ponto (z,y) é dada por

b? x
tan(i) = _Eg

Pela geometria da figura, temos:
o] =90° —i = tan(|pal|) = cot(i)
Logo,

1 a’y
tan(|gal) = tan(7) T iz

Por outro lado, pela definigao geométrica da latitude geografica (geocéntrica):

Yy
t = — —
an(lgel) = 2
Substituindo:

a2
tan(pa) = ﬁtan(qﬁg)

Rearranjando:

b2
tan(¢g) = — tan(g.a)

Como b? = a*(1 — €?), segue que:

tan(¢g) = (1 — €®) tan(@a)

Para e = 0,6, temos:

1—e*=1-0,36=0,64

Portanto:

tan(pg) = 0,64 tan(g,)

Substituindo ¢4 = —19° e calculando, obtemos:
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Grade de Correcao

+ 4 Descricao visual correta da geometria da situacgao, incluindo a representa-
¢ao da latitude astronomica e da latitude geografica.

+ 3 Relacao correta entre a inclinagao da reta tangente com a latitude astro-
nomica, utilizando a derivada implicita

+ 2 Demonstragao da relacao tan(¢g) = (1 — €?) tan(¢,)

+ 1 Resultado numérico correto: A ~ 6°34/

3. Luis com sono de novo (15 pontos) Apds mais uma noite mal dormida (como de
costume), Luis, conhecido por observar o céu mesmo lutando contra o sono, montava seu
fiel telescopio artesanal feito de MDF no quintal de casa. Ao aponta-lo para o horizonte,
algo lhe chamou a atenc¢ao: a poluicao luminosa proveniente de uma cidade proxima nao
parecia distribuida uniformemente no céu, mas apresentava um méximo bem definido
em uma certa direcao angular. Intrigado, Luis decidiu modelar o fenémeno utilizando
apenas refracao geométrica.

Considere a Terra como uma esfera de raio R e modele a atmosfera como um meio
6ptico isotropico cujo indice de refracao depende apenas da distancia r ao centro da
Terra, segundo a lei

com ng > 1 e p > 1 constantes. Despreze efeitos de espalhamento, absor¢ao e exting¢ao:
a luz propaga-se apenas por refragdo geométrica.

Uma cidade localizada ao nivel do solo emite luz artificial durante a noite. Um raio
luminoso parte da cidade na superficie da terra, formando um angulo 1y com a direcao
radial local.

a) (7 pontos) Demonstre a conservagao da seguinte quantidade ao longo da propagagao
do raio em um meio radial:

n(r)r siny = constante

onde ¥ (r) é o angulo entre a dire¢ao do raio e a dire¢ao radial local.

b) (8 pontos) Para o indice de refragao dado no enunciado, determine o raio méaximo
Tmax atingido por um raio langado com angulo inicial ¥y; em funcao de p, R e 1y; e
determine o dngulo maximo #,,,, acima do horizonte a partir do qual um raio ainda
nao escapa da atmosfera, em funcao de R, p e H a altura efetiva da atmosfera.

Solugao:

a) Observe o diagrama a seguir.
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Como a normal é radial, aplica-se Snell na passagem entre as duas camadas:

n siny = (n + on) sina.

Usando o triangulo r, » + dr com os angulos opostos 6 e 180 — «, temos a lei
dos senos:
sinf(r + ér) = rsina.

Substituindo sin a:

sind (r 4+ or)(n + dn) = rn siny

A expressao anterior mostra que a quantidade nr siny é a mesma imediata-
mente antes e imediatamente depois de atravessar uma camada. Portanto, ao
longo de toda a trajetoria no meio radial,

n(r)r siny = constante.

No ponto de maior altitude o raio fica tangente a esfera local, isto ¢, ) = 7/2 =
siny = 1.
1(Tmax) Tmax = No R sin gy =

p—1 p—1
noR (TR ) = noRsinyy = < f ) = sin .

max

Portanto,

Tmax = R (sin wo)ﬁ .

Para o raio nao escapar da atmosfera, exige-se ry.x < R+ H. Usando o resultado
anterior:

R+H

Se 0 ¢ a elevagao acima do horizonte, entao 6 = § — vy e sinty = cosf. Assim,

R \"!
0 < emax = . 17
arccos (R " H)

) R\
R (sinty)™» < R+ H = sinty > ( ) :
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Solucao:

Grade de Correcao

a) e 2.5pt: Diagrama correto;
1.5pt: Lei de snell;

2pt: Lei dos senos;

1pt: Derivacao do resultado correto.

&7
[ ]

2.5pt: Condicao de hy,q, para ¢ = w/2;

2.5pt: Resultado correto para r,,...

1pt: Condigao do raio nao escapar da atmosfera r,,,, < R+ H ;

2pt: Resultado correto para 0y,qz-

4. Pressao de Radiacao (20 pontos) Considere um sistema composto pela estrela Bu-
chius e um planeta que a orbita, denominado Haalanus. Devido a sua prépria emissao
de radiacao térmica, o planeta sofre um efeito dissipativo associado & pressao de radi-
acao, que resulta em uma forca tangencial oposta ao seu movimento orbital. Observe
que estamos estudando somente a influéncia da radiacao do proprio planeta sobre o seu
movimento, e desconsiderando a radiacao da estrela.

Se, em determinado momento, a estrela observa o planeta se movendo no sentido positivo
do eixo x, entdo um quadrivetor de componentes Ej e p, (no referencial do planeta) se
transforma em E’ e p/, (no referencial da estrela), segundo as equagoes:

v
E'=~(Ey+wp,) , pho=1 (px + gEo)

a) (10 pontos) Considere um foton de frequéncia fy, emitido no referencial de Haala-
nus formando um angulo 6y com a dire¢ao de movimento do planeta, cuja velocidade
orbital é v. Determine, no referencial inercial da estrela Buchius, a frequéncia f’ e
o angulo #" de propagacao do féton, expresse seu resultado em funcao de 6, f; e v.

b) (10 pontos) Assumindo que o planeta emite isotropicamente no seu referencial
proprio, determine a forga F exercida sobre Haalanus devido a emissao de radiacao,
expresse o resultado em funcao de v e Ly a luminosidade propria do planeta.

Dica: Existe uma forma de resolver o item b sem precisar do item a.

Solucao:

a) No referencial do planeta, o féton possui energia Ey = hfy e momento

E,
7= —>(cos 0y, sin fy, 0).
&
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Aplicando as transformacoes fornecidas,

E
E =+« <EO + o2 cos@o> =~E, (1 + Ecos@o) ,
c c

logo,

=7/ (1 + %COSQO) .

Para a direcao, temos

E
== (cos@o + E) :
c c

Assim,
, P , costy+ <
cos = —- = |cosl = ———"|
i 1 + £ cos by
No referencial do planeta, a emissao é isotropica, o que implica que o momento

linear total emitido é nulo. Assim, o quadrivetor total da radiacao emitida em
um intervalo de tempo proprio Aty é

E
‘Ap“=:<—£30JLO>.
C

Ao transformar para o referencial da estrela, utilizando as expressoes fornecidas,

v
Am=7;%-

Esse resultado mostra que, no referencial da estrela, a radiacao transporta um
momento linear liquido na dire¢cao do movimento do planeta. A forca exercida
sobre o planeta é a taxa de varia¢do desse momento (com sinal oposto):

Ap,
F, =20
At
Como At = yAty, segue que
. (% EO
o c2 Ato )
Definindo a luminosidade propria Lo = AE—E),
F=-2
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Portanto, a forca é proporcional & velocidade do planeta, atua na direcao tan-
gencial da orbita e possui sentido oposto ao movimento.

Grade de Correcao

a) e +1,5 ponto: Escrever a relagdo energia e momento para o féton ou

equivalente: E = pc

e +1,5 ponto: Realizar a decomposicao vetorial do vetor momento para
encontrar p, = pcosfy

e +1,0 ponto: Relacionar a energia do féton com a frequéncia: E = hf

e +1,5 ponto: Aplicar as transformagoes do enunciado e encontrar £’
e p,

e 2.0 pontos: Substituir £ = hf na transformagao de energia e isolar
a nova frequéncia, encontrando: [ = ~vf, (1 + ¢ cos 00)

e +25 pontos: Obter a dire¢ao da propagagao pela relagao cos ' = @—:ﬂf‘,
resultando em cos 6’ = %
c 0

b) e +1.5 Escrever o quadrivetor total da radiacao no referencial do pla-
neta: Ap# = (%,O, 0,0)

e 1.5 Transformar para o referencial da estrela a variacao do momento
da radiagao no eixo x no referencial do planeta: Ap, = v5E

e 2 Escrever a 2° Lei de Newton F, = —%
e 3 Aplicar a dilatacao do tempo At = yAt,
e +2 Definir a luminosidade propria Ly = AE—tOO e encontrar F' = —% v

5. Senhor Bizu e sua estagao espacial (20 pontos) O Senhor Bizu langa sua propria
estagao espacial em orbita baixa (LEO) a uma altitude de aproximadamente H = 500 km
da superficie terrestre. Considere que a 6rbita da estacao é circular, com inclinagao
i = 40°, e que o langamento ocorre no equinécio de margo a partir de Alcantara (¢ =
0°, A = 46° O) exatamente as 18h (horario local). A estagdo é inserida diretamente
em orbita de forma que, no instante do lancamento (admita que a esta¢do encontra-se
instantaneamente em sua 6rbita apds o disparo) a longitude do nodo ascendente coincida
com o meridiano de Alcantara.

a) (4 pontos) Para que a comunicagao com a estacao seja possivel, ela deve estar acima
do horizonte local do comunicador terrestre, permitindo a propagacao do sinal em
linha reta sem obstrugao pela superficie da Terra. Determine o intervalo de tempo
maximo que o Senhor Bizu podera se comunicar com a esta¢ao em uma tnica janela
de visibilidade. Desconsidere a rotacao da terra.

b) (10 pontos) Na estacdo espacial, o conceito de dia e noite difere do terrestre.
Considere que ¢ "noite” para a estagao quando esta se encontra na regiao de eclipse
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(sombra) da Terra. Calcule a duragao da primeira noite observada pelos astronautas
tripulantes da estagao espacial.

c) (6 pontos) Sabendo que a duracdo das noites varia ao longo do ano em fungao
da mudanca da direcao de vinda dos raios solares, calcule a razao entre a duragao

minima e a duracao maxima da noite, ﬁtt“‘“‘ , para os tripulantes da estacao.
max

Solucao:

Adotaremos
Ry = 6371 km, pur = GMyp = 398600 km? s 2.

O raio orbital da estagao é

r=Rr+ H = 6871 km.

Como a oOrbita é circular, sua velocidade angular orbital é

_|HT

Numericamente,

wa 1,108 x 103 rads™*.

Assim, o perfodo orbital é

A maior janela de comunicacao ocorre quando a estagao passa pelo zénite do
comunicador. No limite da visibilidade, a linha de visada é tangente a superficie
da Terra.

Assim, no triangulo formado pelo centro da Terra, pelo comunicador e pela
estacao, temos

Rr Ry

costh=p =~
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Logo,

6371 5
0, = arccos <ﬁ) ~ 21,99°.

Esse é o angulo central entre o ponto de zénite e o ponto de perda de contato.
A passagem completa vai de —6, até +6),, portanto

20
Atvis = _h

Substituindo 8, em radianos,

Aty ~ 692,58 ~ 11,5 min.

Portanto,

Aty ~ 11,5 min |

Para a primeira noite, podemos representar a situacao através da esfera que
contém a trajetoria do satélite; a projecao da sombra da terra, que sera um
circulo minimo centrado no equador, pois é equinécio; e o polo da orbita.

Polo Orbital

Para calcular a duragao da noite precisamos encontrar o angulo u, que é propor-
cional ao tempo, quando o satélite esta entrando na sombra. O nodo ascendente
do satélite estéd a 90° do eixo da sombra pois o enunciado diz que quando ele ¢é
lancado é 18 horas. portanto o sol esta a 90° do meridiano de lancamento.

O lado que liga o polo da érbita ao eixo da sombra vale 90° + i nessa situacao
de alinhamento.

O lado alpha pode ser encontrado com geometria plana de acordo com a seguinte
situagao:
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W
gx
R RT

Ry

sin(e) = 77

: Ry
= arcsin { ——m—
Rr+ H

. 6371
= arcsin —_——
@ = A 6371 + 500

o = arcsin @
- 6871
a ~ 68,0°

Logo, resolvendo o triangulo esférico

cos(a) = c0s(90%) cos(90° + 7) + sin(90°) sin(90° + 7) cos(u)
cos(a) = 0-cos(90° +4) + 1 - cos(i) - cos(u)
cos(u) = COS(O.é) _ cos(68,00°)
cos(1) cos(40°)
u = arccos(0,4890) ~ 60,73°
2u 121,46°
T3600 73600

t - 94,5 ~ 32 min

¢) Como a oOrbita ja esta definida e a rotacao da terra nao influencia em nada a
orbita ou a sombra, nosso unico grau de liberdade é a posicao do Sol na ecliptica.

O tempo méaximo da noite ocorre quando o Sol esté na interseccao da ecliptica
com o a Orbita.

Considerando a conta do item b) com o angulo de 90°+ i variavel, percebemos
que teremos u maximo quando o angulo do arccos for minimo e portanto quando
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seno de 3 é 1, o que ocorre justamente na situagao descrita acima.

cos(a) = cos(90°) cos() + sin(90°) sin(3) cos(u)
cos(a) = sin(f3) cos(u)

e (355

Polo Orbital

Portanto, u,,., sera igual ao valor de alpha ja calculado no item anterior:

= o~ 68°
2u
t= 94,5
360° ’
t = 35,7 min

Para o caso minimo, precisamos que [ seja minimo na condicao em que o Sol
se encontra mais proximo o possivel de um dos polos da érbita:
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Usamos esse outro triangulo ao lado para encontrar 3:

sin(90° — 7) _ sin(p)
sin(90°) sin(90° — ¢)
cos(1) _ sin(/3)
1 cos(e)
sin(f) = cos(7) cos(e)
cos(40°) cos(23°27") ~ 0,7028
44,6

50

sin (8

&

) =
)
g
cos(a)  cos(68,00°)  0,3746
= = ~ ~ 0,5330
os(W) = Gng) ~ 07028~ 07008 =V
u = arccos(0,5330) ~ 57,79°

2u 2-57,79°
t = 945 =""""_.04
360° .5 360° M5
115,58°
t = ———.945
360° ’

t ~ 30,34 min

Portanto, a razao dos tempos maximo e minimos fica:

tmin 30,34
=227~ 0,85
tmax 35,7
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Grade de correcao

a) e 1pontos: Uso correto da terceira lei de kepler para encontrar o periodo
do Satélite

e 1 pontos: Deducao correta da geometria de perda de contato, com
COS@h = RT/<RT + H)
e 1 ponto: Uso correto da janela completa, At = 20)/w.
e 1 ponto: Valor final aproximadamente 11,5 min.
b) e 4 pontos: Desenho esquematico representando corretamente o trian-

gulo esférico formado pelo polo da 6rbita, centro da sombra e satélite
no momento da entrada da sombra

1 pontos: Identificar corretamente o tamanho dos lados de 90° e 90°
+1

2 ponto: Calcular angulo alpha por trigonometria plana.

1 pontos: Usar lei dos cossenos esférica.

1 pontos: Identificar que o dngulo u corresponde a metade do arco
percorrido pelo satélite dentro da sombra.

1 pontos: Valor numérico correto de 32 min [30,34].

c) e 1 pontos:

6. Modela Ai: Teorema de Bertrand (30 pontos) O Teorema de Bertrand constitui
um dos resultados mais profundos da mecéanica classica, estabelecendo que os tnicos
potenciais de forga central para os quais todas as 6rbitas ligadas sao fechadas sao aqueles
proporcionais a r~! (6rbita kepleriana) e a r? (oscilagao harmonica).

Esse resultado possui consequéncias diretas e observaveis em sistemas fisicos reais. Em
particular, ele mostra que a auséncia de precessao orbital é um comportamento extrema-
mente especial. Em sistemas reais, pequenas corre¢oes ao potencial gravitacional, como
efeitos relativisticos, achatamento do corpo central ou perturbagoes de outros corpos,
levam imediatamente ao aparecimento de precessao do periélio.

Nesta questao, sera desenvolvida a etapa inicial da deducao desse teorema, restringindo
a analise ao regime de pequenas perturbagoes em orbitas circulares.

a) (9 pontos) Mostre que o movimento tridimensional de uma particula de massa m
sobre agao de um potencial radial V(r) é equivalente ao movimento unidimensional
em r de uma particula m sobre o potencial efetivo

2

2mr?’
onde L é o momento angular orbital do sistema.

‘/eﬂ‘:V(T>+
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b) (12 pontos) Considere que toda orbita circular, quando levemente perturbada,
continue fechada. Prove que essa propriedade implica que o potencial deve necessa-
riamente ser da forma

com k e n constantes reais.

c) (9 pontos) Suponha agora V(r) = kr", com kn > 0, garantindo a existéncia
de orbitas circulares. Determine a condi¢ao necessaria sobre n para que a Orbita
circular seja estavel e o movimento perturbado leve a uma oOrbita fechada. Além
disso, obtenha o desvio angular A¢ por revolucao em funcao de n, discutindo os
casos para os quais nao ha precessao.

Dica: Se a orbita é fechada, entao o periodo do movimento radial e o periodo do
movimento angular estao em uma razao de nimeros inteiros.

Solucgao:

a) Como a forca geratriz do movimento é central, o momento angular é conservado
ao longo da trajetoria. A partir disso,

. ) L
mr20=L:9:—2.
mr

Escrevendo a energia mecanica total do sistema:
.2 )2 .2 2
mr m(rf mr
E = + (r6) +V(r)=E=—+4+V(r)+
2 2 2
Identificando o sistema anélogo a o movimento unidimensional em 7, o potencial
efetivo sera dado por

2mr?’

L2

Vg = V(T) + o |

b) Considerando uma particula de massa m com momento angular L, o potencial
efetivo associado ao movimento radial é

LQ
Ve =V .
() = V) + 5
Da conservagao da energia,
mr = —dv@f
o dr

Para uma 6rbita circular de raio rg, tem-se 7 = 0 e ¥ = 0, de forma que, tomando

a derivada de V.,

avs
drf =0 = V/(TO):

0

L2

3
mrg
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A frequéncia angular do movimento é, pela definicao de momento angular,

L > _ V'(ro)
mrg mro

Expandindo o potencial efetivo até segunda ordem em torno de ry e desprezando
a constante aditiva, obtemos

"
‘/ef — ‘/vefér()) (7, _ 7,,0)2.

Perceba que essa expressao é analoga a de um oscilador harménico com k =
2 _ Vi(ro)
r o m N

(o) e frequéncia w

Derivando duas vezes V. pela definicao,

) = V') + 2
Assim, ,
o = Vi) = o (V) + 2.
ou ainda, /
w? = % (V”('ro) - %ETO)> .
Logo,
G

A condigao de que todas as 6rbitas circulares perturbadas sejam fechadas implica
que essa razao seja independente de 7, isto €,

rV"(r)
3+ = constante.
Vi(r)
Portanto,
" I
v =C = v = g
% % r
Integrando,
InV’ = Clnr + constante = V'(r)ocr®,
e, portanto,
V(r)ocr@™!
Conclui-se que
V(r) = kr"
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c) Para V(r) = kr", obtém-se

V'(r) = knr" V'(r) = kn(n — 1)r"2.

Substituindo no potencial efetivo,

- kn(n+2) , _, 2
Wi = ——2r) 7, Wy = —1g
m m

A condigao de estabilidade da orbita circular exige

w?>0 = kn(n+2)>0.

Como kn > 0 por hipétese, segue que

EESEY)|

Para que a orbita seja fechada, é necessario que o movimento radial e angular
sejam comensuraveis, isto €,

ﬂ=\/n+26(@.

We

O movimento radial perturbado é periédico para uma variacao de frequéncia
angular radial de 27, garantindo retorno ao periélio. O angulo fisico descrito
durante uma oscilacao radial é

2

A = ——.
vn 4+ 2

Assim, o desvio angular por revolugao é

A¢p =21

=)

Em particular, nao ha precessao (A¢ = 0) quando

Vir2=1 = [i=-1)

correspondendo ao potencial newtoniano.
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Grade de Correcgao

a) e 1 ponto: Utilizar a conservagao do momento angular devido a
forga central

e 2 pontos: Escrever a equagao do momento angular e isolar 0
(0 = 72)

mr?

e 3 pontos: Escrever a energia mecanica total do sistema em coor-
denadas polares em fun¢ao de r, 7, 6 e V(r)

2 pontos: Substituir o resultado de 0 na energia mecanica total
e realizar a algebra corretamente

1 ponto: Identificar os termos resultantes como o potencial efe-
tivo Veg analogo ao movimento unidimensional

b) e 1 ponto: Escrever a equagao de movimento radial a partir da
dvef)
dr

e 1.5 ponto: Aplicar a condi¢do de orbita circular (7 = 0) para

conservagao da energia (mi = —

encontrar V'(rg) = mL—%

e 1.5 ponto: Encontrar a frequéncia angular (w; = %:00))

e 2.5 pontos: Expandir V. até a segunda ordem em torno de 7
para identificar a frequéncia radial (w? = %)

e 1 ponto: Derivar V. duas vezes para encontrar V(1)
2

e 1 ponto: Montar a razao das frequéncias (75)
0

e 1.5 pontos argumentar que a expressao 3+ TOVV,;'T(;’)O) deve ser cons-

tante para que as Orbitas perturbadas sejam fechadas

e 2 pontos: Integrar a equagao diferencial resultante corretamente
para concluir que V(r) = kr"

c) e 1 ponto: Encontrar as derivadas V'(r) e V"(r)

e 2 pontos: Substituir as derivadas na relagao do item anterior

- 2
para encontrar a razao =5 = n + 2
6

e 1 ponto: Encontrar a condicao para a estabilidade da orbita
(w? > 0), concluindo que n > —2, visto que kn > 0)

e 1 ponto: Impor a condigao de orbita fechada a partir da dica
e 2 pontos: Obter a expressao do desvio angular por revolucao do

movimento radial (A¢ = 27 <1 - \/737+2))

e 2 pontos: Discutir os casos em que nao ha precessao, identifi-
cando corretamente n = —1
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7. Modela ai: Envelope Estelar (40 pontos) Consideremos uma estrela esférica de raio
r e temperatura efetiva Ty, envolta por um envelope esférico homogéneo e em equilibrio
térmico, de raio R e espessura desprezivel. Seja AS um elemento infinitesimal de area
da casca. Assuma que a casca tem absorvidade «, emissividade € e que se comporta
como um corpo cinzento perfeitamente lambertiano, ou seja, a radiagao térmica emitida
possui intensidade especifica dada por

- dFE - eoT?
 dtdAcos0dQ) 0w

a) (7 pontos) Calcule a poténcia absorvida por AS, gerada pela estrela, em fungao de
Ty, v, R, e S. Negligencie qualquer tipo de reflexao interna, ou seja, toda radiagao
que incide ou é absorvida ou transmitida.

1

b) (15 pontos) Calcule a poténcia absorvida por AS devido a radiagao da propria
casca, em funcao da temperatura da casca T', r, R, a e S.
Dado:

sin”

C
5 +

fsin@cos@d@ =

c) (6 pontos) Ache T' em funcao de Ty, r, o e R.

d) (8 pontos) Calcule a méxima e a minima diferenga de magnitude Am que este
envelope pode gerar na estrela e os valores de « e da razao r/R associados a cada
uma dessas situagoes.

e) (4 pontos) Discuta as consequéncias fisicas do intervalo de variacdo de magnitude
obtido no item anterior e suas implica¢oes observacionais.

Solucgao:

a) Para calcular a poténcia absorvida com rigor radiométrico, utilizamos a inten-
. . T4 .

sidade especifica da estrela, dada por I = UTO Um elemento AS na casca, cuja

normal aponta diretamente para o centro da estrela, absorve radiacao de um

elemento emissor estelar. A poténcia diferencial é:
AP = ol cos 0dQAS

onde # é o angulo de incidéncia na casca. Integrando sobre o angulo soélido

visivel da estrela (um cone de semiabertura 6y tal que sinfy = %):

R
2w 6o T4

P_s=« J f (U—O> cos 0sin 0dOdpAS
o Jo n

A integral resulta em:

T4 2 8 o
P._s=2ra i} AS o = aoT}ASsin? 6,
s 2 1, 0

Substituindo a relagao geométrica sin 6y = %, obtemos:

r
R

P, .5 = aASoT, <%>2
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Observagao: Este mesmo resultado poderia ser obtido macroscopicamente.
A estrela emite de forma isotropica no espago uma luminosidade total L =
4mr?oTy. Dessa forma, o fluxo radiativo que atravessa uma esfera de raio R ¢é
F = ﬁ. A poténcia inter(;eptada por AS é simplesmente a area multiplicada
por esse fluxo e pela absorvidade:

4rr?oTy

P, = aFAS =
s = aFAS a( 4 R?

) AS = aASoT? (%)2

b) A casca também emite radiacdo que atinge outras partes do proprio envelope.

. . , . ~ z 4
A intensidade especifica da radiacao da casca é I, = E"ﬂT . O elemento AS
"enxerga'"o restante da casca em todo o seu hemisfério interno, exceto na regiao
solida bloqueada pela propria estrela central, o cone de semiabertura 6,. Logo,

a integral do angulo solido da casca vai de 0y até 7/2:

27 /2 T4
P._,g= af J (60 ) cos 0 sin 0dOdpAS
0 Joo m
) /2
Pos = 2ae0T*AS lsm 9] — aeoT*AS(1 — sin® 6y)
o

.

Pela geometria, substituimos novamente sinp = %:

P g — aeASoT* l1 — (%)21 .

¢) Pelo equilibrio térmico local, a poténcia total emitida pelo elemento de &rea deve
igualar a poténcia total que ele absorve da estrela e do restante do envelope.
Como o enunciado define o comportamento de corpo cinzento, adotamos o = e:

2eAScT* = P,_,g + P._.g
2 r\2
2aASoT* = aASoTY (}-{) + a?ASoT* [1 . (Tz) ]
Cancelando o termo comum aASc de ambos os lados:
4 ga (T2 sl ()2
2" = T (55) +aT [1 (%) }

Isolando a temperatura 71"

oo (Y]} -5 )
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d) A intensidade bolométrica total observada ¢ a soma da radiagao direta estelar
que consegue atravessar a casca e da radiacao térmica emitida para o exterior
pela face externa do envelope.

Iops = 47720 Ty (1 — ) + 4T R*e0T*

Para analisar a variacao de magnitude, consideramos a razao p entre a intensi-
dade observada e a intensidade isolada da estrela:

Lo R\?/T\*
L E— - = il
p 47r7’20T61 ( a) +a (r) <To)

Substituindo a expressio de T obtida no item (c) e definindo a varidvel z =

(%)2, temos:
Q@

2—a(l —x)

Para o Valor Minimo, em « = 1 (envelope colado na fotosfera), temos p(1) =
I—a+§ =1-5. O menor valor absoluto ocorre quando a casca é perfeitamente
negra (o = 1):

p(r)=(1-a)+

1 1

pminzl__:_ (a:l’

=1).
2 2 )

Para o Valor Méximo, no limite z — 0 (envelope extremamente expandido),
chegamos a p(0) = 1 — o + 32 E trivial notar que para o = 0 ou o = 1, essa
funcao resulta estritamente em p = 1, e uma anélise de derivadas mostra que
ela nunca ultrapassa a unidade.

Pmax = 1 (04—>00u04=100m£—>0).

R

Pela relacao de Pogson, calculamos as diferencas de magnitude maxima e mi-
nima:
Am = —2.5logp =

(a—>00ua=100m}%—>0),

‘Ammax A +0.75‘ (=1, L 1).
R
e) A magnitude de ofuscamento maxima ditada por este sistema ¢ um limite fisico
bem definido de Am ~ 0.75. Este regime peculiar ocorre apenas quando uma
casca opaca (a = 1) se aproxima arbitrariamente da superficie da estrela. Neste
estado, o envelope atinge sua temperatura tedrica limite de —4%, operando como

um escudo térmico extremo que irradia metade de sua energia para o espaco
profundo e a outra metade de volta contra a propria estrela, em um efeito de
aprisionamento radiativo local.

Por fim, no limite extremo oposto de um envelope opaco e infinitamente extenso
(r/R — 0 com o — 1), o modelo prevé uma varia¢ao de magnitude bolométrica
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nula (Am = 0). Isso ocorre pois a casca absorve brutalmente toda a emis-
sao original e compensa a perda emitindo integralmente a energia na forma de
um gigante excesso infravermelho ditado por sua monstruosa area projetada e
temperatura gélida. Embora observadores presos a limitadas faixas 6pticas pu-
dessem classificar o sistema como um severo ofuscamento estelar, observagoes
em espectro bolométrico amplo tornariam a presenca circumestelar transparente
no fluxo luminoso total detectado.

Grade de Corregao

a) e 2 pts: Multiplicar o fluxo incidente pela area (AS) e pela sua
absorvidade («);

e 5 pts: , Encontrar a expressao algébrica correta P, =
aUAS(%)/Tg‘.
b) e 3 pts: Construir a relagao dPoc cos 6 sin 6 df de;

e 5 pts: Deduzir que a casca recebe radiagao de si em todo o
hemisfério, exceto no cone de sombra gerado pela estrela. Limites
de integracao em 6 devem ser de 6y até 7/2;

3 pts: Substituir I, = % com as constantes o, AS e resolver a
integral trigonométrica ;

2 pts: Aplicar a relagao geométrica sinfy = ;

2 pts: Solucao algébrica final correta

o
~
[ J

2 pts: Escrever a equacao de equilibrio, igualando a poténcia
total emitida a soma das poténcias absorvidas;

3 pts: Adotar a absorvidade igual & emissividade o = ¢;
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e 1 pt: Isolar a temperatura T' de forma algebricamente correta.

d) e 2 pts: Somar a radiagao transmitida (1 — «) com a emitida pela
face externa;

1 pt: Razao p(z) entre I,,s e a intensidade isolada da estrela,
com a expressao de T%;

2 pts: Analise dos Limites da razao p(z);

2 pts: Utilizar a relagaio Am = —2.5log p com os valores de p;

1 pt: Resposta final correta Ampim, =0 e Ampax &~ +0.75.

2 pts: Explicar que a casca colada aprisiona a radiacao, reemi-
tindo metade da energia de volta para a estrela e metade para o
espago;

@)
~
[}

2 pts: Explicar que uma casca distante nao sofre obstrugao, re-
emitindo a energia para o espaco e conservando o fluxo bolomé-
trico.

8. Geométrio e a falta do que fazer (40 pontos) Apoés ficar entediado sem ter o
que fazer no Maceié Institute of Technology, Geométrio comegou a estudar Pulsares
recém-nascidos. Ele observou um em especifico. O pulsar (estrela de néutrons) possuia
momento de inércia I, campo magnético superficial dipolar B, raio médio R e elipticidade
€ no equador, e girava com velocidade angular €2.

Apo6s uma rigorosa anélise, ele notou que o pulsar perde energia rotacional por dois
mecanismos simultaneos, cujas luminosidades sao dadas por:

.- . o 2B*RY
Radiagao de Dipolo Magnético: Ly, = S—Qw
CZ
32GI e
Radiacao de Ondas Gravitacionais: Lgy = 5—y/6§22
c

Mas Geométrio esqueceu os valores numéricos de w, x, vy, z, ', ¥ e z’. Ele também
mediu o angulo entre o momento magnético e o eixo de rotagao e, para sua surpresa, o
mesmo era de exatamente /2.

Nota: Considere as equagoes no sistema CGS/Gaussiano, onde o campo magnético B
é medido em Gauss (G), dispensando o uso da constante de permeabilidade do vécuo.
Também é ttil destacar que Gauss? tem as dimensoes de densidade de energia.

a) (8 pontos) Encontre os valores numéricos de w, z, y, z, ', y e 2/ e escreva as
formulas corretas para Ly, ¢ Lew. (Note que a elipticidade e é uma quantidade
adimensional).
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b) (14 pontos) Utilizando conservagao de energia, mostre que a variagao da velocidade
angular pode ser escrita na forma Q= —(af22+39Q5), determinando claramente quais
sao os valores das constantes « e § em funcao de R, I, B, €, G e c.

Dica: A energia de um objeto de momento de inércia I girando com velocidade

angular €) é dada por
1
Erot = 5192
¢) (3 pontos) Para calcular pardmetros mais avangados, Geométrio precisou da se-
gunda derivada temporal da velocidade angular. Usando a expressao encontrada no
item anterior, encontre {2 em funcao de «, 3, Q e (2.

d) (10 pontos) O indice de frenagem é um parametro empirico definido por n = %—2

Para um pulsar dominado apenas por magnetismo, n = 3; para um pulsar dominado
apenas por ondas gravitacionais, n = 5. Utilizando os resultados dos itens anteriores,
demonstre que para o pulsar misto encontrado por Geométrio, o indice de frenagem
observado no instante ¢ é dado por:

2

n(Q):3+1—F—72,(m

Laip ~ L " o
Onde R(Q2) = L;VI; ¢ a razao entre a luminosidade magnética e a gravitacional no

instante medido.

e) (5 pontos) Ao olhar para outro pulsar, Geométrio rapidamente lembrou do seu
amigo King-Crab, uma vez que o outro pulsar era um "Crab-like"observado com
frequéncia f = 30 Hz e indice de frenagem medido em n = 2,5. Explique fisicamente
por que valores de n < 3 sao frequentemente medidos na realidade. Qual premissa
do modelo acima (que prevé 3 < n < 5) deve estar "falhando"?

Dica: O modelo assume I, B e o angulo de inclinagao como grandezas imutaveis.
O que pode estar acontecendo com o pulsar ao longo do tempo?

Solucgao:

(a) Para encontrar os expoentes, devemos fazer a analise dimensional de ambas
as equagoes. No sistema CGS, as dimensoes fundamentais sao Massa (M),
Comprimento (L) e Tempo (7). A dimensdo de luminosidade (poténcia) é
[Lium] = ML*T3.

Para o campo magnético B em Gauss, a densidade de energia ¢ [ B?] = erg/ cm® =
ML™'T2 logo [B] = MY2L=Y2T~'. Outras dimensdes relevantes: [R] = L,
[c] = LTY, [Q] = T4, [G] = L3M~'T2 [I] = ML? A elipticidade € ¢
adimensional.

Para Lg,:

[Laip] = [BI[R]’[]*[2]"
MLZT—3 _ (Ml/QL—l/QT—l)J:(L)y(LT—l)—z (T—l)w
MLQT—?: _ Mz/QL—:c/Q—i-y—zT—x-i-z—w
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(b)

Igualando os expoentes:

e Para M: 1=2/2 — x=2

eParal: 2=—z24+y—2 =— 2=—-1+y—2 =— y—2=3

e Para7T: 3=—10+2—w = 3=-2+42—w — z—w=—1
Como o momento de dipolo magnético é proporcional ao volume da estrela,
sabemos que moc BR3. Como a luminosidade depende de m?, teremos y = 3z =

6. Substituindo nas relagoes acima: 6 —2 =3 — z=33—w = -1 =
w=4

Portanto: z =2,y =6, 2 = 3, w = 4.

Para Loy :

/ / /

[Lew] = [GIUT" [e] 77 [
ML*T=3 = (LPM' T2 (M LA™ (LT~ (T7Y)?
MIL2T3 = M71+m’L3+2x'fy’T72+y/fz’

!

Igualando os expoentes:
e Para M: 1=—-1+2 — x' =2
e Para [: 2=3+212)—y = 2=T—y = y' =5
e ParaT: -3=-2+5—72 = -3=3-72 = 2/ =6

Portanto: 2’ =2,y =5, 2/ = 6.

32G 122
Low = ———2f

A energia rotacional é F,,; = %] 2. Derivando em relacao ao tempo:

dE o .
R o Yl {019)
dt dt

Pela conservacao da energia, a taxa de perda de energia rotacional é igual a
soma das luminosidades radiadas:

IO = —Laip — Law
2B2 RS 0 32G 1262
3¢3 5¢b

Dividindo toda a equagao por €2, isolamos Q:

o (2BRON i (3261
31c3 5¢P

1IN0 = — 0°
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(c)

(d)

(e)

Que tem exatamente o formato §) = —(af2® + BQ°), onde:
_ 2B% RS 5= 32G 12
- 313 I

Derivando 2 = —a§)3 — 3Q° em relagao ao tempo e aplicando novamente a regra
da cadeia para {2
d

g_ @
i

—a?® — BO°) = —3a02Q — 5600

Fatorando €2

Q= — (3002 + 53040

2

A defini¢ao do indice de frenagem é n = 3. Substituindo a expressao de O

encontrada no item (c):

Q [—(3&Q2 + 5ﬁQ4)Q] B —(3@93 + 5695)

n(Q) = : =
(€2) o 3
Substituindo Q = —(aQ?® + #Q5) no denominador:
03 a°
n(Q) = 3oy’ + 554
a3 + O
Agora, precisamos expressar isso em termos de R(2) = % Note que:
Ta$)* o
0) = -
R(Q) 1506 Q2

Dividindo o numerador e o denominador da expressiao de n(f2) por 527

3(%) 5 3R(Q) +5
Reescrevendo a fracao para chegar na forma do enunciado:

Q_3R(Q)+3+2_3(R(Q)+1)+2_ 2
L e () R =7 (7 S R A -7 (9

n(Q) =

O modelo fisico deduzido assume que o momento de inércia I, o campo mag-
nético B e o angulo de inclinagdo magnética (fixado em 7/2) s@o estritamente
constantes ao longo do tempo. Na realidade (como no caso do pulsar do Ca-
ranguejo com n = 2,5), se o valor medido é n < 3, isso indica que a taxa de
perda de rotacao nao depende apenas de um dipolo e ondas gravitacionais com
parametros estaticos.

Fisicamente, a premissa de constantes imutaveis falha por alguns motivos pos-
siveis:
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e O campo magnético (B) pode estar aumentando com o tempo (devido a
correntes internas).

e O angulo entre o momento magnético e o eixo de rotagao pode estar mu-
dando ao longo do tempo (tendendo a se alinhar).

e Podem existir perdas adicionais de energia angular levadas por ventos de

particulas (ventos do pulsar) que alteram o torque agindo na estrela.

Qualquer alteragao temporal nessas "constantes"introduziria termos extras nas
derivadas temporais de 2, alterando o valor do indice de frenagem esperado.

Grade de Corregao

a) e 1.0 pt: Unidades corretas de R, ¢, 2, G e I (necessario todos corretos
para pontuar);

0.5 pt: Unidade correta da luminosidade em unidades de compri-
mento, massa e tempo;

1.0 pt: Unidade correta de B em unidades de comprimento, massa e
tempo;

1.5 pts: Montar os sistemas comparando os expoentes de L, M e T

2.0 pts: Sistema de equagdes correto (necessario todos corretos para
pontuar);

2.0 pt: Solucao correta do sistema e expressao final correta.
b) e 1.0 pt: Usou a dica B, = 519

3.0 pts: Derivou corretamente % = IQQ;

Prova Teoérica - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2026
TOTAL DE PAGINAS: 43




Pagina 32

3.5 pts: Conservagao de energia ‘;—? = —Laip — Law;

2.5 pts: Substituir expressoes de % e das luminosidades do item (a);

1.0 pt: Comparar Q = —(a€2® + 305) com expressio de 2 obtida;
1.5 pts: « correto;

1.5 pts: [ correto.

c) o 3.0 pts: Sistema de equagdes correto (necessério todos corretos para
pontuar).

d) e 1.0 pt: Substituir Q e  na expressao fornecida de n(€);

3.0 pts: Desenvolvimento algébrico correto para obter n(Q) =

3a03+580Q°
TaB A
o 2.0 pts: Perceber que R(?) = 3553
e 2.0 pts: Manipulacao algébrica para obter n() = 37;2(%);?;

2.0 pts: Manipulacao algébrica para obter corretamente n(2) = 3 +
2
1+R(Q)

5.0 pts: Explicagao correta.

@
~—
[ ]

9. Gurjinho perdeu de novo o 6nibus (50 pontos) Cansado de ser humilhado pela
cinematica do transporte publico, Gurjinho resolve usar a nave de dobra espacial que
estava guardada na garagem: a Millennium Falcon II.

Seu funcionamento pode ser modelado como um encapsulamento cilindrico que se estende
da origem até o destino. O passageiro viaja preso a um pequeno compartimento (L «
D), que adquire uma velocidade efetiva v.; conforme as extremidades se dilatam ou se
contraem.

A dilatagao e a contragdo podem ser escritas em funcao de fatores de escala, a;.. Ambas
as extremidades podem ser pensadas como componentes cosmologicas com respectivas
densidades p, e p_, cada qual com sua propria dependéncia com o fator de escala. Ou
seja, essas componentes nao necessariamente caem com a”>, nem caem necessariamente
com a mesma dependéncia em a.
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\
\
R j \\ .
@ (R
‘ ;
\
|
\

d,-a, L d_-a_

a) (4 pontos) Vamos pensar em uma das extremidades, e supor que ela atue como
uma componente cosmolégica distribuida uniformemente com densidade p. Mais
especificamente, vamos supor que ela possa ser associada a um campo gravitacional.
O comprimento dessa extremidade ¢ Iy = dy - ay.

Isolando essa extremidade e definindo o eixo do cilindro como eixo x, com z = 0 no
centro, o campo gravitacional ao longo do eixo é dado por

2 2
g:(x) = —27Gp 2x—\/(x+%> +R2+\/(x—%r> + R?

Aproximando essa expressao no regime R « [, obtenha uma expressao aproximada
para g.(l+/2) em funcao de p e R.

b) (5 pontos) O comprimento total no cilindro cresce com seu fator de escala a4 (t), de
tal maneira que sempre podemos afirmar (4 () = dya(t). Considerando uma parti-
cula de teste posicionada exatamente no topo do cilindro, a equacao de movimento
do fator de escala assume a forma

a+ = —Chp+
Determine a expressao para C7 em funcao de G, R e d4.

c) (5 pontos) Considere que a extremidade frontal (—) apresente equacdo de estado
P = wpc?. Considerando uma expansao adiabatica para tampa, encontre a expressao
de p_ em funcao de a)—, ap—, po— € w.

d) (4 pontos) Sabendo que a Millennium Falcon II no modo dobra espacial se locomove
sempre em um movimento uniformemente acelerado, determine o valor de w da
componente associada & extremidade frontal.
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e) (12 pontos) Considere que a extremidade frontal (—) opera conforme o encontrado
no item anterior, enquanto a extremidade traseira mantém o tamanho total do sis-
tema D sempre constante. Sabendo que ap+ = 1 e ag+ = 0, determine o fator de
escala a (t) da extremidade traseira e sua derivada segunda a, (t) em fungao de d_,
dy, po— e R. Desconsidere o comprimento L.

f) (8 pontos) Determine a expressao da densidade p,(t) da extremidade traseira em
funcao de po_, d_ e d,. Em seguida, identifique uma propriedade fisica fundamental
desse fluido que o distingue da matéria usual.

g) (12 pontos) Suponha que a viagem de Gurjinho seja muito longa, para muito
longe da Terra. Determine a expressao para o tempo maximo decorrido At .., apos
o inicio da viagem, o qual Gurjinho ainda é capaz de se comunicar com a Terra.
Considere que ha comunicacao sempre que alguma informacao emitida por Gurjinho
pode alcangar a Terra. Deixe sua expressao em funcao de R, po_ e d..

Solucao:

(a) Avaliando o campo gravitacional na face da tampa, em x = [ /2, temos

l
9z (34;) = —27wGp [l+ —A/3 +R*+ R]

No regime R « [+, expandimos

R2
/l2 22l -
J_r+R i+2li

de modo que, na aproximacao de primeira ordem em R/l

Gz (l—i> = 21GpR

2

(b) A posicao da face da tampa é dada por

oty = 20 = L

o que implica

. dy
r= —a4

2
[gualando a aceleragao ao campo gravitacional,

d
%di = —27TGpJ_rR

obtemos
. AtGR
a — —
+ ds P+
Portanto,
AtGR
O ==
1 i
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()

Pela Primeira Lei da Termodinamica,
dU + PdV =0

pois a expansao é adiabatica.

Escrevendo U = pc?V, segue que
d(pPV)+ PdV =0 = Vdp+ (pc® + P)dV =0
Usando P = wpc?, obtemos
av

Como o volume da tampa é proporcional ao seu comprimento,

dv  da_
Voca_(t — = —
xa-(t) = Vv a—
Logo,
dp_ da_
o _ (14 )2
e a_

Integrando entre o estado inicial e o instante ¢,

a_(t) ) ~({4w)

ap—

p-(t) = po- (

A velocidade efetiva é definida por
Ves(t) = —1_(t) = —d_a_(t)

Como o movimento é uniformemente acelerado, segue que

a_(t) = constante.

Por outro lado, do item (a),

Para que a_ seja constante, é necessario que p_ seja constante no tempo
expressao obtida no item (b), isso ocorre apenas se

l+w=0 = [w=—1]

. Pela

Prova Teoérica - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2026
TOTAL DE PAGINAS: 43




Pagina 36

(e) A condigao de auséncia de deformagao global implica

d_a_(t)+dyar(t)=D com D=d_+d;

Logo,
D—d_ a_(t)
a(t) = ———=
Jr( ) d+
Como w = —1, segue do item (a) que a_ é constante. Com as condigoes iniciais
a(),:ledo,:(), .
a_
_(t) =1+ —¢*
o =1+5
Substituindo,
d_a_
t)=1———+¢*
CL+< ) d+ 2
Usando a_ = _47251%%_7

d_
ap(t) =1+ Z27rGRpO_ t2

Derivando duas vezes,

d_
d+ (t) - Z47TGRp0,

(f) Aplicando novamente a equagao dinamica do item (a),

ArGR
ay = —
+ d, P+
e igualando com o resultado anterior,
d_ AtGR
—ATGRpy- = —
d, T Lipo d, P+
obtemos
_d
P+ = d, Po—

Assim, a densidade é negativa, caracterizando um fluido de massa efetiva nega-
tiva, o que o distingue da matéria usual.

(g) Vamos trabalhar com coordenadas comoéveis. Em um intervalo dt, um raio de
luz trafega um espago:

ds =c-dt

O que, em coordenadas comoéveis, se torna:

Prova Teoérica - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2026
TOTAL DE PAGINAS: 43



Pagina 37

Se a mensagem for emitida em ¢, precisamos que ela percorra a distancia d
em um tempo finito. No limite:

Ce-dt
[i2-
t1 A+(t)

@ c-dt
d 9 = d+
t1 1+ d—_27TGRp0_ t

+

Seja # no primeiro quadrante tal que:

tan(f) = 4 /2—_27TGRp0_L‘
+

d. 1 ,
dt = 4| =5 ——— . sec2(0) dO
- i oGm0

Substituindo na integral:

/2 2
f . dy 1 | sec (9) = d,
9, d_ 2mrGRpo_ 1+ tan?(0)

Sabemos que 1 + tan?(6) = sec?(6)

d+ 1 /2

C'\/%'W'(g—@):@

1
— 0y — g — —\/21GRpd;d_

dy 1 T 1
S (s — 2 .4/2 _ _
=t \/ i CR tan<2 - \/27G Rpy d+d)

Solucao:
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Grade de Corregao

a)

e 2 pontos: Aproximacao de Bernoulli, Taylor ou outra aproximacao
equivalente para primeira ordem;

e 2 pontos: Expressao final simplificada;

e -1 ponto: Nao deixar a expressao em fungao de p e R;

e -1 ponto: Esquecer de tirar o R da raiz, ou seja, assumir implicita-
mente que vVR2 = R? de algum modo.

e 3 pontos: Igualar a aceleragao ao campo gravitacional;

e 2 pontos: Coeficiente (' correto;

e -1 ponto: Esquecer o fator 2 ao transformar de g para a.

e 1 ponto: Primeira lei da termodinadmica em forma diferencial;
e 1 ponto: Diferencial de calor nulo;

e 2 pontos: Relacao linear entre volume e fator de escala;

e 1 ponto: Resolucao da equagao diferencial resultante;

e -1 ponto: Troca de sinal no expoente —(1 + w).

e 1 ponto: Deduzir que a é constante;
e 1 ponto: a constante = p constante;

e 2 pontos: Encontrar w que torna p constante.

e 1 ponto: Expressar que d_a_ + d,a, = D;
e 3 pontos: Substituicao de a_ por seu valor constante, 4TGRpg_;
e 4 pontos: Determinar a, ou a, por conservacao do tamanho total;

e 4 pontos: Determinar a outra variavel, a, ou a,.

e 4 pontos: Comparar as duas expressoes de a ;

e 4 pontos: Perceber que a p, é negativo, diferenciando da matéria
comum.

e 2 pontos: Elemento de distancia em coordenadas coméveis;

e 3 pontos: Avaliar a distancia maxima percorrida pela integral de dis-
tancia comovel;

e 4 pontos: Forcar que o deslocamento seja maior que d, ;
e 3 pontos: Resolucao da integral;

e 3 pontos: Se igualou a velocidade marginal a velocidade da luz (solu-
¢ao incorreta, mas apta a pontuagao parcial).
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10. Morte solar (60 pontos) Tia Mi esta esta estudando fisica solar, e gostaria da sua
ajuda para entender alguns fendomenos importantes relativos a nucleossintese da nossa
estrela.

No modelo de tia Mi, a forma que o Sol perde a maior parte de sua energia ttil ocorre
pelas reagoes de fusao nuclear em seu interior. Considere que uma estrela na sequéncia
principal gera energia a partir da cadeia de rea¢oes de nucleossintese p-p (que parte do
hidrogénio i6nico para chegar no hélio também ionizado) e que nesse modelo apenas 10%
da massa inicial de hidrogénio ionizado presente na estrela, a qual é composta puramente
por hidrogénio e seu primeiro estado de ionizagao em sua origem, é convertida em energia
pOr esse processo.

a) (6 pontos) Calcule a energia liberada na cadeia de nucleossintese p-p, subtraindo
a energia perdida pela emissao de neutrinos nesse processo. Essa é a energia 1til do
Processo.

Dados: Ay = 1,008 u; Ape = 4,003 u; A, =1w; E,, = 0,42 MeV'.

b) (4 pontos) Encontre a eficiéncia desse processo, considerando a energia ultil libe-
rada e a energia inicial dos reagentes.

¢) (10 pontos) Calcule a poténcia perdida para os neutrinos emitidos pelo Sol e a
quantidade de neutrinos que atinge a Terra por segundo.

A equacgao de ionizagao de Saha descreve a razao entre a densidade numérica de duas
espécies de um composto em diferentes estados de ionizagao:

n4 5 Xion

— =C1T2exp (

L

Onde C} = 1,1:1072 é uma constante numeérica dimensional, ;. é a energia de ionizacao,
que, para o HT éigual a 13,54 eV, o indice + se refere ao primeiro estado de ionizagao,
o indice 0 ao estado neutro, k é a constante de boltzmann e T" a temperatura do sistema.

Agora, ela quis utilizar essa equacao e a transformacao de H em He?" para calcular o
tempo que ums estrela tipo o Sol passa na sequéncia principal.

d) (14 pontos) Encontre uma expressao para a massa total de hidrogénio ionizado que
é convertido em energia nas reagoes de fusao nuclear em uma estrela que pertence a
sequéncia principal, convertendo H* em He?*.

e) (6 pontos) Calcule a energia total emitida por esse processo, considerando que a
temperatura e o raio permanecem constantes.

f) (8 pontos) Ainda, com a temperatura e raio constantes, derive uma expressao de
Aty 0 tempo de vida total na sequéncia principal da estrela em funcao de sua
temperatura 1.

g) (12 pontos) Esboce um grafico para a relagdo anterior explicitando sua tendéncia
em T'= 0 e quando T" — co.

Solucao:
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(a)

(b)

(c)

A reacao de nucleossintese da cadeia p-p, convertendo H* em He?* ¢ descrita
pela equagao quimica:
AH, +2e~ = He*™ + 2,

A energia libera é decorrente da variacao de massa entre os produtos e os reagen-
tes. Portanto, a energia liberada subtraindo a energia emitida pelos neutrinos
sera:
Eep = (445 — 1Age)myc® — 2B,
| Eem = 15,13 MeV |

A eficiéncia do processo de nucleossintese serd a energia ttil, encontrada ante-
riormente, sobre a energia inicial dos reagentes, ou seja:

Eem _ Eem
Ey — 4-1,008 - m,c>

/]7:

n = 0,4%

Como mencionado pela questao, a energia liberada pelas reacoes de nucleossin-
tese p-p € a energia luminosa emitida pela estrela. Com isso, pode-se encontrar
o ntmero de reagoes que ocorrem por segundo pela expressao:

AN, L
At E.,

A poténcia perdida para os neutrinos emitidos pelo Sol pode ser encontrada
multiplicando essa expressao, que se refere ao niimero de reagoes ocorridas por
segundo, pela energia emitida por uma reacao:

L 2LE
P,=——2E, = —/"
Eem ‘ Eem

P,=213-10% W

Agora, para encontrar a quantidade de neutrinos que atinge a Terra por segundo,
deve-se encontrar o fluxo de neutrinos emitido pelo Sol que chega na Terra. Isso
pode ser descrito pela equagao:

AN, P,
= = = TR
®
At 41 o Eu.
AN, :
A7 ¢ = 1,43 - 10*” neutrinos /s
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(d) Primeiro, deve-se encontrar a massa total inicial de hidrogénio ionizado. Isso
pode ser feito utilizando a equacao de Saha juntamente com uma relagao entre
as densidades e a massa inicial da estrela:

n_Jr _ Cng exp (Xion)
L

ngo+n.)myAg =M =ng+n, =
(no +)myAg 0 + Anm,

Substituindo a primeira relagao na segunda equacao:

M 1
Aumy ¢

ny 1

C\T3 exp <k’lT>

Entao, a massa inicial de hidrogénio ionizado seréa:

M

my o =niAgm, = i
1+ . %
T exp ()
14 2 exp LT

Como apenas 10% da massa inicial de hidrogénio ionizado sera convertida em
energia, a massa consumida seré:

0,1M
Am+ - ’ 1
1+
5 X
O\ @ﬁ
1P
(e) A energia emitida por esse processo sera:
E = Am,c?
P 0,1Mc?
1+ !
5 X
O\ T3 @ﬁ
1 exXp LT

(f) O tempo de vida total da estrela pode ser encontrado dividindo a energia total
emitida por ela pela energia luminosa que ela emite por segundo:

Aty = L L
YL ArR20TH
0.1Mc? 1
Aty = —
T 4rR2o T3
T4 B —
C1 exp <1)
kT
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(g) Para analisar mais facilmente o comportamento dessa funcdo, pode-se separa-la
em uma parte constante e outra que depende de T', o que ja foi feito no item
anterior. Resultando na parte que depende de T' sendo:

1
T

X
Cresn (17)
1exp {7
Quando 7" = 0, essa funcao vai para o infinito. E quando T" — oo, a funcao
tende a 0. Por fim, o esbogo dela seréa:

f(T) =

njw

T +

At

Solucgao:
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Grade de Corregao

()

(b)

(d)

(f)

(8)

e 3 pts:
e 2 pts:
e 1 pts:

e 3 pts:
e 1 pts:

e 2 pts:
e 3 pts:
o 1 pts:
e 3 pts:
e 1 pts:

e 3 pts:
e 3 pts:
e 3 pts:
e 5 pts:

e 4 pts:
e 2 pts:

3 pts:
5 pts:
2 pts:
2 pts:
8 pts:

Equagao quimica da nucleossintese p-p
Eem = (4AH — 1AH6)mp02 — QEVG

Valor numérico correto

Expressao para eficiéncia

Valor numérico correto

Namero de reagoes por segundo
Expressao para a poténcia dos neutrinos

Valor numérico da poténcia correto

Expressao para o fluxo de neutrinos que chegam a Terra

Valor numérico correto para o niumero de neutrinos por segundo

Expressao para a massa total da estrela
Expressao para n
Expressao para m. g

Expressao para Am,

E=Am,.c
Expressao para E correta
E

Attot = Z

Expressao para At correta
Indicar que para T' = 0, a expressao vai para o infinito
Indicar que para T — o0, a expressao vai para 0

Esbocgo do gréfico correto
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