Ceva e Menelaus

Rafael Amiune

1 Introducao

Nesse material, abordaremos dois dos principais teoremas da geometria olimpica, os te-
oremas de Ceva e Menelaus. Apresentaremos a prova dos teoremas e alguns exemplos,
seguidos de exercicios para praticar. Aproveite!

2 Ceva

(Teorema de Ceva) Sejam D, E, F pontos sobre os lados BC, C'A, AB, do
triangulo ABC', respectivamente, tais que 1 ou 3 estao dentro dos respectivos seg-
mentos, entao as cevianas AD, BE, C'F concorrem se, e somente se,

BD CE AF

CD AE BF -

Prova: Primeiro provaremos que se as cevianas concorrem entao a relagao vale. Suponha
que concorrem num ponto P. Seja h a medida da altura de P ao lado BC. Se [A] é a
drea de A, entdo [PBD]=3-BD-h e [PCD]=4%-CD-h, portanto

BD [PBD]
CD [PCD]
De modo analogo, obtemos
BD _[ABD]
CD [ACD]
portanto,
[ABP] [ABD]-[PBD] #£3([ACD]-[PCD]) BD
[ACP] [ACD]-[PCD]  [ACD]-[PCD]  CD’
Finalmente,

BD CE AF [ABP] [BPC] [CPA] ]
CD AE BF [ACP] [BPA] [CPB]
Para a volta, suponha que a relacao ¢é valida e seja P a intersegao de BE e C'F. Seja
também D’ a intersecao de AP e BC'. Pela ida do teorema, temos

BD' AE BF BD
CD' CE AF CD’

Entretando, isso nos da
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E

OBS: A condicao de 1 ou 3 pontos no interior dos lados é apenas para que nao precisemos
nos preocupar com problemas de orientacao. Ambos os teoremas apresentados nesse
material tem versoes com segmentos orientados, que corrigem esse problema, porém as
versoes apresentadas sao mais didaticas e as julgamos mais adequadas para o material.

Confira o seguinte exemplo da aplicacao deste teorema:

(Baricentro) Prove que as medianas relativas aos vértices do triangulo ABC' s@o
concorrentes.

Solucao: Sejam D, E, F os pontos médios de BC, C'A, AB, respectivamente. Pelo
teorema de Ceva, as medianas sdo concorrentes se, e somente se,
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BD CE AF 1
CD AE BF
mas g—g = % = g—; =1, entao estamos feitos. ]

A

3 Menelaus

(Teorema de Menelaus) Sejam D, E, F pontos sobre os lados BC, CA, AB,
do triangulo ABC', respectivamente, tais que 0 ou 2 estao dentro dos respectivos
segmentos, entao D, E, F' sao colineares se, e somente se,

BD CE AF _
CD AE BF

1.

Prova: Primeiro provaremos que se a relagao vale entao os pontos sao colineares. A volta
¢ analoga a do teorema de Ceva, entao iremos omiti-la. As manipulacoes feitas também
sao analogas as utilizadas anteriormente. Suponha que os pontos sao colineares e sejam
ha, hy, he as distancias de A, B, C para a reta DEF, respectivamente. Veja que

BD [EBD] [FBD] [EDB]-[FDB] [EBF] h
CD [ECD] [FCD] [EDC]-[FDC] [ECF] h.

Entao

BD CE AF Iy he ha _,
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Confira o seguinte exemplo da aplicacao deste teorema:

(Folclore) Seja ABC' um triangulo e ) seu circuncirculo. A tangente por A, B, C
a ) intersectam os lados BC', CA, AB em D, E, F, respectivamente. Prove que D,
E, I sao colineares.

Solucgao: Pela tangeéncia, temos <« DAB = « DC' A, portanto os triangulos DAB e DC'A
sao semelhantes. Dai

BD AB CD AC
AD AC ° AD  AB’

2 ~
logo g—g = ﬁgz. Entao

BD CE AF AB* BC? CA?
CD AE BF AC? BA? CB2
e, pelo teorema de Menelaus, os pontos D, E, F' sao colineares. O

=1,
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4 Problemas

Problema 1. (Gergonne) Sejam D, E, F' os pontos de tangéncia do incirculo de ABC
com os lados BC', C'A, AB, respectivamente. Prove que as cevianas AD, BE, C'F sao
concorrentes.

Problema 2. (Ortocentro) Sejam D, E, F' os pés das alturas relativas a A, B, C,
respectivamente. Prove que as cevianas AD, BE, C'F sao concorrentes.

Problema 3. (Incentro) Sejam D, E, F os pés das bissetrizes internas relativas a A,
B, C, respectivamente. Prove que as cevianas AD, BE, C'F sao concorrentes.

Problema 4. (Teorema de Monge) Sejam w;, wsy, wy circunferéncias. Sejam X, Y, Z
as intersecoes das tangentes externas comuns a w; € wsp, Wy € W3, W3 € Wi, respectivamente.
Prove que X, Y, Z sao colineares.

Problema 5. (EGMO 2013) Seja ABC um triangulo e D na extensao do lado BC
através de C tal que CD = BC. Seja E na extensao do lado C'A através de A tal que
AE =2CA. Prove que se AD = BE, entao ABC' é um triangulo retangulo.

Problema 6. (USAMO 2003) Seja ABC um triangulo. Um circulo passando por A e
B intersecta os segmentos AC' e BC' em D e E, respectivamente. As retas AB e DFE se
intersectam em F' e as retas BD e C'F se intersectam em M. Prove que MF = MC se, e
somente se, MB-MD = MC?.

Problema 7. (OBM 2005) A medida do angulo B de um triangulo ABC' é 120°. Sejam
M um ponto sobre o lado AC' e K um ponto sobre o prolongamento do lado AB, tais que
BM é a bissetriz interna do angulo « ABC' e CK ¢ a bissetriz externa correspondente ao
angulo « AC'B. O segmento M K intersecta BC' no ponto P. Prove que <« APM = 30°.
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Problema 8. (OBM 2016) As bissetrizes internas dos angulos < ABC e «ACB do
triangulo ABC' se encontram no ponto I. A reta paralela a BI que passa pelo ponto A
encontra a reta C'I no ponto D. A reta paralela a C'I por A encontra a reta Bl no ponto
E. As retas BD e C'E se encontram no ponto F'. Mostreque F, A e I sao colineares se,
e somente se, AB = AC'.

Problema 9. (IMO 2019) Seja [ o incirculo do tridangulo acutangulo ABC, com
AB # AC. O incirculo w toca os lados BC', CA, AB em D, E, F, respectivamente. A
reta por D perpendicular a F'F inetrsecta w novamente em R e a reta AR intersecta w
novamente em P. Os circuncirculos de BPF e C'PE se intersectam novamente em ().
Prove que PQ, DI e a reta por A perpendicular a Al sao concorrentes.

Problema 10. (TM2 2019) Scja ABC um triangulo isésceles com AB = AC. Sejam
X e K pontos sobre AC' e AB, respectivamente, tais que KX = CX. A bissetriz interna
do angulo 2 AK X intersecta BC' em Z. Mostre que X Z passa pelo ponto médio de BK.

Problema 11. (Cone Sul TST 2024) Dentro de um angulo «BOC existem trés
circulos disjuntos k1, ks e k3, cada um tangente aos lados BO e OC. Sejam ry, r5 € 173 08
respectivos raios desses circulos, com r; < ry < r3. Os circulos k1 e k3 sao tangentes ao lado
OB nos pontos A e B, respectivamente, enquanto ko é tangente ao lado OC no ponto C'.
Sejam ainda K = ACnky, L = ACnks, M = BCnks e N = BCnks. Além disso, definem-se
os pontos P=AMnBK, Q=AMnBL, R=ANnBK e S=ANn BL. Por fim, sejam
X, Y, Z eT os pontos de intersecao das retas CP, CQ, CR e CS, respectivamente, com
o segmento AB;isto é, X =CPnAB,Y =CQnAB, Z=CRnABeT =CSnAB. Prove
que XZ=YT.

5 Referéncias
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