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Prefacio

A Apostila Magna é o resultado de um esfor¢o conjunto do Ntcleo Olimpico de Incentivo ao Co-
nhecimento (NOIC), uma equipe de talentosos individuos, muitos deles medalhistas olimpicos
internacionais das Olimpiadas de Astronomia e Astrofisica (IOAA) e da Olimpiada Interna-
cional de Fisica (IPhO). O NOIC, com suas proprias experiéncias e conquistas, trouxe uma

expertise valiosa para a elaboracao deste livro.

O NOIC compreende profundamente os desafios que os estudantes enfrentam e os caminhos
para o sucesso nas areas de astronomia e astrofisica. Suas perspectivas tinicas e experiéncias
pessoais enriqueceram a Apostila Magna com abordagens eficazes, estratégias de resolucao de

problemas e um entendimento sélido das complexidades dessas competicoes.

Portanto, esta apostila nao apenas incorpora conhecimento teérico e pratico em astronomia
e astrofisica, mas também reflete a paixao e o compromisso do NOIC em compartilhar seu
conhecimento e experiéncia para ajudar a préoxima geracao de estudantes a alcangar o sucesso
nas olimpiadas cientificas. Esperamos que a Apostila Magna seja uma ferramenta valiosa na
preparacao de estudantes e uma fonte de inspiracao para aqueles que buscam se destacar nesse

campo desafiador.

Ao longo da apostila, sera presente diversos problemas, sendo eles separados por trés niveis de
dificuldade: [Facil

de individuo para individuo.

Médio ‘ e ’ Dificil ‘ Ressaltamos que dificuldade é relativa, podendo variar
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (M)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (M)
Magnitude Aparente (mg)
Velocidade de Rotagao na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Wien (b)

Constante de Hubble (Hy)
Velocidade da luz no vécuo (c)

5,98 - 10%* kg

6,38 -10% m

9,8 m/s?

23°27'

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%? kg
1,74-105m

5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
220 km s~ !
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10 m
206.265 UA

6,67-10"" N -m? - kg2
6,63-10734 J - s
1,38-1072 J.- K1
5,67-108W -m=2. K4
2,808 -103 m - K

67,8 km st Mpc!
3,0-10% m/s

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas



Capitulo 5

Fotometria e Radiacao

A Nebulosa do Anel (M57) possui uma magnitude aparente igual a 9 e um
diametro angular de 2’ para um observador na Terra. Qual seria a magnitude aparente
do céu noturno de um planeta orbitando uma estrela exatamente no centro de M577
Lembre-se de que o gas de uma nebulosa é extremamente rarefeito e assuma que a
nebulosa nao absorve sua propria radiagao.

Importante: Nessa questao, vocé deve calcular a magnitude total do céu noturno
considerando que o angulo sélido acima do horizonte do observador equivale a 27 sr. A
resposta final ndo é o fundo de céu (em mag/arcsec?).

Solucao:

Como o angulo é pequeno, temos Q ~ 7(0/2)? = 7(60/206265)? sr. Sendo 6§ o didmetro

angular em radianos. Assumindo que o Fluxo é proporcional ao angulo sélido,

2m
Meey — T = —2, 510g (W)

Meey = —9,4 ‘

A distribuicao de diminuicao de brilho superficial de uma galaxia espiral é dada por

em que [(r) é o brilho superficial (luminosidade por unidade de &area a certa distancia

r do centro da galéxia) e a é uma constante de escala. A partir da relagdo anterior,



pode-se encontrar por integracdo a luminosidade total do disco galactico, 2w lya?.

Certa galédxia com brilho superficial satisfazendo a relacao anterior tem constante de
escala a = 6,0kpc e luminosidade na banda B de Lg = 2,5 - 1010,

a) Deduza uma expressdo para r em termos de a, I(r) (em unidades de L /pc?) e L.
b) Formule uma expressio para conversao do brilho superficial em unidades de mag/arcsec?
para L /pc? e mostre que tal grandeza é independente da distancia até o observador.

A expressao deve depender apenas da magnitude absoluta Mps do Sol na banda B.

¢) O Raio de Holmberg Ry ¢ definido como a distancia no disco galéctico desde o centro
em que o brilho superficial é 26,5 mag/ arcsecz, para a banda B. Encontre Ry para a

galaxia em questao. Use, se necessario, que Mps = 5,44 mag.

Solucao:

a) Integrando temos
(0] o0 o0
L= / I(r)dA = / I(r)rdrdf = 27?]0/ e~/ dr = 2rIya’
0 0 0

Resolvendo para [y

L
In —
°7 a2
Substituindo na férmula para I(r)
L
I _ —r/a
(r) 2ra?

Isolando r

L
r=al (27r[(r)a2)

b) Pela definigao de brilho superficial

F And?
u—MB@=—2,5log( i )

Q Lo

Onde d = 10 pc. Simplificando para F'/$2
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F Ly

— — 29 1907 04(r—Mpo)
Q  4rd?

Seja, [ a distancia da galaxia até nos, e A sua area, temos as seguintes relagoes

L
F: _47]'l27 Q: l_2 ST
Substituindo
L Lo . _o04(u—M
T =100 =510 (k=Mpo)

Substituindo o valor de d e convertendo de sr para segundos de arco

2
I(r) = sr 1 10*074(ﬂ*MB®)L_® — (206265)" L10*074(ﬂ*MB®)L_®

~ 17100 pc2 172 100 pc2

I(r) = 4,254 - 108 . 10704k —Mze)

c) Substituindo os valores fornecidos, encontramos que I(r) = 1, 61%, voltando a

expressao para r encontrada no item a)

1 L 2,5-10%
r=aln| ———= | = . c
27 1(r)a? ’ P

Considere que a intensidade da radiagao solar refletida por Vénus é proporcional
a sua area visivel.

a) Expresse o brilho aparente normalizado /Iy em fungao de Rg, Ry, e da distancia
L entre a Terra e Vénus. A constante de normalizacao Iy pode ser escolhida arbitrari-
amente.

b) Encontre a distancia L = Ly quando o brilho aparente de Vénus é maior, e a distancia
angular entre Vénus e o Sol nesse momento.

Solugao:

a) Para comegar, observe o seguinte esquema



Figura 5.1: Representacao Sol, Terra e Vénus

Vamos calcular a area visivel de Vénus, para isso, oberve o seguinte esquema

Superficie iluminada vista
pelo observador

Figura 5.2: Fonte: Introdoction to Planetary Fotometry

Observando a figura, podemos facilmente perceber que a area visivel de vénus é
dada por
2 2 2
mRy, 7Ry, TR

Ay = > + SR 2V(1+cosa)

O fluxo que chega em vénos é dado por
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Lo
Fy = 7
dray,
A poténcia que Vénus é dada por
Py = FVAV

E assim o fluxo de Vénus que chega na Terra é

Py LoR?

] p— p—
A2 3271'(1%/112

(1 + cosa)

Para encontrar cos a vamos utilizar a lei dos cossenos em ASTV.

age = a%/ + 12— 2ay L cos o

Resolvendo para cos a

Substituindo na expressao anterior

_ LoRy  LoRyad LoRy  LoRy
327ra%/L2 647ra%)’/L3 64mray L3 64%@%/L

Definindo
2
32may L
Desse modo,
1 age — a%/ 1 1

Para achar o méximo, vamos derivar essa funcao com respeito a L e igualar a 0.

Fazendo isso e resolvendo para L obtemos
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Lo:\/Sa%—a%/—%V

Substituindo na férmula para utilizndo a lei dos Cossenos

2 2 2
as —ay, — L
a=cos ! 2L 0
2avL0

(Vinhedo 2023) No dia juliano 2460,000, as estrelas de um sistema binério e o
exoplaneta que as orbitava alinharam seus centros para um observador na Terra, como

na imagem abaixo:

Figura 5.3: Caption

Sabendo disso e que o fluxo da luz refletida pelo planeta medido na Terra no dia juliano
2578,25 & Fp =1,24-10717 W/mQ. Qual é a luminosidade da estrela A?

Dados: Thinario = 135 dias; Texoplaneta = 315 dias; My = 3,00 - 1030kg; Mg = 1,50 -
10 kg; Drerrasistema = 1D DA exoplancta(min) = 4,18 - 10'%m; p = 0,4 (albedo
geométrico do exoplaneta); R4 > Rp > Rexoplaneta = 3000 km.

Considere que as 6rbitas sao circulares, tém mesmo sentido e sao edge-on.

Solugao: Primeiro devemos utilizar regra de 3 para calcular quanto cada corpo se
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mexeu o que nos permitira descobrir suas posicoes relativas e quanto da luz que ilumina

. . o .
o planeta é refletida para a Terra.f = ¢ 3769 e, assim, Oegoplaneta = 135° € Opingrio = 315°.

Com base nisso, podemos desenhar a seguinte figura:

Figura 5.4: semicirculo preto: parte vista pela Terra, semicirculo azul: parte iluminada,
ponto E: Centro de Massa

(Imagem fora de escala) Podemos ver pela figura que o semicirculo azul "aponta'na
direcao da estrela B e o semicirculo preto "aponta'na direcao da Terra, portanto o
angulo que um esta rotacionado em relagao ao outro ¢é igual a v = 180° — «, ou seja, o

angulo entre B e D com o centro no exoplaneta ¢ igual a 45°.

Figura 5.5: esquerda: exoplaneta visto da Terra. Direita:vista superior do exoplaneta

Na figura da esquerda podemos ver que a area iluminada do exoplaneta consiste em me-

tade de um circulo e metade de uma elipse, area essa que pode ser calculada utilizando
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a figura da esquerda da seguinte forma:

7 R2 i 7 R2 B 7 R2
2 2V2  2v/2

(V2+1)

R
b= Rsin45’ = — — Ap =

V2

A partir disso, podemos concluir que

. 2
SE(VZHL) (a4
FT: Fr: Fr
7 R? 22

Onde F,. é o fluxo refletido pelo planeta a uma distancia Derra-sistema- Fscrevendo Fi.

em funcao do fluxo recebido pelo planeta, temos que:

2
(\/§ + 1) Fa- 7]-Rexoplaneta P
2v/2 nD2

Terra-sistema

Fr=

L

Como Fy = i , podemos escrever:

wD?

A—exoplaneta(min)

2
_ (\/§ + 1) WRexoplaneta P LA
T 2v/2 wD2 47 D?

Terra-sistema A—exoplaneta(min)

Substituindo os valores e isolando L 4, temos que:

Ly=3,83-10% W

Um planeta de albedo A orbita sua estrela central em um circulo de raio a. Seja
R o raio da estrela e T sua temperatura efetiva. Calcule a temperatura superficial do
planeta no caso em que o planeta possui rotacoes rapida e devagar, respectivamente.
Solugao:

No equilibiro termico, a poténcia absorvida pelo planeta, tem que ser igual a poténcia

emitida. A poténcia absorivida é dada por

Pope = ForR2(1 — A) = %RQ(l _A)

Ja a potencia emitida é dada por

P, = ArR?cT*

Para rotacao rapida e
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! = 9rR2oT?

emi

Para rotacao lenta. Isso ocorre, pois durante a rotacao lenta, o planeta emite radiagao
somente em metade da sua area, denonado por K = 2 ou 4, temos
Lo

47l232(1 — A) = KnR*oT),

Substituindo Lg = 47rR<290Té

R&To
d?

4
(1—A) = KT

Resolvendo para T,

Uma estagao espacial tem a forma de uma esfera negra localizada numa regiao do
espago com temperatura absoluta nula. Devido ao funcionamento da estagao espacial,
seu equipamento interno produz uma certa quantidade de energia que é conduzida
isotropicamente dentro da esfera. Se a temperatura de equilibrio da espaconave em tais
condicoes é T, determine a nova temperatura de equilibrio 7" da esfera apos a adicao
de uma casca esférica negra de raio infinitesimalmente maior que o da espagonave
para cobri-la. E se forem utilizadas N cascas negras? E se apenas uma casca fina de
emissividade e for utilizada?

Solucgao:

Consiedere o seguinte esquema



Figura 5.6: Representacao do esquema

Ambas as esferas possuem o mesmo raio, e por serem corpos negros, a potencia emitida
é a mesma que a potencia refletida. Nessa logia, e utilizando a lei de stefan-boltzman,

a potencia total dentro é dada por,

P = Py+ P = 240T* = AcT"

Assim,

T' = ol/4T

Generalizar para N esferas é facil, e podemos concluir

T' = (N +1)V/4T

Para o caso de uma esfera com emissividade €, temos,

P=Py+ P =Ac(1+e)T* = AcT™

Assim,

T = (1+¢)Y4T

Considere um exoplaneta cilindrico de raio R; e emissividade ¢; mantido a
temperatura T} devido a processos internos, envolto por uma camada de poeira de raio
Ry e emissividade €2 mantida a temperatura T5. Determine o fluxo resultante entre eles

se ambos possuem comprimento [. Ignore os efeitos de borda e assuma que a reflexao

15
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¢é difusa.
Solugao: Utilizando a ideia anterior, sejam os fatores de forma Fjo e Fy 1 ¢ vélido

que,

Fi2A1 = F51A

Para um cilindro, A = 27 Rl assim,

FioR1 = Iy 1Ry

Mas por definicao a Fy p razao entre a radiacao incidente sobre B devido a A e a
radiacao emitida por A, assim,

Como 2 esta "cobrindo"em totalidade 1 temos F12 = 1, por conseguinte, F»; = Ri/Rs.
Seguindo as definigoes do comego do capitulo, é valido que J (radiosidade) é o fluxo
total e M (exitancia) é a quantidade total de radia¢do emitida por uma superficie por

unidade de area. Assim,

J1=M +(1—-e)Fi1J1+ (1 —e€)Fialz
Jo = Mo + (1 = 62)F22J2 + (1 = 62)F21J1

Caso nao tenha ficado claro, o primerio termo é a radiacao emitida por 1, o segundo
termo é a radiacao refletida por 1 que sai de 1 e o terceiro termo é a radiacao refletida
por 1 que sai de 2.

Pelo Teorema da reciprocidade,
Fii+Fio=1— Fj1 =0

R
F22+F21=1—>F22=1——1
Ry

Assim, as equagoes se simplificam para,

J1 = My + (1 — 61)J2

B R1 Rl
JQ—MQ—I—(l 62) <1 7 )J2+(1 62) (Rz) J1

2

Para facilitar a minha vida, vou definir = R;/R2, de modo que,



Jo = My + (1 = 62)(1 = x)Jg + (1 = Eg):BJl

Jy=Mo+ (1 —x —ea+ eax)Ja + (x — e22) J;

Jo(x + €3 — €9x) = Mo + (x — eax)Jp

B My + (:E = GQJ})Jl

Jo —
2 (x + €2 — eax)
Assim,
(1—61) (1 —61)(Z—€2$)
Ji =M + M + J
! ! (x + €2 — €a) 2 (x + €2 — ea) !
7 (x + €2 —eax) — (1 — €1)(x — €27) T (1—¢1) M
(x + €2 — €27) (x + €3 — €27)
Ji((x+ e —ex) — (1 —€1)(x —e2x)) = (x + €2 — eax) M1 + (1 — €1) Mo
Finalmente,

(ZL‘ + €9 — EQZE)Ml + (1 = EI)MQ

A= (z +e2 —e2w) — (1 — e1) (7 — €2)

Simplificando e substituindo x, obtemos,

(eaR2 + R1 — eaR1)My + (1 — €1)Ra Mo

J =
L eoFRo + 1Rl — e1e9R1

E da primeiro expressao, temos,

- M
T =M
1—€

Portanto, o fluxo de calor entre o planeta e a camada de poeira é dado por,

Q = FioA1J1 — Fo1AgJy = Ay (J1 — Jo)

Substitundo M; = eian, obtemos,

17
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. 2nRilo(T} — T)
T 1 R (1
armE-1)

€2

A cavidade de entrada de um bolémetro particular € um cone com um angulo
de abertura de 30°, cuja superficie possui um coeficiente de absor¢ao de energia de v =
0,99. Assuma que nao hé espalhamento da radiacao incidente nas paredes da cavidade,
apenas multiplas reflexdes especulares. O bolémetro é conectado a um resfriador que
mantém a superficie da cavidade do bolémetro a praticamente 0 K. O instrumento esté
orbitando o Sol a 2 UA e estda apontado diretamente para o centro do disco solar.
Calcule a temperatura do corpo negro que irradiaria a mesma quantidade de energia
por unidade de area superficial que o bolémetro.
Solugao: Podemos calcular o fluxo incidente no bolémetro como:

g 3,83.1026

w
Ard® ~ 4m(2.1,5.1011)2 2

Pelo fato do bolémetro ser mantido a quase 0K, nao emite radiagao por conta propria.
Entao, toda a radiacao "emitida"por ele deve ser apenas a refletida vinda do sol. Pela

geometria do problema:



Figura 5.7: Representacao do problema

Todos os raios de luz vindos do sol sofrerao reflexao seis vezes antes de voltar pelo

19
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orificio. A cada reflexao, o bolémetro absorve uma fracao o da radiacao, refletindo
1—a=1-0,99 =0,01. Como os raios sofrem trés reflexoes, a poténcia refletida sera:

1174
Prefietida = F(1 — @) = F.0,01° = 3,386.107 1" —;
m

Para descobrirmos a temperatura de um corpo negro perfeito com poténcia igual a essa

usamos a Lei de Stefan-Boltzmann:
g4
Prefletida =oT

T (Prefletida)1/4 _ <3, 386.10—10)1/4
o 5,67.10~8

Portanto:

T ~0,278K

Considere um exoplaneta de raio r e temperatura absoluta T, aproximado como
um corpo negro esférico. Em seu processo de formagao, uma fina camada de poeira
concéntrica de raio R acabou se formando em volta dele. Seja T5 a temperatura do
entorno a uma distancia muito grande do exoplaneta. Encontre a temperatura de
equilibrio 77 da camada esférica.

Solugao: Como o planeta é envolvido pela camada de poeira e eles sao duas esferas
concéntricas, temos:

Fo1=1

Pelo teorema da reciprocidade, temos:

AoFo—1 =A1F1—0

Logo,
47T7”2F04>1 = 47T7”2 = 47TR2F1*>0
2
r
F1—>O = ﬁ

A poténcia liquida trocada entre o planeta e a casca esférica é dada por:

'O<—>1:UOO—>1 - =oanr- - 1- — =4nr-o =
AgFy_1(Ty — T} drr? 1 (T§ — T = 4nro(T§ — T



A face externa da camada de poeira, de area A; = 47R?, emite poténcia Popmir. =
ArR?*cT 14. Por outro lado, ela absorve do meio externo, a temperatura 75 uma poténcia

Pops. = 47TR20'T24. Dai, a poténcia liquida trocada entre a camada e o meio externo é:
Q1<—>e:ct. - Pemit. - Pabs_ = 47TR20'(T14 — T24)
No equilibrio, teremos:
QO<—>1 = Ql(—)eazt.
drro(Ty — TH) = 4n R0 (T — T)

Simplificando:
r(Ty —T1) = R(TY — Ty)

Isolando T7:
ﬂm+mg)
R2 + 2

=

T = (

r?Ty + R*Ty
R2+T’2

=

T = ( )

Neste problema, modelaremos o efeito da atmosfera na Terra. Suponha que o
Sol seja um corpo negro de temperatura 77 e raio R;. A Terra é uma esfera que esté
localizada a uma distancia R do Sol e possui raio R3. A emissividade da Terra é e3.
a) Se ndo houvesse atmosfera na Terra, determine sua temperatura de equilibrio, T5.
b) Agora, consideremos os efeitos da atmosfera. Modele-a como uma casca esférica
de gés, com uma emissividade ey e raio exterior R > R3, concéntrica & Terra. No
equilibrio térmico, sua absorptividade para os comprimentos de onda no ultravioleta e
no infravermelho é ea. A atmosfera transmite uma fragao 7 da radiagao ultravioleta mas
é completamente opaca ao infravermelho. Assumindo que o Sol emita luz ultravioleta
enquanto a Terra emite e re-emite no infravermelho, determine as temperaturas 7o da
atmosfera e T3 da Terra, no equilibrio termodindmico. Assuma que a atmosfera seja
um condutor de calor perfeito, de forma que toda a radiagao incidente sobre ela seja
uniformemente distribuida por sua superficie.

Solugao: a) A poténcia absorvida pela Terra corresponde a quantidade de energia
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solar absorvida pelo disco terrestre. Assim:

Ps

PTerra—abs‘ = F@ : WR% = FRQ :

47TR§(7T14 9 R§JT14 9
A1 R? L= R? T

PT@T’/‘CL—CLZ)S. =

Pela Lei de Stephan-Boltzmann, a poténcia emitida pela Terra corresponde a:
P +. = AmesR30 Ty
Terra—emit. Tezlvgo Ly

Para que haja equilibrio térmico na Terra, a poténcia absorvida pelo planeta deve ser

igual a poténcia emitida pelo Sol. Desta forma:

PTerra—abs. = PTerra—emit.

R2oT}
:}; L. 7R2 = 47T63R§0‘T§1
T4
R—12 R% = 463T§1
Isolando T3, temos:
T = T ki )i
3 4e3 R?
R? 1
T =Ti(—)1
3 1(4€3R2)

b) Agora temos uma atmosfera que absorve parte da radiagdo ultra-violeta do sol e
deixa passar uma fracao 7. O esquema a seguir representa a nova situacao. A Terra

absorve 1 — 7 do fluxo vindo do sol e a radiagao emitida da atmosfera.
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UVsol

Figura 5.8

A atmosfera absorve parte do fluxo do sol e transmite o resto, absorvendo também a
rediacao IV da Terra, e emitindo em infravermelho para a direcao da Terra e para o
espaco, devido & forma de casca esférica. A Terra absorve a radiagao UV transmitida
e a infravermelha da atmosfera, emitindo em infravermelho. Temos para o caso da

atmosfera e Terra no equilibrio térmico, respectivamente:

P
[ 4
Pabs = 47:1::}2 (1 - T)WR% + PTerra = Pirr = 2‘471—0’62R%TZ (€Q'1)

P
Pabs = 47:%127— + 47TR%0-€2T24 - Pirr - PTerra = 47T0-63R§T?j1(6q2>

Chegamos a um sistema de equagoes, e se somarmos as duas, obtemos:

P P P
R S}O%lz WR% — Ty 8}0;2 WR% + T2 S}O%lz WR% = 47TO'€2R%T24
T T T

Substituindo P, ; = 47T0'R%T14 , colocando termos em evidéncia, cortando termos iguais

em ambos os lados e passando 4€2R§ para o outro lado da equacao chegamos a:

RIT}

— L1 _(R%2(1-— R} =T%
16R2€2R%( 2(1—7)+7R3) =15

Portanto:

RI(R3(1—17)+ TR%))1/4

T,=T
> =Tl 16R2¢, R2
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Agora, substituindo TyeP, ; na eq.2 e simplificando a equagao, chegamos em:

RiT{
4R

2
€15

R3(1 — R3) = e R3Ty
46233( 5(1 —7) + 7R3) = e3R3T3

TR% +

Manipulando a equagao, simplificando e elevando ambos os lados por 1/4 chegamos

em:

2

R
T3 = Tl(W;R%@TR% + R3(1— 1))/

Obtenha uma expressao para a pressao de radiacao em uma superficie sobre
a qual incide um feixe de luz com fluxo F' e angulo # em relagao a normal. Considere
que a superficie possui albedo A

Solugao: Todos os tipos de radiagao eletromagnética possuem energia e, consequente-
mente, momento linear. Quando ela atinge um objeto, ela exerce forca e pressao sobre

sua superficie. No caso

’ Superficie

L AD Bi Forca Reacionaria

Figura 5.9

Considerando as ondas eletromagnéticas como um gas de fétons,a forca necessaria para
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colocar em repouso cada particula é F/ = %. Além disso, a quantidade de energia

absorvida pela superficie durante a colisao sera AU = F’ - Az. Combinando as duas
equacoes, obtém-se uma féormula para a variacao de momento da particula em funcao

da energia absorvida por uma superficie de albedo nulo (A = 0):

AU
Apgps. = A_(IJ - At
AU
Apabs. ~ Az
At

Como as particulas se propagam com velocidade % = ¢, entao:

AU
Apgps. = T (eqj)

Se a particula for refletida pela superficie (A = 1),a variagdo de momento sera o dobro
porque a particula entra em repouso e depois volta com um momento linear igual ao

anterior (em modulo):
2AU
APres. = — (eq.1I)
Sabendo que o feixe faz um angulo # com a normal da superficie, a poténcia interceptada

por uma area S sera:

dU 1 dU
r =FScosfp — F -cosf3 = T (eq.11I)

A pressao de radiacao é produzida apenas pela componente normal do momento linear,

que é dada por dp; = dpcos . Substituindo (eq.I) em (eq.III), temos:

P _ F_J/_ _ l . dpabs.i _ l ) dpabs. COSﬂ _ COSﬁ ) dpabs.
abs- = g TS T dt S dt S T at
cosfB d AU
Pabs. = g %( c )
cos d
Pabs. = S—Cﬂ ' E(AU)
P cos 8 av F . cos?’ 8
s = Tge T dt €

A pressao de radiacao refletida, também determinada pela componente normal do mo-
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mento linear, é obtida ao substituir (eq.1l) em (eq.I1]):

Feps _ L dpreps 1 dovey cosP

P — — —
- dt
cosB d 2AU
Pref.: S %( z )
2cos B d
Pref. - Se E(AU)
P _ 2cosp @_QF-COSQﬁ
rel- T T8¢ dt c

Para um corpo de albedo A, tal como no enunciado, a pressao de radiacao é:

P = (1 - A)Pabs. + APref,

. cos2 . cos2
P:(l—A)F cos 6+A2F cos”® 8
c c
F - cos?
p:(1+A).ﬂ
c
F 2
p:(1+A).M
c

(P1 Vinhedo 2021 - Adaptado) O uso de velas solares tem grande relevancia
em modelos tedricos de propulsao. Em meados da década de 1990 foi proposto um
método que permite que uma espagonave equipada com velas solares atinja velocidades
de cruzeiro capazes de escapar do sistema solar a velocidades muito maiores do que as
atingidas por outros métodos de propulsao avancados, como propulsao nuclear. Ana-
lisaremos um modelo de propulsao fazendo uso de uma vela solar. Considere que uma
espagonave foi langada em uma érbita solar quase circular com um raio de 1 UA. Uma
vela solar perfeitamente refletora foi implantada nela, de modo que ficasse constante-
mente voltada para o Sol, reduzindo a forca central inicialmente exercida na espagonave
em 2%.

a) Considerando o exposto acima e sabendo que a massa da superficie refletora corres-
ponde a 5% da massa total do sistema que compde a espagonave, calcule a densidade
superficial (em g/m?) da vela.

No curso de seu movimento, esta vela se fechou instantaneamente assim que o aparelho



atingiu o afélio de sua orbita, sendo reaberta no periélio, repetindo esse ciclo a cada
revolucgao.

b) Quantas revolugoes completas ao redor do Sol - a partir do momento em que a vela
foi fechada pela primeira vez - essa espaconave fara antes que sua excentricidade fique
maior ou igual a 1 e essa saia do sistema solar em uma 6rbita aberta? A interacao do
aparelho com todos os corpos, exceto o Sol e seus fotons, deve ser desprezada. Nao
¢é necessario considerar o efeito de Poynting-Robertson - isto ¢, desconsidere o torque
exercido pela forca da radiacao.

c) Calcule a distancia da espagonave até o centro do Sol (em UA) no momento da
altima vez em que a vela é reaberta.

Solugao: a) Para uma placa totalmente refletora e que fica constantemente voltada

para o Sol, teremos uma pressao de radiacao dada por:

_ 2Fg
B Cc

P

Assim, podemos escrever a seguinte equagao para a forca:

2L GMemiost  GMemiot
A= 9% . —
Amr2e 7 r2 5072

Frad:

Temos que myeq = 5% - Myt = "8, Assim:

2L® A= QOGM@mVela . QGMQmVela

Arr2c 5072 N 5r2
_ Mmyela _ 5L®
A ArGMge
Substituindo os valores:
g
=38~
4 " em?

b)Vamos, nesse problema, encontrar as sequéncias que nos dao a excentricidade nos

seguintes momentos:

xen, — excentricidade da orbita apds a n-ésima vez que a vela € fechada (no afélio)

xF, — excentricidade da orbita apds a n-ésima vez que a vela € aberta (no periélio)

Como a gravidade efetiva é reduzida 2%, nos momentos em que a vela esta aberta, é

27
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como se a espagonave estivesse sob acao gravitacional de um corpo de massa % onde

M é a massa do Sol. Assim, vamos analisar dois momentos genéricos em que a espago

nave passa pelo periélio e pelo afélio logo em seguida:

e i.Momento de passagem pelo periélio:A partir da conversavacao de energia
no periélio com a energia mecanica total do sistema, temos para o instante de

antes da vela abrir que:

E = =
fmee 2ap, Tp—n 2
Onde 7p—, = a(1 — ey,). Assim:
GMm GMm mvpz_n
Emec. - - - - =
2a, an(l —ey) 2

Isolando V),_;,

GM 1 - GM
vp_n—\/ i —\/T (Ut en) (eg.])

a, 1—ey -

Para o momento imediatamente apos a vela se abrir, a espagonave tera a mesma
velocidade V'n e mesma distancia periélica. Contudo, tera uma gravidade efetiva

distinta:

g M9GMm _ 49GMm mv; .,
T 1004, B0R,—, 2

Onde R,—,, = A(1 — ey,). Assim:

50GMm, GMm — mV}2,
Emec. = — == -+

Isolando V),

49GM 1+ E, 49GM
Vo = : = -(1+E I
B \/ 504, 1—E, \/ 507y, ( n) (eq.11)

Sendo (eq.l) = (eq.1l), entdo:

GM 49GM
(1 +ey) = (14 E,
\/rn (1+en) \/50% (1+ En)




Simplificando, chegamos em:

_ 50e, +1

E
" 49

ii.Momento de passagem pelo periélio:A partir da conversavacao de energia
no afélio com a energia mecanica total do sistema, temos que a velocidade orbital

para o instante antes da vela fechar no afélio é:

GMm GMm mva2—(n+1)
Emec. = - = - +
2An 11 Ro—(n+1) 2

Onde R,_(n11) = An+1(1 + Ep). Assim:

2
B, - _G(%)Mm _ G(%M)m mVa_(n+1)

+
2An+1 An+1(1 + En) 2

Isolando Vi 41y

49GM 1- B, 49G M
- : -, ——" .(1-E,
Vani) \/ 504, 1+ E, \/ 50R,_(n11) ( )

Para o movimento apés a vela se fechar, a conservagao de energia sera

GMm GMm mVaZ—(m-l)
Emec. = - = - +
2An+1 Ra—(n—H) 2

Onde R,_(n41) = Ant1(1 + Ep). Assim:

2
B - _G(%)Mm _ G(%M}m mva—(n—l—l)

2An+1 An+1(1 -+ En) 2

Isolando Vi _ (1)

49GM 1-E, 49GM
Va—(n—i—l) = \/ \/ : (1 — En) (eq[[[)

504, 1+ E, \/50R, (nr1)

Para o momento imediatamente apos a vela se fechar, a espagonave tera a mesma

velocidade V,_,11) € a mesma distancia afélica. Contudo, a gravidade efetiva
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seré distinta:

7 - _GMm _ GMm N mva2—(n+1)
mec. Qi1 Ta—(nt1) 5

Onde 74_(n41) = @n+1(1 + ent1)
GMm GMm mVaZ—(nH)

E = — = —
e 2an11 an—|—l(1 + 6n+1) 2

Isolando V,,_(p11):

GM 1-—e, GM
Va—(n+1) = \/ ' = \/ (1= ent1) (eq.1V)

an+1 1+ enta Ta—(n+1)

Sendo (eq.lll) = (eq.1V), entao:

49GM GM
— (1 -Ey) =/ ——— (1 —ey
\/5ORa(n+1) ( ) \/Ta(n-i-l) ( +)

Simplificando:
9E, +1
T T
Se ja B, = 5064%*1, entao:
9E, +1 1
el = g~ et g
1
€n+l — €p = % = 0,04

Assim, a sequéncia e, serd uma progressao aritmética de razao 0,04, de modo

que:

Dessa forma:

_ 50e,+1  2n+1

E
" 49 49

A sequéncia que nos daré, entao, a excentricidade para cada meia revolucao seréa:
(e1, B, e, B, e3, B3, €4, By, ..)

A sequéncia acima é valida até o primeiro valor em que teremos uma excentrici-



dade maior ou igual a um.Perceba que para n = 24, teremos Fs4 = 1. Assim na
24° passagem pelo periélio, a 6rbita se tornara aberta e isso equivale a 23,5 re-
volugoes a partir do primeiro fechamento da vela. ¢) Como as forgas sao centrais
e nao forgas externas a gerarem torque, podemos conservar o momento angular,

de modo que:

U - @& = Uperiélio * Tperiélio

GM GM
ca = * T'periélio
a T'periélio

a
1+e

Assim:

T'periélio =

Sendo a =1 UA e, na ultima 6rbita, n =24 e e, = %, teremos:

T'periélio =

T'periélio = 0,51 UA

T'periélio = 0,51 UA

(USAPLO 2018) A pressao de radia¢ao devido ao Sol é responsével por limpar
pequenas particulas do sistema solar interno.

a) A forga de radiagdo em uma particula esférica de raio r é dada por
F = PQmr?

Onde P ¢ a pressao de radiagao e ) é um fator de qualidade adimensional que depende
do tamanho relativo da particula r e do comprimento de onda A. Ao longo deste
problema assuma que o Sol emita apenas um comprimento de onda Apax; & nao ser que
seja dito o contrario, deixe sua resposta em termos de varidveis simbolicas.

i. Dado que a poténcia total radiada pelo Sol é dada por L), encontre uma expressao
para a pressao de radiacao a uma distancia R do Sol.

ii. Assumindo que a particula tenha uma densidade p, derive uma expressao para a

razao
B radiation

F, gravity

em termos de Lg, da massa do Sol Mg, p, do raio da particula r, e do fator de qualidade

31
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Q.
iii. O fator de qualidade é tal que

Ser <\, Q ~ (r/\)?

Ser~\@Q~1
Ser>\Q~1

Considerando os trés tamanhos possiveis de particula, qual tem mais chance de ser
repelida pela pressao de radiagao solar?

b) O efeito Poynting-Robertson age como outro mecanismo de limpeza do sistema
solar. i. Assuma que a particula esteja em uma 6rbita circular ao redor do Sol. Ache a
velocidade da particula v em termos de M), da distancia até o Sol R, e de quaisquer
constantes fundamentais.

ii. Como a particula estd se movendo, a forca de radiacao nao estd exatamente na
direcao radial. Determine o torque 7 na particula por conta da pressao de radiacao.
Assuma que v < c.

iii. J4 que 7 = dL/dt, o momento angular L da particula muda com o tempo. Assim,
encontre dR/dt, a taxa de variagdo da posicao radial da particula. Assuma que a 6rbita
permaneca sempre quase-circular.

iv. Derive uma expressao para o tempo necessario para remover particula de raio
r =~ lcm e densidade p ~ 1000 kg/ m® em 6rbitas circulares a uma distancia R = Ry,
e use os dados abaixo para simplificar sua expressao.

Algumas constantes tteis:

Mo =1,989-10%kg; Lo = 3,828 -10°W; Rg = 1,5 - 10" m; Apax = 500 nm.

Lo
4TR2"
Como a pressao de radiacao P para absorcao total é dada pela razao entre a intensidade

Solugao: a)i. A intensidade da radiagao solar a uma distancia R é dada por [ =

e a velocidade da luz (P = %), temos:




ii. A forca gravitacional sobre a particula esférica de massa m é:

7 GMy 4mprd
gravity — T o °
R 3

Substituindo a pressao de radiagao encontrada no item anterior na férmula do enunci-

ado:
L@QTQ

L
Frodiation = PQW?Q - ( Z ) Q’/TTQ - m

AmR2%c

Dividindo as duas equacdes, os termos R? e 7 se simplificam:

L@QT2
Fradiation - ( 4R?%c )
F .  (GMg  A4mprd
gravity ( =32 - g )
Fiadiation _ 3L® Q

Fyravity N 167GeMep 3

Fradiation _ 3L® Q
Fyravity 167GeMep r

g - F 813 g o g N g
iii. Analisando a razao —puietion oc % obtida no item anterior para os trés regimes de
gravity
Q

tamanho: No caso em que r < A, temos Q ~ (r/)\)?, logo < oc r. Assim, quando 7

diminui, a razao também diminui. No caso em que r > A, temos ) ~ 1, logo % x %
Assim, quando r aumenta, a razao diminui. No caso em que r ~ A, temos @ ~ 1,
impli 9 1 Este reg t to ond A0 ati

o que implica em - 5. Este regime representa o ponto onde a razao atinge o seu
valor méaximo. Portanto, as particulas com r ~ A (tamanho da ordem do comprimento
de onda da radiacao solar) sdo as que possuem a maior razao entre for¢a de radiagao
e forca gravitacional, sendo as mais propensas a serem repelidas para fora do sistema
solar interno.

b) i. Como a particula estd em orbita circular estavel, a forca centripeta é provida

unicamente pela forca gravitacional:

Fgrav. = Fcentrfpeta

GM@m_mv2
RZ R
M
GMo _ 2

R
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. [GMs
N R

ii. Devido ao movimento orbital com velocidade tangencial v, a particula observa a radi-

agao vindo com um pequeno angulo de aberragao sin ) ~ ¢ em relagao a direcao radial.

Isso gera uma forga de arrasto oposta ao movimento (Efeito Poynting-Robertson):

. LoQr2\ v LoQriv
Fian = _Fradiation -sinf = — < ®Q ) = - QQ

4R?c ) ¢ 4R2c2

Como o torque atua contra o movimento orbital, temos:

LoQr3v
T = RFtan = —R <W>

_ LoQrv
~ 4Rc?

iii. O momento angular orbital da particula é dado por:

M
Lvam( GR@> R =my\/GMoR

Sendo 7 = dL/dt, diferenciamos o momento angular L em rela¢ao ao tempo via regra

da cadeia:
dL d 1 dR
= — = m\/GMy—(R"?) = m\/GMy, | —=—
[ og (B =m ©\ovR di
L . . . . GMo
Substituindo o torque encontrado no item anterior e a velocidade orbital v = T

L@QTZ GM@ 1 dR
- / =my/GMs [ ——
ARV R o2/ R dt

o 1 :
Simplificando os termos comuns /GMg e 77 em ambos os lados:

LoQr?®  mdR
4Rc2 2 dt
3
Substituindo a massa da particula esférica m = 4”%:

LoQr®  2mpr3dR
4Rc? 3 dt




[solando os termos correspondentes, obtemos a equagao diferencial correta para a vari-

acao da posicao radial:

_LoQ _ 8mprdR
2R 3 dt

iv. Separando as variaveis R e t da equacao diferencial obtida anteriormente:

3LoQ

8mprc?

RdR = — dt

Integrando de ambos os lados, desde a posigao orbital da Terra (R = Rg) em t = 0 até

a superficie do Sol (R = 0) no tempo limite ¢t = T":

0 T
/ RdR:/ —SLQQth
Re o dmpre

R)"  3LeQ .

2 Re - Smpre?

_R_ge - 3Lo@ T
2 8 prc?

Isolando T', obtemos a expressao literal correta para o tempo de queda:

B 47rp7“02RgB
- 3LeQ

Como 7 = lem = 1072 m e Apax = 500 nm, temos que r >> A, logo utilizaremos Q ~ 1.

Substituindo os valores numéricos fornecidos:

7 4m-1000-0,01 - (3-10%)2-(1,5- 10112
N 3-3,828-1026.1

T~222-10"s
Convertendo o intervalo de tempo para anos:

2,22 10

N S re 10T anos ~ 7 - 10% anos

T ~ 7-10° anos
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(P1 Vinhedo 2022) O estudo de buracos negros e o processo de acre¢ao de
massa ¢ muito valioso no campo da astrofisica, ajudando a explicar, por exemplo, o
processo de formacao de galaxias. Por conta disso, trataremos nesta questao sobre os
diversos processos de acre¢ao de massa e liberacao de energia em buracos negros.

a) Sabendo que o raio externo do disco de acregdo de um buraco negro é R e ele esta
localizado a uma distancia D da Terra, qual seria o diametro minimo de um telescopio
para resolver o disco na banda do raio-X (comprimento de onda \)?

Muitos sao os mecanismos pelos quais um buraco negro irradia; analisaremos 3 princi-
pais processos. Considere inicialmente um buraco negro sem rotacao cuja massa vale
My =6,5-10°My e que acreta massa a uma taxa constante ‘2—? = 90 M, /dia.

b) Para efeitos de anélise, utilize que no processo de acre¢ao a massa acreatada libera
energia gravitacional na forma de luz de uma distancia inicial d; > r¢ até uma distancia
final dy = 3rg, onde 75 € o raio de Schwarzschild do buraco negro. Qual a eficiéncia de
tal processo quando comparado com a energia de repouso da massa acreatada?

c) Considerando o disco de acre¢ao rigido, esfericamente simétrico e de hidrogénio
ionizado, e sendo m, a massa do préton e o; a segao transversal de Thomson por
elétron, encontre a expressao da luminosidade Legq no limite de Eddington (situagao
em que a resultante de forgas da camada exterior do nuvem de acrecao vale 0).

d) Caso o buraco negro em questao acrete massa tal que a luminosidade do disco de

t/T

acrecao € Lacc = Leqq, mostre que a massa M evolui tal que M = Mye'/". Qual o valor

de 77 Dados:

4nG
T 9,6 108 anos, oy = 6,65 - 102 m?, m, = 1,67 - 102 kg,
o¢C

e) A dissipagdo do momento angular é um outro problema interessante do disco de
acregao do buraco negro, mas notério no disco precisa perder ou transportar uma
enorme quantidade de momento angular para existir acrecao.

f) O buraco negro de M87 consome aproximadamente 90 Terras em massa por dia.
Considerando a massa de M&87 como a utilizada até agora, estime o minimo torque
necessario para causar tal acrecao de massa.

Solucgao:

a) Comprimento angular do disco de acregao:



Pelo critério de Rayleigh, o minimo diametro angular que um telescopio de aber-

tura d é capaz de resolver é dado por:

A
(it = b2 —
d
Igualando as duas expressoes:

2R A

— =1,22—

D d

AD

d=0,61—

"R

Em uma determinada distancia r, uma massa Am carrega uma energia potencial

gravitacional AU = %. Dessa forma, calculando a variacao de energia entre

dz‘ (§ df:
AU — — <G’]\;[Am) _ (_G]\/C[lAm>
f 7

Como d; >> rs e consequentemente d; >> dy, podemos desconsiderar a contri-

buicao do primeiro termo:

B GMAm

AU
d;

Dividindo por At e considerando a variagao temporal de energia potencial gravi-

tacional como a luminosidade do disco de acrecao:

AUﬁLiGMAmiGMdm

At 7 3rg At 3r, dt
Relembrando que rg = Qg—éw, temos:

_Gdidm & 2dm

3 dt 2GM 6 dt

Pela equivaléncia entre massa e energia, a luminosidade considerando a energia
de repouso seria:

dE dm
r;};ouso = Lrepouso = EC2

De forma que:

L

Lrepouso

| =
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c) No caso da resultante de forgas valer zero, a forga gravitacional sera igual aquela

exercida pela radiacao:
F, g = I rad

A forca de radiagao em questao seré exercida sobre os elétrons, os quais absorverao
a radiagdo. Nestas condigdes, e considerando um fluxo de energia F(r), a forca

da radiacao sera dada pela seguinte expressao:

Quanto a forca gravitacional, esta sera simplesmente:

B GMm
==

Iy

[gualando-as e considerando a massa da interacao gravitacional como sendo a

massa do proton:

GMmp . LO’t
2 dmrr2e
47 G Mmyc
Ledd -
ot

d) Considerando as expressoes encontradas anteriormente, podemos escrever que:

dm 5 4rGMmyc
N’ = ————
dt Ot

d 4G
—m:kMemquek: Uheilly
dt ncoy

Rearranjando os termos e integrando a equagao:

dM—k:t:>/MdM— tkt
M My M 0

Com 1isso:

Disso podemos extrair que:



T T,53- 107 anos

c)

f) O momento angular de uma particula de massa dm, raio orbital r e velocidade v

¢ dado pela seguinte expressao:
dL =rv-dm

Considerando o processo de acregao como sendo localizado na regiao interna do
disco e assumindo uma 6rbita circular kepleriana para as particulas acretadas:
GM GM [c? GM

dm = 6——1| —dm = dL = V6——dm
c 6 c

dL = 3r,

Ts

Dividindo por dt:
dL GM d

dt c dt

T~ 4,38 108N . m

Os astronomos do planeta Kafsh estao intrigados com uma nuvem de poeira que
misteriosamente surgiu no sistema planetario da estrela Jann, no idioma Kafshimiano,
eles imediatamente convencem as autoridades do planeta a entender que se tratava
daquela nuvem. Seus primeiros objetivos foram determinar a composi¢ao da nuvem,
a densidade numérica das suas particulas e aproveitar para medir com precisao o raio
dela, tudo por meio da sonda que enviaram orientada para a nebulosidade. Conseguiram
medir por paralaxe a distancia d,, até o centro da nuvem: 0,7 UA. A sonda desenvolveu
durante a missao uma velocidade vy = 0,05¢ e apo6s certa distancia percorrida, foi
mantida com luminosidade L, e sua magnitude aparente foi monitorada. A partir de
determinado ponto, o aumento de magnitude comeca a ser mais intenso, processo que
dura 2,6s (medido em Kafsh), e depois retorna a normalidade. Considere que a sonda
nao possui nenhuma interagado com as particulas. Desconsidere efeitos relativisticos e
alteragoes devido ao efeito Doppler.

a) Descreva algebraicamente a magnitude aparente mg da sonda em func¢ao do tempo
enquanto passava pela nuvem. Utilize o Sol como referéncia. Considere que a sonda

passa pelo centro da nuvem de densidade constante e desconsidere qualquer reflexao da

39
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luz de Jann pelas particulas da sonda. Escreva sua resposta utilizando as constantes:
a densidade numérica de particulas n, o raio da sonda Rg, o raio médio das particulas
r.

b) Qual foi o raio da nuvem (em km) encontrado pelos astronomos de Kafsh?

¢) Enquanto passava pela nuvem, a sonda coletou uma das particulas de poeira e
determinou 0,3 um como seu raio. Sabendo que a diferenca de magnitude da sonda
entre o inicio e o fim desse tempo de 2,6s foi de 0, 08, determine a densidade numérica
de particulas da nuvem (em particulas/m?).

Solugao: a) Ao passar pela nuvem, a luz da sonda vai sofrer extingdo devido as

particulas. No vazio, a magnitude se comportaria a seguir:

L, d?
My — Mg = —2,5log (d_QeLLOl)
n ~sol

Num ambiente com extinc¢ao, a luminosidade decrescente exponencialmente, e temos a
variacao de magnitude como:

Am = 2,57 log(e)

Com 7 = n.o.z(t). Aproximadamente:
Am = 1,0867 = 1,086.n.0.2(t)

o é a area efetiva: o = 7?2 Além disso, como Am +mg = ms, e se considerarmos ¢ = 0

no instante em que a sonda entra na nuvem, z(t) = v,.t. Portanto:

2

L. d
mg = Mgo — 2,510g (cl_g3 LSOZ ) +1,086.n.mr2 v,.t
n

sol

b) Como a sonda passa exatamente no centro da nuvem, o diAmetro seré o tempo vezes

a velocidade, t = 2,6s,05 = 0,05¢ = 1500022
D = 15000.2,6 = 39000km

O raio é a metade do diametro:

| R = 19500km |

c) Para achar a densidade, vamos utilizar a féormula da variagdo de magnitude. Como



a sonda passou pola nuvem inteira, x = D:
Am = 1,086.n.7r>.D

Isolando n:
Am 0,08

~ 1,086.7r2.D  1,086.7.(0,3.10-6)2.(39.106)

n

Realizano os calculos:

03 partculas

=6,68.1
n , 3

(P1 Vinhedo 2023)Apos se irritar com questionamentos sobre um uso diferen-
ciado de anzois, Janio Bojanio decide tirar férias jantando no planeta KLFK. O planeta
em questao possui uma lua que o orbita no mesmo plano de seu equador celeste e tem
uma atmosfera muito espessa e densa, que funciona como uma grande casca esférica
que envolve o planeta. Como Janio achou a lua absurdamente bonita, a janta so sera
boa se ele puder observar o satélite natural durante toda a refeicao, assim ajude Janio
a desfrutar de uma janta sem calculos ou anzois!

a) Chegando no sistema de KLFK, Janio nota que uma estrela de que gosta muito,
Uapyle, tem magnitude aparente igual a 0 quando vista do espago proximo do planeta.
Entretanto, ao pousar no planeta, a estrela, a qual estava no zénite, teve sua magnitude
aumentada para 4,34. Calcule a profundidade 6ptica no zénite da atmosfera de KLFK.
b) Jéanio obteve a informagao de um habitante de KLFK, Bpizza, de que a lua tem
magnitude igual a m; = 2 quando vista no zénite. Sabendo que a atmosfera de KLFK
¢ homogeénea e tem altura de H = 500km, e que KLFK tem raio R, = 5100 km, calcule
qual a distancia zenital maxima que ainda permite a observacao lunar, tendo em vista
que a atmosfera nao apresenta refracao atmosférica por alguma razao desconhecida.
Considere que os olhos de Janio funcionam em KLFK do mesmo jeito que na Terra;
como Janio gosta de precisdo, nem pense em aproximar a atmosfera para um plano!
Dica: A profundidade 6ptica é proporcional & distancia percorrida pelos raios de luz
em um meio com opacidade constante.

c¢) O jantar estd acompanhado no Pnama, localizado no equador do planeta. Calcule
qual é o intervalo de tempo em que Janio consegue ver a lua nas condi¢oes dadas.
Saiba que o planeta tem raio de 2, = 5100 km e um dia sideral de 10 h; o raio da 6rbita
circular da lua é Ry = 2,108 m, e o periodo orbital da lua é de 175h, e que a lua gira

no mesmo sentido de rotacao de KLFK. Lembre-se de que Janio nao esta no centro da
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esfera celeste dada a proximidade da lua com o planeta.
Solugao: a) Seja o fluxo da estrela no espago perto de KLFK Fp, o fluxo visto no

zénite do planeta é F' = Fye™"*. Por Pogson, teremos:

F
m—mg = —2,510gF0

Foe™ ™

0

m — mg = —2,5log

m —mg = 2,57, loge
~(m—my)
Ty = ——
2,5loge
Onde m é a magnitude de Uapyle vista do planeta e mg é a magnitude de Uapyle vista
do espago. Assim:
(4,34 —0)

TZ:—:

2,5loge

b) Analisando a situagao por um esquema

Figura 5.10: Caption

Para alguns angulos e distancias foram dados nomes arbitrarios. E importante notar

que 2’ = 180° — z
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Figura 5.11: Caption

O fluxo vindo da Lua é F, = Fpe ">. Ja o fluxo recebido por Janio é Fy;,, = Fpe™ Tiim,

Por Pogson, temos:

F,
My — Mim = —2,51og
Fpe™ ™
My — Mim = —2, 5log Foe—rim
My — My = —2, 5 log e(Tim=72)
My — Miim = _27 5(le’m - Tz) loge

_ (my — mym)
Tlim — Tz = —— Q7 =7

2,5loge
Tlim = Ty — (M2 — Myim)
m — 'z
2,5loge
Tlim — 7, 68

Usando o fato de que a profundidade 6ptica da atmosfera é proporcional a distancia

percorrida pela luz em um meio constante, tal como a atmosfera de KLFK, a distancia
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que queremos encontrar, denotada por x, é:

T: H
Tlim x
4 500 km
7,68_ . — x ~ 960 km

Aplicando a lei dos cossenos, temos:

(Rp+ H)* = R% + 2® — 2Rpzcos 2’

R% 4+ 22 — (Rp + H)?

I _
cos 2 = SRpa
2 =116,9°
Logo,
z=63,1°

c)Usando o outro tridangulo do esquema do item anterior:

Figura 5.12: Caption

Aplicando a Lei dos Senos, temos:




a=1,3°

Pela soma dos angulos internos de um triangulo:
0 =180° — 2 — «

0 =61,8°

Importante notar que o angulo encontrado é justamente o angulo percorrido em metade

20

ap” Como o KLFK rotaciona no

do tempo de visibilidade. Logo, este tempo é t =
mesmo sentido que a Lua, wgy ¢ encontrado a partir da subtragao da velocidade angular

da Lua com a velocidade angular de KLFK:

2T 2T

P Rot P Lua

Substituindo:

pr 17. Uma nebulosa planetaria antiga, com uma ana branca em seu centro, esta
localizada a 50 pc da Terra. Exatamente na mesma direcao, mas atras da nebulosa,
estd outra ana branca, idéntica & primeira, mas distante 150 pc de nés. Considere que
as duas anas brancas possuem magnitude bolométrica absoluta +14, 2 e indices de cor
intrinsecos (B — V')g = 0,300 ¢ (U — V)o = 0,330. Ha extingao no meio interestelar e
na nebulosa planetaria.

Quando medimos os indices de cor para a ana branca mais proxima (aquela no centro
da nebulosa planetaria), encontramos os valores (B — V); = 0,327 ¢ (U — B); =
0,038. Nesta parte da Galéxia, as taxas de exting¢ao interestelar sao 1,50, 1,23 e 1,00
magnitudes por kiloparsec para os filtros U, B e V', respectivamente.

Calcule os indices de cor que seriam medidos para a segunda ana branca.

Solugao: Sejam By,Vy e Uy as magnitudes absolutas das anas brancas, Anepuiosay »
ANebulosag © ANebulosay 08 coeficientes de extingao devido a nebulosa, Ay ,Ap e Ay os

coeficientes de extingao do meio estelar.

(U—-B)o=(U—-V)y—(B—V)o=0,330 — 0,300

45
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(U = B)g = 0,030
(U=V)1=(U-=B)1+(B-V); =0,038+0,327
(U = V)1 = 0,365

Aplicando o médulo de distancia, com d em pc, para a ana branca no centro da nebulosa,

temos:

d
MNebulosay — MNebulosaV =5 log d—>5+ AVM + ANebulosaV (eq'I)

d
MNebulosayy — MNebulosaU =5 logd -5+ AUW + ANebulosaU (quI)

d
MNebulosag — MNebulosaB =5 log d—>5+ ANebulosaB m + ANebulosaU (eq'III)

Localizada a 150 pc, distancia 3 vezes maior que a da Nebulosa em relacao a Terra
denotada por d, a segunda ana branca apresenta o efeito de extingao da nebulosa
dobrado pelo fato de o didmetro da nuvem cobrir a segunda estrela, diferentemente do
primeiro caso em que s6 o raio da nuvem cobre a primeira ana branca. Assim, o modulo

de distancia passa a ser:

d
Manay, — Mandv =b5logd — 5+ BAVm = 2ANebulosaV (eq.IV)

d
Manay — MandU =5 logd -5+ 3AUW + 2ANebulosaU (QQ~V)

d
Manag — MandB =5 log d—>5+ 3A3m + 2ANebulosaB (eq'VI)

Para a obtencao dos indices de cor da segunda estrela, é necessario fazer antes (eq.IT)—
(eq.I), (eq.IIT) — (eq.I) e (eq.Il) — (eq.III) para avaliar os efeitos de extingao
da nebulosa, que serao importantes para o calculo dos indices de cor da segunda ana
branca:
(eq.IT) — (eq.I)

d
(mNebulosaU _MNebulosaU ) - (mNebulosaV _MNebulosaV ) = (AU _AV) - (ANebulosaU _ANebulosaV )
1000

Seja MNebulosay — M Nebulosay = (U - V)l € MNebulosaU - MNebulosaV - (U - V)(), entao:

(U - V>1 - (U - V)O = (AU - AV)d + (ANebulosaU - ANebuloscw)
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50
0,365 — 0,330 = (1, 50 — 1, OO) : m + (ANebulosaU - ANebuloscw)

Assim:

(ANebulosaU - ANebulosaV) = +07 100

Aplicando o mesmo raciocinio no caso (eq.IIT) — (eq.l):

(eq.IIT) — (eq.I)

d

(MNebulosag —MNebulosag ) — (M Nebulosay —MNebulosay ) = (AB—Av) —=+(ANebulosas —ANebulosay )
1000

Seja MNebulosag — M Nebulosay, — (B - V)l € MNebulosaU - MNebulosaV = (B - V)(),

entao:

d
(B - V)l - (B - V)O = (AB - AV)% + (ANebulosaB - ANebulosaV)

50
0, 327 — 0, 300 = (1, 23 — 1, 00) : m + (ANebulosaB - ANebulosav)

Assim:

(ANebulosaB - ANebulosav) = +0,0155

Aplicando o mesmo raciocinio no caso (eq.III) — (eq.l):

(eq.IT) — (eq.IIT)

d

(mNebulosaU - MNebulosaU ) - (mNebulosaB _MNebulosaB ) - (AU _AB) — (ANebulosaU _ANebulosaB )
1000

Seja MNebulosay — "M Nebulosag = (U_B)l € MNebulosaU _MNebulosaB = (U—B)o, entao:

d
(U - B)l - (U - B>0 = (AU - AB) + (ANebulosaU - ANebulosaB)
1000

50
O, 038 — 07 300 = (17 23 — 17 50) : m + (ANebulosaB - ANebulosav>

Assim:

(ANebulosaU - ANebulosaB) = _07 0055

Com os efeitos de extingao calculados, é possivel calcular os indices de cor aparentes da

segunda ana branca a partir de (eq.VI) — (eq.IV), (eq.V)— (eq.IV)e (eq.V)—
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(eq.VI). Dessa forma:
(eq.VI) — (eq.IV)

d
(man&B - Man&B) - (mandv - Man&y) = 3<AB - AV) m + 2(ANebulosaB - ANebulosaV)

Seja Manag — Manay = (B = V)Q e MandB = Mandv = (B = V)(), entao:

d
(B - V)? - (B - V)O = 3(AB - AV)W =+ (ANebulosaB - ANebulosaV)

50
B—V)y— =3-(1,23—1,00) - —— +2-0,01
( J2 = 0,300 =3 (1,23~ 1,00) - - +2-0,0155

(B — V)3 = 0,3655 ~ 0, 366

(eq.V) — (eq.IV)

d
(man&U - MandU) - (manév - Man&y) = 3(AB - AV)m + 2<ANebulosaB - AN@bulosay)

Seja Manay — Manay = (U — V)2 € Mana, — Mana, = (U — V), entéo:

d
(U - V)2 - (U - V)O = B(AU - AV)W + (ANebulosaU - ANebulosaV)

50
U—=V)y — —3.(1.53 -1 49, 1
( )2 0,330 =3 ( , D3 ,00) 1000 + 0,0100

(U—=V)y = 0,425

(eq.V) — (eq.VI)

d
(man&U - MandU) - (mandB - MandB) = 3(AU - AB)M + 2(ANebulosaU - ANebulosaB)

Seja Manay — Manag = (U — B)2 € Manay, — Manag = (U — B)o, entéo:

d
(U - B>2 - (U - B)O = S(AU - AB)M + (ANebulosaU - ANebulosaB)

50
U— B)y — =3.(1.50=-1.23) - —— +92.
( )2 0,030 =3 ( , 50 5 3) 1000 +2-0,0055

(U — B)y = 0,0595 ~ 0, 060




Uma estrela semelhante ao Sol tem indice (U — B) = 0, 15. Se o brilho dela no
visivel é 2 vezes maior que o brilho no ultravioleta, qual é o seu indice de cor (B —V)?
Solugao: Sabendo que o brilho da estrela no visivel é 2 vezes maior que o brilho no
ultraviolta, é possivel inferior que o fluxo de luz no visivel corresponde ao dobro do

fluxo de luz no violeta. Assim, temos:

F
(U—-V)=-2,5log 2
Fy

Fy 1
—V)=—25log( =L | = —2,5l0g(=
(U-V) .5 Og<2FU> ;0 og<2>

(U-V)=0,75

Conhecidos os indices (U — V') e (U — B), teremos:

(B=V)=(U-V)-(U~-B)=0,75—-0,15

(B—V) =0,60

(Vinhedo 2020 - Adaptado)O astrocurioso Nathan quer saber a temperatura
de uma estrela conhecida como 3, porém precisa trabalhar um pouco com alguns dados.
Ele sabe que a estrela 1 tem indice de cor intrinseco (B—V )1 = 0,4 mag e temperatura
Ty = 6880K e a estrela 2 tem (B — V)p2 = 0,8mag e 75 = 5280 K, respectivamente.
Também, tinha que para sua estrela 3 (B — V)3 = 0,66 mag. Qual foi a temperatura
encontrada por Nathan?

Considere que, para a posicao desse corpo luminoso, a extingao é Ay = 0,314 mag, a

relagao conhecida entre indices e extingao é

Ay B
(B=V)—(B-V)o

3,0,

e a relagdo entre o indice de cor intrinseco e a temperatura ¢ linear para 0,4 < (B —
V) <0,8.
Solugao: Para encontrarmos a temperatura da estrela 3, precisa-se conhecer o seu

indice de cor intriseco (B — V')g 3, algo possivel de conseguir com o excesso de cor:

Ep_y=(B-V)3—(B-— V)(),g

49
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Ay
(B=V)—(B-V)g =50
% = [(B=V)3—(B—V)yg3]

O indice de cor intrinseco é dado por:

Av,g

(B—=V)oz=(B—-V)3— NG

Do enunciado, (B — V)3 = 0,66 mag, Ay = 0,314 mag. Substiuindo:

0,314
(B~ V)os = 0,66 — == = 0,55533

Y
A relagao linear descrita pelo enunciado para qualquer indice de cor intriseco no inter-

valo 0,4 < (B—-V)p <0,8 ¢é

T —6680 5280 — 6880
(B-V))—0,4 0,8-0,4

— T = —4000((B — V)o — 0,4) + 6880

Como o indice de cor pertence ao intervalo 0,4 < (B — V)y < 0,8, a temperatura da
estrela 3 seréa:

T3 = —4000((B — V')o,3 — 0,4) 4 6880
T3 = —4000((0, 55533 — 0,4) + 6880

T3 = 6258,667 K

T3 = 6260 K

Fazendo algumas observacoes, vocé determinou que os raios angulares das
componentes de um sistema binario sao 1,5 mas e 3,1 mas, e suas magnitudes sao 7 e
6, 8; respectivamente. Determine as variacoes de magnitude em cada eclipse.

OBS.: Considere que a primeira estrela é mais quente.

Solugao: Aplicando a equagao de Pogson para estimar a relagao entre as temperaturas,
entao:

E:
mo — My = —2,510gF2
1

Lo
4md?
L1
4nd?

mo — 1M = —2,5log



ol

2 5log 22
m2 —myp = —4,0108 —

Da Lei de Stephan-Boltzmann:

Ao R2TY
mg—m1:—2,5log( T 2)

24
dro R{T}

R T
mo —mq = —blog (R—2) — 101log <?2)
1 1

Do enunciado, Ry = 3,1 mase Ry = 1,5 mas. Entao:

3,1 T T T
— = —51 — | — 101 — ] —1 — 11 =-0,14 — — =
6,8 —7,0 og<1’5) Oog(T1> og(Tl) , T 0,73

O minimo primério ocorre no momento em que a estrela de maior raio cobre a que
possui menor tamanho, correspondendo a diferenga de magnitude da estrela maior com

a magnitude combinada das duas estrelas. Assim:

Fy
Amprimdrio = Mprimario — Mtotal = -2, log e
ota
Como as estrelas estao uma mesma distancia da Terra, entao:
Lo
Ampm’mdrio = Mprimario — Mtotal = —2,5log m
Ao R2T#
AMyrimario = Moprimario — M =—-2,5lo 22
Primario primarto total g (47TO'R%T14 + 47T0R%T24)
Simplificando:
R2T4
AN mtiis = Mspiandois — Maa) = — 5 90g 2°2
primarito primarto ota, (R%T{l + R%TQAL)
3,12(0,731)*
Ampm’mdm’o = Mprimario — Mtotal = —2,5 log ( (1 5274 +(3 12(0 )73T1)4)
) 1 ) )

Amp'rimdm’o = 0,66

O minimo secundario ocorre no momento em que a estrela de menor raio cobre parcial-
mente a que possui maior raio, resultando em um eclipse parcial e cujo fluxo observado

corresponde a soma do fluxo da estrela menor com o fluxo remanescente da estrela
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maior. Assim:

«%—%Wwﬁﬁ»

Amsecunddrio = Msecundario — Mtotal = -2,5 log
’ (R{T} + R3Ty)

@JZ—L5%mJMU4+L5%?>

Amsecunddrio = Msecundario — Mtotal — _2’ 5 10g< (1 52T14 +3 12(0 73T1)4)

’ Amsecunddrio =0,15 ‘

(Vinhedo 2023)Wesley observa um sistema binario eclipsante. Durante o mi-
nimo primario, o astréonomo observa uma variagao de magnitude Am; = 1,0mag em
relacao a situacao sem eclipse. Para os itens a seguir, despreze os efeitos do escureci-
mento dos discos das estrelas nas bordas.

a) Qual é o valor maximo de variagdo de magnitude Amsg do sistema durante o minimo
secundario?

b) Qual a razdo entre os brilhos aparentes das estrelas na condi¢do do item anterior?
Solugao: a) O minimo primério em uma binério eclipsante ocorre no momento em que
a estrela de maior raio cobre a que possui menor tamanho, correspondendo a diferenca

de magnitude da estrela maior com a magnitude combinada das duas estrelas. Assim:

Fy
Amprimdrio = Mprimario — Mtotal = _27 5 log :
tota.
Como as estrelas estao uma mesma distancia da Terra, entao:
Lo
ATnprimc’w“io = Mprimario — Mtotal = —2,5 log m
A 5 51 47TO'R%T24
m . ’ . f— m . ’ . —_ mt t l P Og
primario primario ota, Y (47TO'R%T14 + 47TO'R%T24)
Simplificando:
R2T4
272
Amprimdrio = Mprimario — Mtotal = _27 5 log

(RYTY + R3Ty)
Do enunciado, temos Amp,imario = 1,0. Entao:

R3Ty
(BT + R3T)

Amprimdrio =1,0=-2,5 log



93

RETY
(BT} + R3Ty)

R3TY
(RIT} + R3Ty)

AMyprimario = —0,4 = log —5107% =0,4=

Assim, temos:
0,4(R3T} + R3Ty) = R3TY — 0,4R3T} = 0,6R3Ty — RIT{ = 1,5R3Ty (eq.])

A variagao méaxima que pode ocorrer durante o minimo secundério ocorre quando ambas
as estrelas possuem o mesmo raio e cobrem totalmente uma a outra durante os eclipses.

Assim: -
RlTl
RIT} + R3TY)

A7nsecundc'w“io = Msecundario — Mtotal = _27 b} log (
Usando o resultado da (eq.I), teremos:

1L, DR
1,5R2T3 + R2TY)

A77ﬂbsectmddrio = Mgecundario — Mtotal = _27 5 1Og (

1,5
Msecundario , 0108 <2’ 5)

Amsecunddrio - 07 59 ‘

b) A razao do brilho das duas estrelas é dada por:

FI 2% L 4roRMT}  RITY
Fp Lo, Ly AnoR3Ty  RIT,

Do item anterior, temos

RATY = 1,5R3Ty (eq.I)
Entao:

P RT 15R3Ty L5

F,  RI: ™ R

o

3
F, 2

(Vinhedo 2020) Carrit ¢ um astrénomo com muita experiéncia em observacao

noturna. Ele conseguiu identificar um sistema formado por 3 estrelas, nomeando-as
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Francis, Luke e Hulk. Sabendo que o minimo fluxo possivel proveniente do sistema é
1,41-107° W/m2, que as estrelas Luke e Hulk sao iguais, e que o raio de Francis é o
dobro do raio de Luke, qual é a temperatura de Hulk?

Dados:
Trvancis = 20000 K,  Rpuke = 7,50 -101%m, distancia do sistema = 100 pc.

Solugao: Primeiramente, é valido observar que o caso em que o fluxo é minimo acon-
tece quando as estrelas Luke e Hulk estao eclipsando Francis ao mesmo tempo, e nao
eclipsam entre si. A seguir, segue a demonstracao de que esse é o caso de fluxo minimo:
Suponha que a temperatura de Luke e Hulk é maior que a temperatura de Francis.
Entao, o fluxo total é maior ou igual a:

R2

>= %UTé‘rancis = 2’ 14'1075

Francis

Portanto, a temperatura de Luke e Hulk é com certeza menor que 20000 K. Suponha
agora que nituacao de minimo, Luke e Hulk eclipsam Francis e elas também eclipsam
entre si. Definimos entao a temperatura de Hulk e Francis. Agora, se as estrelas tiverem
dispostas de maneira que elas eclipsam Francis, e nao eclipsam entre si, o novo fluxo
serd menor que o antigo. Ou seja, o antigo nao era minimo. Absurdo! Entao, com
certeza o caso de minimo acontece como dito anteriormente.

Vamos entao calcular, nessa situacao, o fluxo de cada uma dessas estrelas. Como o
fluxo é proporcional & area visivel da estrela, temos:

Para Francis, como esta sendo eclipsada pelas duas outras estrelas, sua area vis vel

serd a sua area total menos a area das outras estrelas.

2 2 2 P2
F >— Rancis T4 7T<RFrancis RLuk’e RHulk)
Francis = — d2 01 Francis 7TR2
Francis

Como Hulk e Luke nao estao sendo eclipsadas, podemos calcular normalmente o fluxo
delas.

5
_ o Luke 4
Froke = Frun = 2 0T ke

A soma desses fluxos é o que foi observado por Carrit. Portanto, utilizando os valores

do enunciado:

W R%uke

— 4 4
1,41.10 5@ = FFrancis + FLuke + FHulk = TU(2TLuke + 2TF7"ancis)
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Considere um sistema binario com inclinagao de i = 78° (inclinagdo entre o
eixo do sistema e a linha de visada), as componentes tém raios R4y = 6 R e Rp = 5Re,
a separagao maxima vista entre as estrelas é r = 2mas e o sistema esta a 100 pc de
distancia da Terra.

Qual a maior variagao de magnitude possivel para esse sistema?

Dado: A temperatura de A é 20% maior que a de B.

Solugao: A separagao entre as duas estrelas é:

r(UA) =d (pc)-a (")

r=100-0,002 = 0,2 UA

A geometria para a ocorréncia de eclipses é:

Linha de Visada

Figura 5.13: Distancia entre os centros das estrelas

O angulo limite para os qual ocorrem eclipses totais é:

Rjo— Rp

Bl = arcsin (
”

)

(6Rs — 5Re) - (6,96 - 10%) m
0,2- (1,496 - 1011 m)

Blim = arcsin ( )=1,33°

O angulos limite para os qual ocorrem eclipses parciais é:

Ry + Rp
T

)

Glim = arcsin (
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(6Rs +5Rs) - (6,96 - 108
0,2 - (1,496 - 1011 m)

Buim = arcsin ( ) Ty = 14,8°

No enunciado, ¢ = 78° foi definido como o angulo entre o eixo do sistema e a linha de

visada. Logo, o angulo entre o plano orbital e a linha de visada é:
¢ =90°—1

¢ = 90° — 78° = 12°

Como ¢; im < @ < @im, 0 sistema apresenta eclipses parciais. Logo, a variagao maxima
ocorrera quando a estrela mais quente, a estrela A, for eclipsada pela estrela B. Sendo
T4 = 1,27, uma vez que a temperatura da estrela A ¢ 20% mais quente que B, a

variacao de magnitude nesse caso sera:

Am = _2,510g<(1 Rt h FB)

Fa+ Fp

Onde a4 representa a fracao enconberta de A pela estrela B. Como as estrelas estao

uma mesma distancia da Terra, entao:

1— gL+l
Am:—2,5log<( Lol B)

La+ Lp

Um eclipse parcial se dara de acordo com a figura abaixo:



Figura 5.14: Area eclipsada

Por trigonometria, podemos aplicar o teorema de Pitagoras nos dois triangulos retan-

gulos que existem na figura e, com isso, teremos:
Ry =24 +h* — h* = R% — 2% (eq.I)

Ry =254+ 12 — A2 = RY — 2% (eq.1])

Onde h é o cateto presente tanto no triangulo retangulo com cateto x4 e hipotenusa R4
e no triangulo retangulo com cateto xp e hipotenusa Rp Dessa forma, (eq.I)= (eq.1l).
Assim:

9 2 2 9
R} —a3 = Rp —ap

Importante notar que, pela figura 5.11, a distancia entre os centros das estrelas é

x4+ xp =rsing. Com isso, teremos:
R% — 2% = R% — (rsing — z4)?

Isolando x 4:
(rsin¢)® + R4 — R%
2(r sin ¢)

TA—=

57
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De maneira analoga, xp sera:

(rsing)? + R4 — R

€T =
B 2(rsin ¢)
Além disso, temos que:
Op = -2
cosfp = —
B RB
TA
cosfy = —
A R4

Do enunciado, Ry = 6Rs = 0,0279 UA e R = 5Rs = 0,0233 UA, rsing = 0,2 -
sing = 0,2 -sin12° = 0,0419 UA. Com isso, obtemos:

(rsing)? + R4 — R% 3
2(rsin o) =0,02362 UA

TrA =

q 2 R2 - R2
rp = (rsiné) +. B4 _0 01759 UA
2(r sin @)

Conhecidos x4 e g, os angulos 4 e 6 serao:

raqa 0,02362

9= 14 _ — 0,8467 —> 04 = 32.14° = 0. 561 rad
COSUA= R, T Dozrg ol T A= S O T
zp 001759 ]
e = 2B _ — 0,77 —s 05 = 39,6° = 0, 6907 rad
CSYB=TR- T o233 T UB ’ ’ e

O caso de maior variacao ocorre quando B cobre o maximo possivel de area da estrela A
dada a inclinacao, o que é a uniao de um segmento circular da estrela com um segmento

circular de B. Ante o exposto, a fracao eclipsada da estrela sera dada por:

Aeclipsado o (%(2914 : R,24) - %Ri Sin(29A)) + (%(203 : R2B) - %RQB Sin(203)>

ap = =
AdiscoftotalA T - Ri
oy Acclipsado  _ (04 - RY — $RYsin(204)) + (05 - R% — SR%sin(20p))
AdiscoftotalA W o R?q
Substituindo:
((6R@)2[0,561 rad — $sin(2 - 0,561 rad)] + (5R)%(0,6907 rad — 3 sin(2 - 0,6907 rad))
ap =

- (63@)2

ay = 0,08



Aplicando a Lei de Stephan-Boltzmann, temos:

1—0,08)R2T4 + R T4
Am:—2,510g<< O RATa + RpTp

R:T% + RAT}

(1-0,08)(6R)*(1,2Tp)* + (5Re)*T:

Am = —-2,5 log<
(6Ro)%(1,2TB)* + (5R2) T

)
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