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Instrucoes Gerais

Identifique seu ID em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque mais nenhum meio
de identificacao pessoal;

Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os nimeros
das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e a Q27

A duracao da prova é de 2 horas;
O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/gréficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, calculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

. Ao final da prova, devolva as somente as folhas utilizadas para resolucao.

10.

Um formuléario com informagoes relevantes para analise de dados esta disponibilizado.
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Formulario

Para encontrar a incerteza o, de uma funcdo genérica w = w(x1,za, .

of \?
2 _ (Y] 2
Oy = <5I1> aml—l-(

af\° or\?
a@) Om2+."+(m Oz,

A tabela abaixo mostra algumas aplicagoes classicas disso:

Fungdo w = w(z,y, - -)

Expressoes para o,

2 _ 2 2
0,=0;+toy,+ -

w = liyi 2
m m—1 ‘ W‘ ‘ Oz
w=2zx o, =|ma™ o, ou |—|=|m—
T
Ou Oy
w = ax o, = |aj oy ou )—‘:’—
w T
w=azx+b 0w = |a] oy
02 = (ay)?0? + (ar)2o?
w=azxy 2
O\ 2 O\ 2 o
m ()= () (3)
w T Y
a\’ az\?
o2 — () o2 4 (2) o2
Y Yy
w=a— )
Y O\ 2 O\ 2 o
w (5 (3)
w T Y
, 2 2
afj = (ap:cp_lyq) oi + (aquyq_l) 05
w = azxPy?

o (5)-05)  (0%)

w = asin(bx)

0, = |abcos(bx)|o,

w =blog,z
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..,Ty), a formula geral é:
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e Pelo método dos minimos quadrados, a melhor estimativa para os coeficientes da reta y = A + Bz séo:

ZxQnyZIny
A=

NYzy—2xy
B =

Onde:

2
A=N Zx2 — (2 x)
e As incertezas dos coeficientes sdo dadas por:

2

xr
oA = 0y ZA
N
78 = T\'A

Em que:

N
1
Ty =N\ N2 ;(yz — A — Bwz;)?

Ha também outras formulas que levam aos mesmos resultados, e sao mais rapidas:

Em que r é o coeficiente de correlacao linear, A e B sdo os coeficientes linear e angular da reta de
melhor ajuste, respectivamente, e N é o nimero de pontos.
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Questoes

1. Aglomerado Globular (30 pontos)

A Figura abaixo mostra o histograma das velocidades radiais (em km/s) da distribuigio estelar de um
aglomerado globular com N = 1000 estrelas. As velocidades foram medidas ao longo da linha de visada.

Histograma das Velocidades Radiais - Aglomerado Globular
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Figura 1: Histograma das velocidades radiais das estrelas do aglomerado. As barras azuis representam os
dados.

A partir dos dados do histograma e assumindo isotropia na distribui¢do de velocidades, responda:
a) (16 pontos) Calcule a dispersao de velocidades radiais o, (desvio padrdo populacional) do aglo-
merado.

b) (10 pontos) Para um sistema gravitacional em equilibrio (como um aglomerado globular), o teo-
rema do virial estabelece que

2AK)+U)=0
Considerando que o aglomerado pode ser modelado como uma esfera homogénea de raio R e massa
total M, obtenha uma estimativa da massa do sistema em termos de o, R e G.

¢) (4 pontos) Utilizando o valor de o, obtido no item (a) e o raio efetivo do aglomerado R = 10pc,
calcule a massa total M do aglomerado em massas solares (Mg).

Solugao:

a) Para estimar o desvio padrdo de um conjunto de dados representados em um histograma,
podemos utilizar o seguinte raciocinio:
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i) Calcular o ponto médio de cada classe do histograma;
ii) Calcular a média ponderada utilizando as frequéncias das classes;

iii) Calcular a dispersao (desvio padrao ponderado) a partir dos pontos médios e das frequén-
cias.

Agora, seguindo esse raciocinio, temos:

Tabela 1: Centros das classes e frequéncias do histograma das velocidades radiais.

Classe Centro da classe (km/s) Frequéncia

1 54.0 1
2 59.4 3
3 64.7 )
4 70.0 17
5 75.3 34
6 80.6 62
7 86.0 94
8 91.3 134
9 96.6 118
10 101.9 154
11 107.2 134
12 112.6 92
13 117.9 60
14 123.2 44
15 128.5 27
16 133.8 11
17 139.2 8
18 144.5 1
19 149.8 0
20 155.1 1

Média ponderada dos pontos médios:

=~ 100,3 km/s

‘O'U ~ 14.8 km/s‘

Por fim, o desvio padrao:

b) Como mencionado pelo enunciado, podemos assumir isotropia na distribuigao de velocidades.

Assim, a dispersao tridimensional satisfaz

(v*) = 30}
Logo, a energia cinética total do aglomerado é

_ 1 oy _ 1 2y _ Bar 2
K= 2M<U y = 2M(30v)— 2MO'U
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Por outro lado, para uma esfera homogénea de massa M e raio R, a energia potencial gravi-
tacional é

3 GM?

U=—
5 R

Substituindo essas expressoes no teorema do virial,

2
2 (3M02) _3GMT 0

2 Y 5 R
Simplificando,
3Mo? = §GM2
"5 R
Cancelando o fator 3,
1 GM?
Mo?2 = —
TE5 R

Multiplicando ambos os lados por R,

MRo? = %GMQ

Dividindo ambos os lados por M,

Ro? = —GM
Portanto,
502 R
M — v
G

c¢) Substituindo os valores numéricos na férmula encontrada no item (b), temos:

| M ~2,6-10° M|

2. The Dark Side of the Universe (50 pontos)

Neste problema, usaremos os dados de observagdo de supernovas tipo Ia (levantamentos CfA3, CfA4 e
Pan-STARRS) para determinar a razao entre as abundancias de energia escura e matéria no universo
atual.

Vamos supor que nosso universo é plano e que contém apenas energia escura e matéria (isto é, a densidade
2

3
&G

total p = p.,, + pa do universo é igual a densidade critica p, = ). Denotemos por

Pm.,0 PA0
Q’UL,O = ) Q/\,O = =1- QTTL,O
Pec,0 Pec,0

os valores atuais dos parametros de densidade e por Hy o valor atual do pardmetro de Hubble-Lemaitre.
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Lembre-se também de que a magnitude m (corrigida para extingdo) de uma fonte com desvio para o
vermelho cosmologico z e magnitude absoluta M satisfaz

D
m— M = 5log L(Z_)l,
km s
onde
H,
M =M —5log ————— +25
km s™ " Mpc

e D, sendo uma grandeza a ser definida posteriormente.
A tabela abaixo mostra os dados observacionais de supernovas tipo la selecionadas (redshift cosmolégico
z e magnitude de pico calibrada mp na banda B).

Tabela 2: Dados de supernovas tipo Ia selecionadas (Scolnic et al. 2018).

] SN ‘ z ‘mB/rnag‘

2422 0.26318 | 21.35760
80646 | 0.31811 | 21.81160
8921 0.14393 | 19.83575
110460 | 0.19958 | 20.61175
12898 | 0.08286 | 18.51790
370595 | 0.18141 | 20.42600
13689 | 0.24999 | 21.20115
440005 | 0.30549 | 21.69950
14212 | 0.20284 | 20.73490
440050 | 0.28546 | 21.46645
15132 | 0.15286 | 20.00240
2008bw | 0.03348 | 16.48020
15203 | 0.20291 | 20.64165
1999cc | 0.03144 | 16.31895
15440 | 0.26110 | 21.20360

a) (15 pontos) Encontre o valor de

100.2mB

ISN = 1

cz/km s~
para cada supernova na tabela.

b) (10 pontos) Faca um grafico dos valores de Isy em fungao de z.

¢) (10 pontos) Para redshifts pequenos, demostre que, sendo dy, a distancia luminosa, Dy, = Hydy,
pode ser escrito da seguinte forma:

i) x|+ (1- ) ]

d) (15 pontos) Determine graficamente o melhor ajuste para os parametros M, Qo € 4 0.

Solugao:
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a) Calculando os valores, podemos montar a seguinte tabela:

Tabela 3: Valores do indice Ign para as supernovas.

| SN Isn
2422 | 0.236835
80646 | 0.241502
8921 | 0.214871
110460 | 0.221519
12898 | 0.203429
370595 | 0.223726
13689 | 0.231999
440005 | 0.238826
14212 | 0.230677
440050 | 0.229574
15132 | 0.218456
2008bw | 0.196985
15203 | 0.220905
1999cc | 0.194754
15440 | 0.222378

b) Plotando os pontos, obtemos o seguinte grafico:

Graficode | SN vs. z

0.24

0.23 -

= 0.22 4

IS

0.21 -

0.20 -

¢) Partimos da equagao de Friedmann para um universo plano contendo apenas matéria e energia

escura,

Analise de dados - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2026

TOTAL DE PAGINAS: 24



Pagina 9

H?(2) = H§ [Qumo(1 + 2)* + Q0]

Como o universo é plano,

Qo+ Qo =1,

de modo que

H(2) = HopJ1+ Quuo[(1+2)% — 1]
Para z « 1,

(1+2)° =1+32+0(z%),

e portanto

H(z) = HoyJ1+ 3 02 + O(22)

Utilizando a expansao binomial

(U +a) =13+ 0,

obtemos

Lty 3 2
"o "I [1 ~ oz + Oz )]

A distancia comovel é dada por

logo
o que fornece

A distancia luminosa é
dr(z) = (1+ 2)x(2),
de modo que

Cc

dp(z) = R

(1+2) [z - iQm,on] +0(2*)

Mantendo termos até segunda ordem,
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Finalmente,

Definindo Dy, = Hydy,, obtemos

Di(2) ~ ez [1 + (1 - iQWO) z]

d) Para determinar os parametros cosmologicos, partimos da expressao teorica para Dy, em baixos

redshifts:
3
Dp(2) ~ cz [1 + (1 - 4Qm,0) Z]

Da relagao entre magnitude e distancia luminosa, temos:

m — M = 5log kDL(i)l,

m s

Reescrevendo em termos exponenciais:

100-2(ms—M) _ Dy (z)
km s~

Substituindo a expansao para Dy (z), obtemos:

100.2(777,3—/\/[) 3
PO T i T o J
cz/km st ( 4 ’0>

Definindo o observavel:

podemos escrever o modelo como uma relagao aproximadamente linear:
Isn(z) ~ A1+ Bz],
onde:
A=10"M  B=1- gﬂm,o
Reorganizando, obtemos uma forma linear em z:

ISN(Z) ~ A+ (AB)Z

Assim, o problema reduz-se a um ajuste linear do tipo:
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Isn(z) = a+ bz,

onde os pardmetros ajustados a e b estao relacionados aos pardmetros cosmologicos por:

a=A=10"*M, b= AB

Dessa forma, obtemos:

e portanto:

Qm0:

)

(1_3)? Q/&,Ozl_Q’m,O

L W~

Antes de determinar os valores de M e ), o, é necessario calcular os coeficientes do ajuste
linear utilizando as expressoes fornecidas no formulario para o método dos minimos quadrados.

a ~ 0,193 e b~ 0,150 e r ~ 0.9562

Sendo este tltimo o coeficiente de correlagao linear.

O gréfico com a reta de ajuste fica da seguinte forma:

Graficode | SN vs. z

0.24

0.23

= 0.22 4
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0.21 -
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Primeiramente, para o parametro

M = 5logyo(a),

Logo,
M = —3,57
Para o parametro
B = )
a
Substituindo os valores numéricos:
0,15
B~ 21— x~0,777
0,193 B

Finalmente, para a densidade de matéria:
4
Qm70 - g(l _— B),
obtemos:

Qm,O x (1 - 0,777) x 0,30,

ol i

Como o universo é assumido plano:

Qro=1—-p0

Portanto:

QA’(] x 0,70

3. SUPREMO! (70 pontos) Depois de anos dedicado a fisica teorica, Coutinho decidiu finalmente seguir
pelo caminho das observacoes estelares. Entretanto, fiel ao seu espirito analitico, recusou-se terminan-
temente a utilizar aproximagoes simplificadoras. Para ele, se a natureza resolve exatamente o problema
de dois corpos, entdao também devemos fazé-lo. Infelizmente, Coutinho também é preguicoso.

Apos varios meses de observagoes do sistema bindrio D4V ele processou apenas parte dos dados coletados.
Algumas informacoes foram organizadas em tabelas, outras em graficos e outras sequer chegaram a ser
reduzidas. Seu objetivo serd reconstruir completamente os parametros fisicos do sistema utilizando
apenas os dados disponibilizados.

Considere um sistema binario composto pelas estrelas D4V1 e D4V2. As estrelas possuem massas M; e
Ms, semi-eixos maiores a; € ag, excentricidade orbital e e periodo orbital P.

Parte I: Velocidades Radiais

Tome o centro de massa do sistema como origem de um sistema cartesiano. O eixo x aponta na diregao
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do observador, enquanto os eixos y e z pertencem ao plano do céu, com o eixo z pertencente ao plano

da orbita. O plano orbital possui inclinagao i € [0,5] em relagao a linha de visada, e o periastro faz um

angulo w com o plano xy medido no plano orbital, como representado na imagem a seguir:

1

T

A tabela abaixo apresenta os comprimentos de onda observados para D4V1.

Tempo (dias) | Aobs (nmM)

0.00 656.25905
405.83 656.25550
811.67 656.26171

1217.50 656.26614
1623.33 656.26949
2029.17 656.27226
2435.00 656.27466
2840.83 656.27652
3246.67 656.27592
3652.50 656.25905

Ja a curva de velocidade radial de D4V2 encontra-se representada abaixo.
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Parte I: Curva de Velocidade Radial da estrela D4v2

= Curva D4V2

sl
_
d
£
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h=}
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=>

_10 |-

4] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Tempo (dias)

(a) (10 pontos) Construa o grafico de velocidade radial de D4V1 a partir dos dados espectroscopicos
fornecidos, trace a curva que melhor ajusta as observagoes e determine o valor da velocidade radial
do centro de massa v, cm do sistema.

(b) (6 pontos) Seja v a anomalia verdadeira da orbita relativa entre as estrelas e r a distancia instan-
tanea entre elas. Mostre que as coordenadas da érbita no sistema observacional podem ser escritas

como
x = rcos(v + w) cost,
y = rcos(v + w)sini,
z =rsin(v + w),
onde
_a(l—e?)
~ l+4ecosv’

Além disso, prove que a velocidade radial relativa observada satisfaz

2ma cost
P+/1 —e?

(c¢) (12 pontos) Seja Aty o intervalo temporal entre dois zeros consecutivos da curva de velocidade
radial e Aty o intervalo temporal entre um maximo e o minimo consecutivo da curva. Prove que

P Pe v1—e2cosw
7_’_7—
2 T /1 —e?cos?w

Vg = [esinw + sin(v + w)] .

Aty =

V1 —e?cos?w 1—e2cos?w

Utilizando os graficos observacionais, determine os valores de e e w.

P [ ( esinw > esinwx/l—eQ]
Aty = — |arccos - .
T
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Parte II: Astrometria

A tabela abaixo contém as posigdes observadas da estrela D4V1 ao longo de um periodo orbital. As
coordenadas estao expressas em segundos de arco relativos a um sistema de referéncia fixo.

Tempo (dias) | Ascensao reta () | Declinagao (")

0.00 100.3664 50.1496
260.89 99.8724 50.3819
521.79 99.4054 50.3458
782.68 99.0918 50.2076
1043.57 98.9062 50.0374
1304.46 98.8231 49.8627
1565.36 98.8251 49.6976
1826.25 98.9008 49.5512
2087.14 99.0422 49.4317
2348.04 99.2434 49.3480
2608.93 99.4989 49.3115
2869.82 99.8001 49.3400
3130.71 100.1262 49.4630
3391.61 100.4039 49.7309
3652.50 100.3664 50.1496

Além disso, as posigoes observadas de D4V2 ja foram marcadas sobre uma projecao equiretangular do
céu.

Parte II: Orbitas Aparente de DAV2 Projetada na Esfera Cele

— Qrbita D4V2
51.5 -
51.0 -
i
M)
S
5 50.5 -
Q
im
()
[+
£
S 50.0 -
[
o
49.5 -
49.0 -
102.0 101.5 101.0 100.5 100.0 99.5

Ascensao Reta (arcsec)

(d) (10 pontos) Utilizando a grade fornecida, plote os pontos correspondentes as observagoes de D4V1
e determine a curva que melhor ajusta a trajetoria observada.

(e) (4 pontos) Determine as coordenadas de ascenséo reta e declinagao do centro de massa do sistema.

(f) (20 pontos) Mostre que a projegdo da orbita kepleriana sobre o plano yz continua sendo uma
elipse. Sabendo que os quadrados dos semi-eixos maior e menor aparentes da 6rbita observada sao
dados por
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2
2 a

2
R O e I S

onde ¥y = 1 + sin?i — e?(sin® w + sin? i cos? w), determine a inclinagao orbital i do sistema D4V.

(g) (8 pontos) Prove que a velocidade radial maxima relativa satisfaz

2ma cost
[3) = —
max P /71 — 62

Utilizando os dados observacionais, determine My, Ms, a1, as e d distancia do sistema ao observador.

(1 + esinw).

Solugao:
(a) A partir da relagéo de efeito Doppler néo relativistico,
Aobs = Ag Uy
)\0 Cc ’

obtém-se as velocidades radiais observadas de D4V1 para cada instante da tabela.

Com esses pontos, constroi-se a curva de velocidade radial de D4V1. Como ambas as estrelas
orbitam o centro de massa com o mesmo periodo e mesma excentricidade, suas curvas possuem
a mesma forma funcional e diferem apenas por um fator de escala e uma inversao de fase de
.

Parte I: Curvas de Velocidade Radial do Sistema D4V

—— Curva D4V1
—— Curva D4V2
== Centro de Massa (-5.5 km/s)

Velocidade Radial (km/s)

. . . . \ \ \ .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tempo (dias)

O ajuste dos dados fornece os valores observacionais de

P = 3652.50 dias, Umax,1 = 6.78 km/s, Umax ,2 = 13.57 km/s.
Esses parametros serao utilizados nas partes seguintes.

(b) Seja (Y,z) um sistema de coordenadas pertencente ao plano orbital, com o eixo Y sendo a
intersecgao entre o plano orbital e o plano zy. A orbita relativa pode ser parametrizada pela
anomalia verdadeira v como
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Y =rcos(v +w),

z =rsin(v + w),

onde

_a(l—eé?)
" 1+ecosv

O plano orbital encontra-se inclinado de um angulo 7 em relagao a linha de visada. Como o eixo
x aponta na diregao do observador e os eixos y e z pertencem ao plano do céu, a transformacao
para o sistema observacional é dada por

r =Y cosit,

y = Y sins.

Logo,
x = rcos(v + w) cosi,

y = rcos(v + w) sini,
z =rsin(v + w),
O momento angular especifico da 6rbita vale
h =7r?p.
Para uma orbita kepleriana,

h =+/GMa(l — e?),

onde

M = My + M.

Utilizando a terceira lei de Kepler,
4r2a3

GM = ?,

segue que
27a?
h = 2 V1—e2.

Portanto,

b 27 (1 + ecosv)?
T p (1 — e2)3/2
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A velocidade radial observada é

Vy = T.
Derivando,
D cos(v +w) cosil
vy = — [rcos(v + w) cosil.
dt
Usando
) he .
r=———-siny,
a(l —e?)

e substituindo as expressoes de 7, 7 e I/, obtém-se apos simplificagoes

21ma cos i

P+/1 — €2

Os zeros da velocidade radial satisfazem

Uy = [esinw + sin(v + w)].

sin(v + w) = —esinw.

As solugbes consecutivas sdo

v = —w — arcsin(esinw),

vy =T — w + arcsin(esinw).

Introduzimos agora a anomalia excéntrica F, definida pelas relagoes

cosk —e

cosy = ———
1—ecosE’
. V1—e2sinE
siny = ————.

1—eccosFE

Substituindo na condigao dos zeros e simplificando,

V1 —eZcosw

sin w

tan & =

As duas solugbes consecutivas diferem de

/1_ 2
AFE = 7 + 2arctan (ecosw) .

sin w

Utilizando a equacao de Kepler,

P
t=—(F—esinkE),

segue
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P Pe \1—¢€2cosw

Aty =5+ —

2 T A/1—e2cos?w |

Para os extremos da velocidade radial,

dvg,
=0.
dt
Como
dv
= 0,
@
isso equivale a
duy,
=0.
dv
Derivando,
cos(v +w) =0.
Logo,
N T
Vtw=—
2
ou
n 3w
vVt w=—.
2

Substituindo novamente nas relagoes entre v e E e utilizando a equagao de Kepler, obtém-se

P [ < esinw ) esinw\/l—e2]
Aty = — |arccos - .
T

V1 —eZcos?w 1—e2cos?w

As duas equagoes

Aty — £+E V1 —e2cosw

2 1 J/I-—cow

esinw ) esinw\/l—eQ]

P
Aty = — | arccos 55
™ 1—e2cos?w 1—e2cos?w

formam um sistema fechado para e e w.

Medindo experimentalmente Aty e Aty nos graficos observacionais e resolvendo numericamente
o sistema acima, obtém-se

w = 30°]|
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(d) Plotando os pontos fornecidos para D4V1 no plano («,d) e ajustando a curva que melhor
representa as observagoes, obtém-se a 6rbita aparente projetada da estrela.

Parte II: Orbitas Aparentes Projetadas na Esfera Celeste

—— Orbita D4V1
52.0 - —— Orbita D4V2
# Centro de Massa (CM)

51.5-

51.0 -

50.5 -

Declinac&o (arcsec)
@«
o
o

495 -
49.0 -

48.5 -

102.5 102.0 101.5 101.0 100.5 100.0 99.5 99.0
Ascensao Reta (arcsec)

(e) As observagdes de D4V1 e D4V2 foram realizadas nos mesmos instantes de tempo. Em qual-
quer sistema binario, as duas estrelas e o centro de massa permanecem sempre alinhados.
Portanto, para cada instante observacional, o centro de massa deve pertencer & reta que une
as posigoes observadas das duas estrelas naquele mesmo instante.

Sejam 7 (tr) e 7a(tx) as posigoes observadas das estrelas no instante t;. Entdo o centro de
massa deve pertencer a reta

71 (tr) 7 (tr)-

Repetindo esse procedimento para todos os instantes observacionais disponiveis, obtemos um
conjunto de retas que, idealmente, intersectam-se em um tnico ponto. Como o centro de massa
permanece fixo em relagao ao sistema de referéncia adotado, esse ponto comum corresponde
precisamente & sua posicao na esfera celeste.

Analise de dados - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2026
TOTAL DE PAGINAS: 24



Pagina 21

Parte II: Determinacdao Geométrica do Centro de Massa

® Observagbes D4V1
® Observagdes D4V2
#8 CM (Interseccéo)

52.0 -

51.5-

L) L]
L
L]
51.0 -
L ]
o
& °
E 50.5 - ®
o o °
13 L ] O
g R
£ O
g 50.0 - . “..,‘
o °
L] ‘e °
L]
°
49.5 - n =
° L ° =

49.0 -

48.5 -

101.0 100.5 100.0 99.5 99.0

Ascensao Reta (arcsec)

102.5 102.0 101.5

Assim, tracando as retas que unem as posigoes simultaneas de D4V1 e D4V2 e determinando
seu ponto de concorréncia, obtemos

| (acn dcm) = (100.00",50.00").

Utilizando as relacoes usuais entre a anomalia verdadeira v e a anomalia excéntrica E,
rcosv = a(cos E — e),
rsiny = ay/1—e2sinF,
podemos reescrever as coordenadas observadas:
y =rcos(v + w),

z = rsin(v + w) sini.

Expandindo os dngulos das coordenadas observacionais utilizando as identidades de soma,
temos:

Yy =7rcosvcosw — rsinvsinw,

z = (rsinvcosw + rcosvsinw) sini.

Substituindo as relagoes de r cosv e rsin v nas equagoes acima:

y = a(cos E —e)cosw —ar/1 — e?sin Fsinw,
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z = [a\/ 1—e?sin Ecosw + a(cos E — e) sin w] sin .

Podemos reagrupar esses termos para separar a parte paramétrica (que depende de F e dita
a forma da curva aparente) da parte constante:

Yy = (acoswcosE—a\/l — eQSinwsinE) — aecosw,

z= (asinisinw cos F + asiniy/1 — e? coswsinE) — aesin?sinw.

Os termos constantes da direita (—ae cosw e —aesinisinw) representam a posi¢ao do foco (o
centro de massa do sistema) em relagdo ao centro geométrico da elipse projetada. Para estudar
a forma geomeétrica da érbita, transladamos a origem do nosso sistema de coordenadas do foco
para o centro geométrico da curva aparente. Definimos as novas coordenadas centradas (Y, Z):

Y =y + aecosw,

Z =z +aesini sinw.

Definindo as constantes geométricas A = acosw, B = —av/1 —e2sinw, C = asinisinw e
D = asiniv/1 — €2 cosw, obtemos o sistema centrado parametrizado por E:

Y =AcosE + Bsin E,

Z =CcosE + Dsin E.

Como Y e Z sdo combinagoes lineares de cos F e sin E, o vetor (Y,Z) descreve a imagem linear
de um circulo unitario parametrizado por E. Portanto, a érbita projetada no plano do céu
continua sendo uma elipse. Para deduzir as féormulas fornecidas no enunciado, basta encontrar
os semi-eixos maximizando e minimizando a distancia ao centro geométrico. O quadrado dessa
distancia ¢ R?(E) = Y2 + Z2. Substituindo as coordenadas e utilizando as identidades de arco
duplo (cos? E = %, sin? E = % e 2cos Esin E = sin2F), a equagdo assume a
forma harmoénica:

R*(E)

A2+ B?2+(C?+ D? A2+ C?—-B2-D?
= 5 + ( 5 ) cos2E + (AB + CD)sin2E.
Os extremos de uma fungdo M + U cos2F + Vsin2E sao M + +/U? + V2. Substituindo
A, B,C, D e simplificando com a variavel auxiliar ¢ = 1 + sin?i — €2 (sin2 w + sin? i cos? w),

5 5 “aHes 11 1aQ 2 2 5 ;
recuperams-se exatamente as expressoes rigorosas para aproj (§ bproj dadas no enunciado.

A partir da razao dos quadrados dos semi-eixos aparentes, temos a relagao:

S0 — /T3 — 4(1 - e?)sin®

S + \/Eg —4(1 - e2)sin?i

Para obter uma solucao analitica para a inclinagao, isolamos o termo radical multiplicando
cruzado:
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9. 1-R
\/2374(1762)811127,:20 <1+R>

Elevando ambos os lados ao quadrado e reorganizando os termos, obtemos:

1—-R\?
41— X sin?i=32 |1 - [ —=
(1= e%)sin”i 0[ <1+R>

Simplificando o termo entre colchetes abrindo os produtos notaveis, chegamos a forma enxuta:

R

(1 —e?)sin?i = 23(1 TRE

Sabemos que Xy = 1 4 sin®i — e?(sin®w + sin®icos?w). Agrupando os termos em funcio
de sin?i, podemos escrever ¥y = Cy + Cysin?i, onde definimos as constantes geométricas
conhecidas:

Ci=1-eé’sinw, Cy =1-¢é%cos®w.

Substituindo essa expressao na equacao simplificada e definindo a variavel x = sin®i:

(1—e*z=(C1+ ng)2ﬁ.

e A . R _ (1—e*)(1+R)? .
Isolando o polindmio e definindo a constante auxiliar A = *~——7——~, obtemos:

(Cl + CQ:E)Q = Ax.

Expandindo o quadrado e agrupando as poténcias, chegamos a uma equagao quadrética exata
para x:

C3x? + (20,Cy — N + C? = 0.

Como os parametros e, w e R ja foram determinados nas etapas anteriores, os coeficientes Cf,
C5 e A sao puramente numeéricos. Resolvendo esta equacao do segundo grau, obtemos as raizes
matematicas para x. A raiz com significado fisico deve obrigatoriamente satisfazer 0 < z < 1.
Tomando essa raiz, concluimos que:

li=45]

Os extremos da velocidade radial ocorrem para

N T
Vtw=—
2
e
. 3
Vtw=—.
2

Substituindo esses valores na expressao geral da velocidade radial,

2ma cos

P11 —e?

Uy = [esinw + sin(v + w)],
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segue que

2ma cost

b = p T

Aplicando o resultado as duas componentes do sistema,

(I1+esinw) |

2maq cosi(1 +esinw)
Vmax,1 = —— esinw),
LT Pyl — e
27Ta2cosi(1 +esinw)
Umax = — esimmw ).
w2 P/1 —e2
Logo,
Umax 1 PV1 — €2
a = )
"7 2rcosi(l + esinw)
VUmax 7QP\/ 1-— 62
as = .
> or cosi(1l + esinw)
Assim,
a; =22UA|  [a2=45TUA]
A terceira lei de Kepler fornece
472 (a1 + az)?
M+ My = ————.
LA GP?
Além disso,
Myay = Msaa,
de modo que
M,y _ G2
My ar
Combinando as duas relagoes, obtém-se
M =2Mg|, | My =1Mp)

Seja agora aproj 0 semi-eixo maior angular medido diretamente na projecao celeste. Pela

aproximagao de pequenos angulos,

Qproj = apCEOj =|d=2.64 pc|
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