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Instrucoes Gerais

. Identifique seu ID em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque mais nenhum meio

de identificacao pessoal;

Escreva o nimero de cada questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma ou mais questoes, escreva uma folha declarando os nimeros
das questoes nao resolvidas, p. ex., “nao respondi a Q1 e a Q27

A duracao da prova é de 4 horas;
O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/gréficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, calculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

. Ao final da prova, devolva as somente as folhas utilizadas para resolucao.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Proton

AHo Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%26 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-107'1 N - m? kg2
8,314 N-m-mol »K!
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K!
567-107% W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc ™t
3,0-10° m/s
1,67-10727 kg

656 nm

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e 1?2 Equagao de Friedmann:

Densidade de entropia de um géas ideal:

5 1 (2mmksT\?
s—nk3<2+lnln(7m;23> ])

Forma polar da elipse:

1— 2
rg) = A=)
1+ ecosb
e Efeito Doppler relativistico:
1+2= —
c+v

Algumas integrais uteis:

Prova em Grupo - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 24



Pagina 4

1. (10 pontos)

No esquema genérico abaixo, tanto a Terra quanto a Lua estao representadas pelos seus centros de massa,
mg esta posicionado no ponto L4 e "O"representa o baricentro do sistema Terra-Lua..

Figura 1: Esquema com Terra, Lua e massa de prova.

(a) Partindo da configuracao genérica dada, demonstre qual é a posi¢ao do ponto L4 em relagio ao sis-
tema Terra-Lua, usando apenas argumentos matematicos e fisicos. Para tanto, calcule as distancias
dr, dr ed.

(b) A que distancia do centro da Lua deve ficar o objeto no ponto L27 Assuma que essa distancia é
muito menor que rz, + 7.

Adote as notagoes: M (massa da Terra), m (massa da Lua), rr (distAncia Terra-baricentro do sistema)
e rr, (distancia Lua-baricentro). Use, se necessario, a aproximagao (1 + z)™ ~ 1 + nx, valida quando
T « 1 e para n positivo ou negativo.

Solugao: (a) Demonstragao da posi¢ao do ponto L4 e calculo das distancias:

No problema dos trés corpos restrito, analisamos o movimento de uma massa de prova mg despre-
zivel sob a influéncia gravitacional de dois corpos massivos (M e m) que orbitam em torno do seu
baricentro comum O com velocidade angular constante w.

Para encontrar a posigao de equilibrio no referencial que gira junto com o sistema Terra-Lua, a forga
resultante sobre a massa de prova (composta pelas forgas gravitacionais da Terra e da Lua mais a
forga centrifuga ficticia) deve ser nula.

Seja R = rp + rp a distancia total entre a Terra e a Lua. Pela definicao de centro de massa
(baricentro O), temos:
Mrp = mry,

Sabendo que rr = R — r,, obtemos:

m R M
rp = —— e rp = ——
T M+m L M+m

A velocidade angular w do sistema é dada pela Terceira Lei de Kepler modificada:

G(M +m)
2
w =73
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No referencial giratério com origem no baricentro O, a forga centrifuga por unidade de massa so-
bre mg posicionada a uma distancia d de O é w?d, direcionada radialmente para fora a partir de
O. As forgas gravitacionais por unidade de massa exercidas pela Terra e pela Lua sobre mg sdo,
respectivamente:

GM
fr = —— (em direcao & Terra M)
dp
G
fL = d—;n (em diregao a Lua m)
L

Para que o ponto seja de equilibrio, a soma vetorial destas trés forgas deve ser nula:
Jr+fo+fc=0

Uma propriedade geométrica elegante dos pontos lagrangianos triangulares (L4 e Ls) é que o equi-
librio de forgas exige que a aceleracao resultante da combinacao das forgas gravitacionais aponte
exatamente para o baricentro O e tenha magnitude igual & aceleracio centrifuga w?d.
Substituindo w?: G )
+m

L I
Para que a combinagao vetorial de frocM /d% e froom/d2 resulte em uma forga central em diregao
a O proporcional a (M + m)d/R?, a tnica solu¢io geométrica possivel para qualquer valor de M e
m é que os vetores de distancia formem um tridngulo equiladtero com a linha que une a Terra e a
Lua. Isto é:

dr=R=rp+rgp

dr=R=r7+1rg
Vamos verificar esta solugao: se dr = R e d, = R, a forga gravitacional da Terra ¢ GM/R? e a da
Lua ¢ Gm/R?. Projetando as forcas e aplicando a lei dos cossenos no triangulo formado por M, m

e myg, confirma-se que a distancia d de L4 ao baricentro O é dada por:

d* =712 + 12 — 2rprp cos(120°) = 2 + 12 + rprp

Podemos reescrever d em termos de rr e rr:
d= q/r%-l—r% + rerg

dr =rp+rgp

Portanto, as distancias pedidas sao:

drp, =rp+rg

d=/r2%+71 +rorp

Isso demonstra que o ponto Ly forma um tridngulo equildtero com a Terra e a Lua, estando rotaci-
onado a 60° & frente da Lua em sua orbita.

(b) Determinagao da distancia do ponto Ly ao centro da Lua:

O ponto Ly esta localizado na linha que une os dois corpos massivos, posicionado além do corpo de
menor massa (a Lua), ou seja, a direita de m no diagrama linear. Seja r a distancia do ponto Ls ao
centro da Lua. Assim, a distancia de Lo até o baricentro O é d = rp, + r, e a distancia até a Terra
édr=R+r=rp+rp+r.
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No ponto Lo, a forga centrifuga aponta para fora (no mesmo sentido de afastamento do baricentro),
a forga gravitacional da Lua aponta para a esquerda (em dire¢do a Lua) e a forga gravitacional da
Terra também aponta para a esquerda (em diregdo a Terra). Logo, a equagao de equilibrio de forgas
por unidade de massa é:

Wirp +71) = GM + Gm
L - (R47)? r2
Substituindo w? = w:
G(M—&-m)(r fr) = GM +G7m
R3 YT R+ /R T 2

M
M+m

G(M +m) G(M +m) GM G(M +m)
3 ry + 3 r= 5t 3 r
Substituindo isso na equagao principal:
-2
GM+G(M+m) _GM(1 7") Gm

R? R R r) T

Sabemos que 7, =

R. Vamos expandir o termo da esquerda:

Como nos é dado que » « R (r < rp + rr), podemos aplicar a aproxima¢do binomial sugerida:
(1+2)"~1+nz,ondex=r/Ren=—2:

(1+1)72~1 r
2) s

Substituindo a aproximagao na igualdade:
GM  G(M +m) GM ( 27°> Gm
+ TR + —

R2 R3 R2 R 72
GM GM Gm GM 2GM Gm
TR TR YR T e e

GM
R2

de ambos os lados:

GM Gm 2GM Gm
D R R
Agrupando os termos que contém M:
3GM Gm  Gm

R3 + R3 r2

Cancelando o termo

Como m « M, o termo %—TT é desprezivel em comparacao com 3%\4 r. Portanto, simplificamos

para:

Isolando 73: m
3 3
rx —R
3M
Tomando a raiz ciibica em ambos os lados, encontramos a distancia r do ponto Ly ao centro da Lua:
m \1/3
()
3M

Como R = rr + 1, a expressao final em termos das variaveis adotadas é:
m )1/3

ra(rp+71L) (W

Prova em Grupo - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 24



Pagina 7

2. (10 pontos) Na figura do Analema abaixo, (a) identifique o hemisfério do observador, (b) trace o
equador celeste e (iii) identifique cada um dos 4 pontos: Solsticios de junho e de dezembro, Equinécios

de margo e de setembro.

Figura 2: Analema

Solugao:

O observador se encontra no hemisfério Norte, pois a "barriga"menor do analema esté para cima,
indicando que o ponto cardeal Norte esta a esquerda na imagem, uma vez que a velocidade orbital
da Terra é menor quando esté proximo do solsticio de Junho. Além disso, a seguir esta a imagem
do analema com os pontos de solsticio de Junho (C), solsticio de Dezembro (D), equinécio de Margo
(E) e equinocio de Setembro (F) e o equador celeste marcados.

3. (10 pontos) Considere um universo com a o¢ t7, em que v # 0. Dentro de uma galaxia distante, uma
explosao de supernova langou um jato de material diretamente para a Terra com uma velocidade v,
medida em relacdo a galéxia, que é comparével & velocidade da luz ¢. Qual o redshift observado de uma
luz emitida desse jato em t; e observada aqui na Terra em to7
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Solugao: O redshift total observado (ziota1) de uma fonte em movimento dentro de uma galaxia
distante que se afasta devido a expansao métrica do espago é o resultado da combinagao de dois efeitos
independentes: o redshift cosmologico (z.), gerado pela expansao do universo entre os instantes
de emissdo e observacao, e o redshift Doppler relativistico (zp), provocado pelo movimento
proprio (peculiar) do jato em relagéo a sua galaxia hospedeira.

A relagao multiplicativa entre os fatores de redshift é dada por:

1+ ztotar = (1 + 2.)(1 + 2p)

O redshift devido puramente & expansao do tecido espago-temporal depende da razao entre os fatores
de escala do universo no momento da observagao (¢2) e da emissao (t1):

1+z2. =

Dado que a lei de evolucao do fator de escala é a(t)oct”, temos:

t v
)
1

A luz é emitida por um jato de matéria que se move com velocidade relativa v diretamente para
a Terra (aproximagdo) em relacdo a galaxia referencial. Pela formulagdo do efeito Doppler rela-
tivistico longitudinal para uma fonte que se aproxima do observador, o fator de deslocamento da
frequéncia/comprimento de onda é:

c—v

c+v

14+2p =

Combinando ambos os efeitos na equagdo multiplicativa fundamental:

ta\” c—v
1+2 == -
total (tl) ct+v

Isolando o valor de ziota1 pedido pelo enunciado:

ta\" fe—w
Ztotal = ? C+’U_1
1

<t2>7 c—v
z=|(-= -1
tl c+v

4. (10 pontos)

Considere um universo com a oc t7, em que 7 # 0. Suponha que nés estamos na galaxia A e enviamos
em t; uma mensagem via ondas de radio para uma civilizagao na galaxia B, que recebe essa mensagem
em to. Entretanto, ap6s percebermos que tinhamos esquecido de traduzi-la, reenviamos a mensagem em
t; + At, de tal forma que essa mensagem chega em B no instante t3. Assumindo que At « ¢1, encontre
ty — to.

Solugao: Aqui, podemos perceber que a situagio é similar & do redshift cosmologico, pois estamos
interessados em comparar o tempo entre a emissao de dois pulsos e o tempo do recebimento desses
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mesmos pulsos, nao importando o fato de que sao duas ondas diferentes. Para que o resultado seja
o mesmo do redshift cosmolégico, basta que At « t;. Ou seja, emitir uma onda em t; e a outra em
t1 + At (com At < t1) é equivalente a emitir uma crista de onda em ¢; e a proxima em t; + At, em
que At seria o periodo da onda na emissao e t3 — to o periodo da onda no recebimento. Da equacéao
do redshift cosmolégico, sabemos que:

a(tg) _ & _ t3 —tQ
a(tl) )\1 At

Como a(t) = (t/to)", entao:

ta\” ts\”
t3 —to = o At ~ o At
1 1

Note que por ser uma aproximagao em primeira ordem, ambas as respostas (com tg ou t3 no nume-
rador) sdo corretas. E possivel chegar nesse mesmo resultado com a equacao da distancia comovel,
mas é necessario um desenvolvimento algébrico bem longo, portanto optamos por esse truque que
se aproveita do resultado ja conhecido do redshift cosmologico.

5. (10 pontos) O numero do dia D é utilizado para medir a passagem do ano, de forma que D = 1 equivale
ao dia 1 de Janeiro e, por exemplo, um D = 33 equivale ao dia 2 de Fevereiro. Assim, (i) encontre a data
associada a um D = 73 em 2022 e (ii) determine quantos dias se passaram entre 17,/2,/2020 e 13/8/2021
(contando os dias dos extremos).

Solugao: (i) Encontrar a data associada a D = 73 em 2022:

Primeiramente, devemos verificar se o ano de 2022 ¢é bissexto. Como 2022 nao é divisivel por 4,
trata-se de um ano comum de 365 dias, onde o més de fevereiro possui 28 dias.

Contabilizando os dias dos meses em ordem cronolégica:
e Janeiro: 31 dias. Restam: 73 — 31 = 42 dias.

e Fevereiro: 28 dias. Restam: 42 — 28 = 14 dias.

Como restam 14 dias para o més seguinte, o dia correspondente é o dia 14 de Margo de 2022.

(ii) Determinar o nimero de dias entre 17/02/2020 e 13/08/2021 (inclusive):

O ano de 2020 é um ano bissexto (divisivel por 4), portanto, o més de fevereiro de 2020 possui 29
dias. Vamos dividir o calculo em trés partes:

1. Dias restantes em 2020 (a partir de 17/02):

e Fevereiro: 29 — 17 + 1 = 13 dias (incluindo o dia 17).
e Marco a Dezembro: 31 + 30 + 31 + 30 + 31 + 31 + 30 + 31 + 30 + 31 = 306 dias.
e Total em 2020: 13 + 306 = 319 dias.

2. Dias em 2021 (até 13/08): O ano de 2021 é um ano comum (fevereiro tem 28 dias).

e Jan 4+ Fev + Mar + Abr + Mai + Jun + Jul: 31 +28 +31 + 30+ 31 4+ 30 + 31 = 212 dias.
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e Agosto: 13 dias (incluindo o dia 13).
o Total em 2021: 212 + 13 = 225 dias.

3. Total Geral:
319 dias (em 2020) + 225 dias (em 2021) = 544 dias

Portanto, passaram-se 544 dias entre as duas datas.

6. (20 pontos) Counsidere uma nuvem de poeira uniformemente distribuida formada por graos que possuem
massa mp = 1000myg, onde my é a massa de um atomo de hidrogénio, e raio » = 1,00 um. Sabe-se que
a profundidade 6ptica para uma camada de 20 pc de espessura é 7 = 1,00- 102, Calcule a densidade (em
m~?) de particulas na nuvem.

Solugao:
A profundidade o6ptica (7) de uma camada de poeira esta relacionada com a densidade numérica de

particulas (n), a se¢do de choque geométrica das particulas (o) e a espessura da camada (s) pela
seguinte expressao:

Para graos de poeira esféricos com raio r, a se¢ao de choque geométrica é dada pela area do seu
circulo méaximo:

Substituindo a expressao da secao de choque na férmula da profundidade 6ptica, isolamos a densidade

numérica de particulas (n):
-
n=———
T-r2-s

Antes de realizar os calculos, devemos converter todas as grandezas para o Sistema Internacional de
Unidades (SI):

e Raio do grao (r):
r=1,00pm =1,00-10"%m

e Espessura da camada (s): Sabendo que 1pc ~ 3,086 - 1016 m, temos:

s =20pc =20-(3,086-10"°m) = 6,172 - 10" m

e Profundidade optica (7):
7 =1,00-10% = 100
Substituindo os valores convertidos na equagao de n:

B 100
~ 7-(1,00-10=6m)2 - (6,172 - 1017 m)

n

. 100
~ (1,00 - 10-12) - (6,172 - 1017)

L 100
1,939 - 106
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n~516-10"°m™3

*(Nota: A informacao sobre a massa dos graos mp = 1000my é um dado extra e ndo é necessaria

para calcular a densidade numérica, sendo tutil apenas caso fosse pedida a densidade de massa da

nuvem).*

Portanto, a densidade de particulas na nuvem é de aproximadamente 5,16 - 107> m—3.

7. (20 pontos)

Figura 3: Missil

Apos hackers brasileiros descobrirem que a Riussia estava secretamente guardando a resolugao do pro-
blema de N-corpos em um bunker no Polo Sul, cientistas russos decidem lan¢ar um missil balistico ao
local para acabar com todos os vestigios de tal solu¢ao. O projétil é langado do Polo Norte ao Polo Sul
com vy = 2200m/s em um planeta Terra alternativo de massa M = 7.4 - 1022kg e raio R = 1.7 - 10° m.
Assim, encontre o tempo de voo.

Dica: vocé nao precisa de um computador

Solugao:

A trajetoria do missil serd uma elipse com um foco no centro da Terra. Por propriedade da elipse, se
dois de seus pontos sao equidistantes de um determinado foco, entao a mediatriz desses pontos é o
eixo de simetria da elipse. Como o missil viaja do Polo Norte ao Polo Sul, os pontos de langamento
e impacto sdo simétricos e a reta que os une passa pelo foco (centro do planeta). Portanto, essa
corda perpendicular ao eixo maior é o proprio latus rectum da elipse.

Pela equagao vis-viva:

1.2 4
a R G-M
Utilizando G ~ 6,674 - 10~ m3kg~'s~2:
1 2 22002
- - ~ 1,176 -107% - 0,980 - 107 = 0,196 - 10 5 m™!

a 1,7-106 6,674-10-11.7.4.1022

a~511-10m
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Conhecemos o semi-latus-rectum:

[ 17100
12 o081
c st 106 - 0817

Primeiramente, vamos calcular a area correspondente no circulo auxiliar de raio a (area de um setor
circular somada a area de dois tridngulos retangulos formados entre o centro e o foco):

- —92.cos™ ! 2.¢- —e2?
AC:7T~a2-27T 22COS (e)+2_a e \2/1 e
-

A, = a?- (w ~ cosL(0,817) + 0,817 - /1 — 0,8172)

Como cos™1(0,817) ~ 0,615 rad:

A, =a®- (3,142 — 0,615 + 0,817 - 0,577) ~ 2,998 - a>

Perceba que, se multiplicarmos uma das escalas da nossa figura por v/1 — €2, obtemos exatamente a
figura cuja area varrida pelo missil desejamos calcular. Nesse caso, em um argumento por céalculo,
se imaginarmos as figuras compostas por uma grade de intmeros retdngulos, ao multiplicar apenas
uma das dimensoes pelo fator, a area de cada retangulo é multiplicada pelo mesmo, ocorrendo o
mesmo para a figura como um todo. Sendo assim:

A=A,-v1—¢2

Por fim, encontramos o tempo de voo (t) em fungdo da area por meio da segunda e terceira leis de
Kepler, relacionando o periodo total T' com a razao entre as areas:

N S
Cmea?-/1—e? "NG M

Substituindo A = A, - v1 — €2, o termo geométrico 4/1 — e2 simplifica-se perfeitamente:

= ey @y (A «
wea? T G-M a? G-M

t

(5,11 - 106)3
t~2-2 . x -5192.3 ~ 311
,998 \/6,674- 10-11 7.4 1072 5,996 - 5192,3 ~ 31133s

t ~ 8,65 horas
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8. (20 pontos)
Vamos analisar algumas condi¢es de observabilidade de um eclipse solar alternativo no qual o Sol esta

infinitamente distante e suas coordenadas equatoriais sao iguais as da Lua.

(a) (5 pontos) Sabendo que a declinagdo da Lua é 20°, encontre a maior e a menor latitude de um
observador terrestre que nao consegue ver o Sol.

(b) (5 pontos) Calcule a diferenca de longitude dos observadores mais a leste e oeste que ndo conseguem
ver o Sol.

Solugao: (10 pontos)

(a) O enunciado afirma que o Sol esta infinitamente afastado da Terra. Isto implica que os raios
solares que atingem o sistema Terra-Lua sao perfeitamente paralelos. Consequentemente, a
sombra projetada pela Lua ndo forma um cone de umbra convencional (que afunila até um
vértice), mas sim um cilindro perfeito cujo raio é exatamente igual ao raio fisico da Lua,
Ry, = 1737 km.

Para determinar a regiao da Terra afetada pela umbra, projetamos este cilindro sobre a su-
perficie terrestre. O centro da sombra esta alinhado com a posi¢ao da Lua, que se encontra a
uma latitude de ¢y = 20°N.

O tamanho angular da regiao de sombra na superficie da Terra, visto a partir do centro do

nosso planeta, depende do raio da Terra (Rg ~ 6371 km) e do raio da sombra (Rz). O angulo
zenital maximo « da borda da sombra em relagao ao centro da projecao é dado por:

o = arcsin &
= =

Substituindo os valores numéricos da tabela de constantes:

1737 - 103

638106) ~ arCSin(0,2722) x 15,80

o = arcsin (

Como a sombra esta centrada na latitude ¢ = 20°N e o movimento orbital se d& ao longo do
equador /paralelo (desprezando inclinagoes secundarias para os limites extremos), a faixa de
latitude delimitada pela umbra estende-se de:

Gmin = o — o = 20° — 15,8° = 4,2°N
Pmax = Qo + a0 = 20° + 15,80 = 35,8ON

Portanto, as latitudes maxima e minima da Terra que verao o eclipse total sao, respetivamente,
35,8°N e 4,2°N.

(b) Para calcular a amplitude de longitude (A)) afetada simultaneamente pela umbra num instante
fixo ao longo do paralelo de latitude ¢y = 20°N, devemos analisar a interse¢ao do cilindro de
sombra com a esfera terrestre a essa altura.

A intersecao de um cilindro de raio Ry, com uma esfera gera uma curva projetada. Na latitude
de centro ¢, o raio do paralelo terrestre (distancia da superficie ao eixo de rotagao da Terra)

é:
mp = Rg - cos(¢o)

A corda linear que atravessa a sombra horizontalmente na altura méxima da projecao corres-
ponde ao didmetro do cilindro de sombra, ou seja, 2R;,. A relagdo geométrica para o arco de
longitude angular A\ coberto por esta corda linear sobre o circulo do paralelo é:

2R = 2rp - sin (A;\)
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Isolando AA\:
sin (A)\> = 7RL
2 Rg - cos(¢o)

Substituindo os valores conhecidos (¢g = 20°):

. 103 103 103
sin (A)\) 1737 - 10 1737 - 10 N 1737 - 10 ~ 0.2807

2 ) 6,38-106-cos(20°) 6,38 106-0,9397 5,995 - 105
Calculando o arco angular:
AN
- = arcsin(0,2897) ~ 16,84°
AN ~ 33,7°

Assim, a diferenca méxima de longitude entre dois pontos na mesma latitude que estao dentro
da umbra ao mesmo tempo é de aproximadamente 33,7°.

9. (30 pontos) O astrocurioso Kotoma quer saber a temperatura de uma estrela conhecida como 3, porém
precisa trabalhar um pouco com alguns dados. Ele sabe que a estrela 1 tem indice de cor intrinseco
(B—V)o1 = 0,4mag e temperatura 77 = 6880K e a estrela 2 tem (B — V)2 = 0,8mag e To = 5280 K.
Também, tinha a informagao de que para sua estrela 3 (B—V)3 = 0,66 mag e a distancia era d3 = 314 pc.
Qual foi a temperatura encontrada por Kotoma? Considere que para a posi¢ao do corpo luminoso no

céu, ay = 1,00 mag/kpc, o 3,0 e a relagao entre o indice de cor intrinseco e a temperatura é
B-V

linear para 0,4 < (B — V) <0,8.

Solugao:

O problema pode ser dividido em duas etapas principais: determinar o indice de cor intrinseco
(B —V)o,3 da estrela 3 (corrigindo o efeito da extingdo interestelar) e, em seguida, utilizar a relagao
linear entre o indice de cor intrinseco e a temperatura para encontrar T5.

Passo 1: Corrigindo o indice de cor da Estrela 3 devido a extingao interestelar

A relagao entre o indice de cor observado (B — V) e o intrinseco (B — V') ¢ dada pelo excesso de

cor Ep_vy:
(B=V)=(B—=V)o+ Ep-v

A
Sabemos que a razao entre a extingdo na banda V (Ay) e o excesso de cor é I LA 3,0. Logo:
B-V
Ay
Ep_v =
BV =33

A extingdo total Ay depende da distancia da estrela ds e do coeficiente de extin¢do por unidade
de distancia (ay = 1,00mag/kpc). Como a distancia é dada em parsecs (ds = 314 pc = 0,314 kpc),
temos:

Ay = ay -ds = 1,00mag/kpc - 0,314 kpe = 0,314 mag

Agora, calculamos o excesso de cor Eg_vy:

0,314
By = — ~ 0,1047 mag

)
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Substituindo na férmula do indice de cor observado da estrela 3 para encontrar o intrinseco:

(B — V)0’3 = (B — V)3 — EB,V = 0,66 — 0,1047 = 075553 mag

Passo 2: Determinar a temperatura através da interpolagao linear

O enunciado afirma que a rela¢ao entre (B — V)g e T ¢é linear no intervalo considerado. Como o
valor (B — V)3 = 0,56553 mag esté contido entre 0,4 e 0,8, podemos aproximar a relagdo por uma
reta que passa pelos pontos das estrelas 1 e 2:

T3 7T1 T2 *Tl

(B=V)os3—(B=V)o1 (B=V)p2—(B—V)p1

Substituindo os dados das estrelas 1 e 2:

T3 — 6880 5280 — 6880
0,5553 — 0,4  0,8—0,4

T3 — 6830  —1600

0,1553 04
Ty — 6880
2 T 4
0,1553 000

Isolando T5:
T3 — 6880 = —4000 - 0,1553

T5 — 6880 = —621,2

T5 = 6880 — 621,2 = 6258,8 K

Portanto, a temperatura encontrada por Kotoma para a estrela 3 foi de aproximadamente 6259 K.

10. (30 pontos)

Prove a equagdo da magnitude limite de um telescopio refletor de didametro D, em mm (magnitude limite
do olho humano ¢é 6 e didmetro da pupila é 6 mm). Caso um dos espelhos tenha refletividade de 98%,
qual seria a nova expressao da magnitude limite?

Solugdo: (10 pontos)
Parte 1: Provando a equagao da magnitude limite convencional

A magnitude limite de um instrumento 6ptico depende da sua capacidade de coletar luz em compa-
ragdo com o olho humano. A razdo entre o fluxo luminoso coletado pelo telescopio (F;) e pelo olho
(F,) é diretamente proporcional a razéo de suas areas coletoras (didmetros D e D,, respectivamente):

F D\?
F, =~ \D,

4

Utilizando a equagao de Pogson para a diferenca de magnitudes entre a magnitude limite do teles-
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copio (m;) e a magnitude limite do olho (m,):

F, F;
my —m, = —2,5log;q <F> = 2,5logyg <Ft>
t o

Substituindo a razao das areas:

D\’ D
my —me = 2,5logy, (D) = 5logyg (D)
o o

Substituindo os dados fornecidos para o olho humano (m, =6 e D, = 6 mm):

D
m; — 6 = 5log, (6)

me = 6 + 5logo(D) — 5log;,(6)
Como 5log((6) ~ 5-0,77815 = 3,89, temos:
my =6 — 3,89 + 5log,(D)
me = 2,11 + 5logo(D) (com D em mm)

Parte 2: Nova expressao considerando a refletividade de 98%

Se um dos espelhos possui uma refletividade de n = 98% = 0,98, apenas 98% da luz incidente é
aproveitada pelo instrumento. Portanto, a nova razao de fluxos sera multiplicada por essa eficiéncia:

B (DN _os. (LY
r-_"T"\p,) % D,

Aplicando novamente a equacao de Pogson:

D\ 2
my — 6 = 2,51logy, (0,98 . (6) )

D
my — 6 = 2,5l0g,((0,98) + 5log;, (6)

Sabendo que 2,510g;,(0,98) ~ 2,5-(—0,00877) ~ —0,022, e reaproveitando o desenvolvimento anterior

para o termo do didmetro:
my =6 — 0,022 — 3,89 + 5log; (D)

mj = 2,09 + 5log,(D)

11. Modela Ai: Gravidade Entropica (60 pontos) Desde os resultados fundamentais de Hawking sobre
a entropia e a temperatura associadas a buracos negros, a termodinimica relativistica e a termodinamica
do espaco-tempo vém se tornando areas centrais da fisica teérica moderna.

Um conceito central neste modelo é o de forca termodinamica. Diferentemente de forgas fundamentais,
essa forga emerge de variagoes espaciais de grandezas termodindmicas. Adotaremos a interpretagao de
que toda variagao de energia associada a mudancas entropicas no meio; isto é, transferéncias de calor;
pode ser efetivamente descrita como o trabalho realizado por uma for¢ga mecénica equivalente.
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Assumiremos que o sistema encontra-se em regime estéatico, de modo que nao ha escoamento macroscopico
do meio. O vacuo serd modelado como um gas ideal monoatémico efetivo, em equilibrio local, com
densidade numérica constante n, atuando como um reservatorio térmico continuo. Esse meio sera descrito
por um campo de temperatura T'(7) e por uma densidade de entropia s(7).

° o o o o) 'ﬁ...GéS
° o
o
o
o
o o
o
o
o
o
o ° o
o o
o]

(a) (12 pontos) Considere uma densidade de forga termodinamica f associada a variacoes espaciais
da densidade de entropia do meio. Mostre que tal forga pode ser escrita na forma

fz TVs,

onde T representa a temperatura local do sistema.

(b) (6 pontos)Considere agora o vacuo como um gas ideal monoatdémico efetivo em equilibrio local,
com densidade numérica constante n. Utilizando a expressao da densidade de entropia de Sackur-
Tetrode, obtenha uma expressao para f em fungao de T, n e VT.

Considere agora um corpo pontual de massa M7, em repouso, imerso no viacuo termodindmico descrito
anteriormente. Assuma que o sistema possui simetria esférica e encontra-se em regime estacionario,
de modo que o fluxo de calor seja puramente radial. Suponha que o corpo atue como uma fonte tér-
mica, transferindo energia ao vacuo com poténcia total igual a —yM;, onde v é uma constante positiva
caracteristica do meio.

(¢) (16 pontos) Admitindo que o transporte de calor no vacuo obedeca a lei de Fourier, com conduti-
vidade térmica constante k, determine uma expressao para f a uma distancia r do corpo. Expresse
sua resposta em funcao de My, v, n, ke r.

Agora considere a presenca de um segundo corpo pontual, de massa M, separado de M7 por uma
distdncia R. Suponha que o campo de temperatura do vacuo obedega ao principio da superposigao
linear, de modo que a temperatura total seja dada pela soma das contribui¢oes individuais de cada
corpo. Assuma ainda que o corpo M7 ocupe um volume efetivo de vacuo

M

‘/1 = 71,

un
onde y representa a massa efetiva associada aos graus de liberdade microscopicos do meio. A forga total
sobre M7 deve ser obtida pela integracao da densidade de for¢a termodinamica sobre esse volume efetivo.

(d) (26 pontos) Seja R o vetor que aponta de M, para Ms. Determine a fora termodinamica resul-
tante F1 exercida sobre M; em fungao de My, Ma, 7, p e R.
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Solugao:

(a)

Pela primeira lei da termodindmica, uma variagao de energia associada a uma transformacao
puramente entrépica pode ser escrita como

dQ = T ds.

Por outro lado, identificando essa transferéncia de energia com o trabalho realizado por uma
densidade de forca efetiva,
dw = f-dr.

Assumindo que a forga atua paralelamente ao gradiente de entropia,

dr' = drt
Logo,
f-rdr=T4dS
Dividindo por dr,
> ds
o =T—.
£t dr
Como fé paralelo a 7,
fz TVs |

A densidade de entropia de um gés ideal monoatéomico é dada pela expressdo de Sackur-

Tetrode: 32
) 1 [ 2momkpT

Como n é constante, apenas a dependéncia térmica contribui para o gradiente:

3 vT
Substituindo no resultado do item anterior:
- 3
f=TVs= inkBVT.
Portanto,
f= gnkBVT .

Em regime estacionario e com simetria esférica, o fluxo de calor através de qualquer esfera de
raio 7 deve ser constante. Pela lei de Fourier,

By = —kVT.

A poténcia total que atravessa uma superficie esférica é

T
P= —47Tr2kd—.
dr
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Como o corpo fornece poténcia térmica total —yMy,

dr
—Anr?k— = —yM;.
dr
Logo,
dI' M
dr — 4mkr?’
Como a temperatura decresce radialmente,
My
VT = —
dmkr?

Substituindo na expressao da densidade de forga:

> 3
Assim,
f 3 ’kan M1 N
=—= —7
2 dwk 12
Pelo principio da superposicao linear,
T=T +1T5.

A contribuigao produzida por M; sobre si mesma nao gera forca resultante, pois o campo possui
simetria esférica completa. Portanto, apenas o gradiente térmico produzido por M contribui
para a forca total sobre M;. A densidade de forca produzida por My a uma distancia r é

- 3’7kBTLM2A
fa=—5 :

2 4k 2 "

A forca total sobre M; é obtida integrando essa densidade sobre o volume efetivo ocupado
pelo corpo:

Logo,

A integral vetorial acima é formalmente idéntica ao calculo do campo gravitacional gerado por
uma esfera homogénea observado externamente. Pelo teorema da casca esférica,

J rTav--Ng
Vi

2 i3
Substituindo,
7o §’kanM2 E —»
YU 9 4nk R3TC
Como M
Vl = 713
un
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segue que

= _ 3 7ks M1M2R'
' 24nky R3 '

Observagao: Perceba que essa forga termodinimica é anéloga & gravidade newtoniana, sendo
G expressa em funcao de constantes microscopicas do vacuo, como kg, v e p. Ou seja, neste
modelo simplificado, a atragao gravitacional emerge como um efeito entropico associado a
tendéncia do meio em maximizar sua entropia.

Observagao histérica: Em 1995, Ted Jacobson demonstrou no artigo “Thermodynamics of
Spacetime: The Einstein Equation of State” que, considerando o espago-tempo como um fluido
termodindmico, as equagoes de campo de Einstein surgem como uma espécie de equagao de
estado desse fluido. Assim, a relatividade geral pode ser vista como uma consequéncia termo-
dindmica de propriedades locais do espago-tempo, em vez de uma forga fundamental imposta
a estrutura do universo. Mais recentemente, em 2011, Erik Verlinde propos no artigo “On
the Origin of Gravity and the Laws of Newton” que a gravidade pode ser interpretada como
uma for¢a entropica decorrente de mudangas na informagao (entropia) associada as posigoes
de corpos materiais, num cenario holografico onde o espago é emergente. Parte-se de principios
termodinamicos e do principio holografico para mostrar heuristicamente que a forga gravitaci-
onal e as leis de Newton emergem naturalmente dessa tendéncia entropicamente favoravel. No
ano de 2025, em um novo artigo intitulado “On the Quantum Mechanics of Entropic Forces”
os autores constroem modelos quanticos microscopicos em que a atragao gravitacional surge
como uma forga entropica resultante da extremizagao da energia livre de um conjunto de osci-
ladores. Eles discutem possiveis maneiras de distinguir esses cenérios emergentes da gravidade
quantica perturbativa convencional por meio de observagoes e experimentos. Vale notar que a
area de gravidade emergente e forgas entropicas esta extremamente ativa atualmente e promete
grandes descobertas, conectando conceitos fundamentais de diferentes ramos da fisica. Pesqui-
sas recentes buscam unificar a relatividade geral, principios holograficos e mecénica quantica,
mostrando como propriedades puramente termodindmicas e de informagao do espago-tempo
podem gerar efeitos gravitacionais.

12. A Geometria da Vinganca (70 pontos) Na calada da noite, enquanto satélites observavam si-
lenciosamente a superficie azul da Terra, duas poténcias, Bibucha e Brasil, decidiram mais uma vez
resolver suas diferencas da maneira mais questionével possivel: uma disputa de ego envolvendo foguetes
absurdamente avangados.

Bibucha, sem hesitar, lanca seu projétil supremo, o Fallus U: Desejo de uma Vinganca Brutal I, a partir
do ponto inicial no equador (¢ = 0, A = 0). Seu movimento ¢ impecavel: ele percorre a linha do equador
com velocidade angular constante w, seguindo sempre a geodésica perfeita.

Do outro lado, o Bibrasil responde com seu orgulho nacional, o Fallus A: O Vingador Brutal da Vinganga
IV, langado a partir de uma posigao inicial arbitraria no hemisfério norte (¢, Ag). Seu sistema de guiagem
é brutal e implacavel: ele mantém o modulo da sua velocidade angular estritamente constante em v = kw
(onde k é uma constante positiva), mas com a regra de que o seu vetor velocidade aponta, a todo instante,
na dire¢ao da geodésica que liga sua posicao atual & posicao instantanea do Fallus U.

Parte I: A Anatomia da Trajetoria

Para entender o movimento do Fallus A, precisamos construir suas equagoes de variagdo passo a passo,
utilizando a geometria esférica pura. Seja s a distancia angular instanténea entre o Fallus A e o Fallus
U. Sendo a defasagem longitudinal entre os projéteis definida como A\ = wt — A, e o0 azimute a o angulo
entre o meridiano local do Fallus A e a geodésica que o conecta ao alvo, resolva:
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(a) (6 pontos) Prove as seguintes relagoes geométricas:

. sin A\
sina = —
sin s
sin ¢ cos A
cosq = ————
sin s

(b) (12 pontos) Prove que as taxas de variagio cinemaéticas sdo dadas por:

(b=—kwcosoz
Ab = w— ko sin «
=w— kw

cos @

(¢) (22 pontos) Para encontrar a trajetéria puramente geométrica do Fallus A, divida as equagoes
anteriores para eliminar o tempo t. Em seguida, definindo as variaveis auxiliares u = sin¢ e
v = cos ¢ sin A\, manipule a equagao diferencial resultante para provar que ela assume a elegante
forma homogénea:
k(udv —vdu) = —sinsdu

(d) (16 pontos) A partir da equagao diferencial do item anterior, prove que a trajetoria do projétil
obedece a seguinte constante de movimento K:

sin' % ¢ (sin s + cos psin AN = K

Parte II: O Destino da Perseguicao

Com a métrica da trajetoria cristalizada na constante de movimento K, os engenheiros balisticos pre-
cisam prever o desfecho da interceptagao. O destino do Fallus A depende exclusivamente da relagao de
velocidades k. Considere as condigoes iniciais do langamento como ¢g, A\g € sg, as quais definem o valor
numérico da constante inicial K.

(e) (6 pontos) Para o caso onde k = 1, prove que a perseguigao nunca se completa em tempo finito e o
Fallus A espirala assintoticamente em dire¢ao ao equador (¢ — 0). Calcule a defasagem longitudinal
assintotica A\, entre os dois projéteis no limite ¢t — o0 em fungao de K.

(f) (8 pontos) Se o Fallus A for mais lento, a interceptagéo é impossivel. Demonstre que as latitudes
extremas atingidas pelo projétil (a maxima ¢4, € a minima ¢,,;,) sdo as raizes da seguinte equacao
implicita:

Ko = sin' ™ ¢ (1 + cos ¢)*

Solugao:

(a) Observe o seguinte tridngulo esférico que é facil ver que:

Pela Lei dos Senos Esférica:

sin(90°)  sins — sing = sin A\
sin(180° — ) sin A\ ~ sins

Pela Lei dos Cossenos Esférica para os lados:

c0s(90°) = cos(90° — ¢) cos s + sin(90° — ¢) sin s cos(180° — )
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. . sin ¢ cos s
0 =sin¢gcoss —cospsinscosa = cosax = —————
cos ¢ sin s

Como cos s = cos(90° — ¢) cos(90°) + sin(90° — ¢) sin(90°) cos AN == cos s = cos ¢ cos A\.

Substituindo cos s na relagao do cos «, obtemos:

sin ¢ cos A\

coso = -
sin s

As componentes da velocidade na superficie da esfera sao vy = Rcﬁ e vy = Rcos ¢/\ O Fallus

A aponta para o alvo com velocidade escalar constante kwR no azimute «.

Para a latitude (movimento em dire¢ao ao equador requer derivada negativa):

vy = —kwRcosa = ¢ = —kwcos

Para a longitude:

sin o

vy = kwRsina — Rcosd)).\:kasina — \ = kw
cos ¢

Como a defasagem é A\ = wt — A, derivando no tempo temos AN =w— A\ Logo:

sin o

cos @

AN = w — kw

Dividindo A\ por qb para eliminar dt:

d(AN) w-— kwii};ﬁi _cosp — ksina

dp  —kwcosa —k cos ¢ cos

sin AX sin ¢ cos A,

Substituindo as relagoes do item (a), sin o = =2 ecosa = -
sSin s sSin s

d(AX)  ksin A\ —cos¢sins
dp  ksin¢coscos A

Multiplicando cruzado e separando os termos:
k[ sin ¢ cos ¢ cos A d(AN) — sin AX d(b] = —cos ¢sinsdeo
Sendo u = sin ¢ e v = cos ¢ sin A\, calculamos as diferenciais:
du = cos ¢ do
dv = —sin ¢ sin AN d¢ + cos ¢ cos AN d(AN)

Calculando v dv — v du:

udv — vdu = sin gb( — sin ¢ sin AX d¢ + cos ¢ cos AN d(A/\)) — cos ¢ sin AX(cos ¢ do)

uwdv — v du = sin ¢ cos ¢ cos ANd(AN) — (sin? ¢ + cos? ¢) sin AN d¢

Note que essa expressao é idéntica ao termo entre colchetes da EDO. Do lado direito da EDO,
temos — cos ¢ sin s d¢p = — sin s du. Substituindo ambas as partes, provamos a relagao:

‘k‘(udv—vdu) = —sinsdu‘
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()

Dividindo a equagao homogénea do item (c¢) por u*:

k(udv;vdu) _ sins kd(g) _ _sins
U m u U

Usando as relagoes do item (a), sabemos que:
sin?s = 1 — cos® ¢ cos? AN = 1 — cos? (1 — sin® AX) = sin? ¢ + (cos ¢ sin AN)?
Logo, sin® s = u? + v2 = sins = vu2 + v2. Substituindo:

kd(%) _ _\/uQ;i—UQ du = /1 -i—u(v/u)2 du

u

Seja w = v/u. A equagdo se torna separavel:

kdw — du
V14 w? u

Integrando ambos os lados com as tabelas fornecidas:

kln (w+ 1 +w2) = —In(u) + In(K)

Desfazendo a substituigdo w = v/u e lembrando que /1 + (v/u)? = 7“*2““’2 = sins,

v+ sin s C v+sins\* K
khl R — =h’1 —_ e - —_
u u u u

(v +sins)fu' =% = K

Finalmente, substituindo u = sin ¢ e v = cos ¢ sin A\, chegamos & constante de movimento da
trajetoria:

sin! =¥ ¢ (sin s + cos ¢sin AN)" = K

Se k = 1, a constante de movimento simplifica para o expoente 1 — k = 0, restando:
Ky = sin s + cos ¢ sin A\

No limite t — o0, se o Fallus A se aproxima assintoticamente do alvo que vive no equador,
sua latitude tende a zero. No equador, a distancia angular s torna-se idéntica & diferenca de
longitude, logo s — A\, . Substituindo na constante:

Ky = sin(AXy) + (1) sin(Ady) = 2s8in(Ay)

Isolando a defasagem final, provamos que ela "congela"num valor constante:

A\, = arcsin <I;0>

Quando o projétil perseguidor é mais lento que o alvo, isto é, k < 1, a interceptagdo torna-se
impossivel. Como o movimento permanece restrito a uma faixa de latitudes, os extremos da
trajetoria ocorrem nos pontos onde

¢ = 0.
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Pelo item (b),
¢ = —kwcosa.

Logo, os extremos de latitude satisfazem

cosa = 0.

Usando a relagao geométrica obtida no item (a),

sin ¢ cos A\
cosqe = ———
sin s
segue que, nos extremos,
cos A\ = 0.
Portanto,
T
AN =+—.
2
Nessas configuragoes,
sin A\ = +1,

e além disso,
cos s = cos ¢ cos AN = 0.

Como 0 < s < 7, concluimos que

s = = sins = 1.

™
2
Substituindo essas relagdes na constante de movimento obtida no item (d),

sin'™* ¢ (sin s + cos psin AN)* = Ko,

obtemos
Ko =sin' ¢ (1 + cos ¢)* .

As solugoes dessa equacgao correspondem exatamente as latitudes extremas da trajetoria. As-

sim,

Ko =sin' ™% ¢ (1 + cos ¢)*

determina implicitamente os valores de ¢max € Gmin-
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