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Guia y Erratas

El objetivo principal de este libro es ayudar a los estudiantes que suenan con
representar a Brasil en una olimpiada internacional de astronomia. El primer
paso para ello es conocer el proceso:

1. OBA

La Olimpiada Brasileira de Astronomia e Astrondutica (OBA) es la puerta
de entrada al proceso de seleccién de los estudiantes que participaran en
las pruebas para las competencias internacionales. Al ser una olimpiada
de gran escala, su principal objetivo es fomentar el interés de los jovenes
por la astronomia, la fisica y las ciencias afines. Los estudiantes del 9°
ano que obtengan mas de 9 puntos y los estudiantes de ensefianza media
que obtengan més de 7 pasan a la siguiente etapa.

2. Selectivas en linea

Cerca de 10.000 estudiantes son invitados a participar en las selectivas en
linea, que consisten en tres pruebas virtuales con el objetivo de seleccionar
a 150 alumnos para la siguiente etapa. La nota obtenida en la OBA no
influye en la clasificacién, pero hay un gran salto de nivel entre estas dos
fases: mientras la OBA tiene un cardcter mas informativo, las selectivas en
linea exigen que el alumno haya estudiado previamente varios contenidos
fundamentales de astronomia y fisica.

3. Barra do Piral

Cada ano, por la mitad del mes de marzo, unos 150 jévenes se retinen
en un hotel hacienda en la ciudad de Barra do Pirai - RJ, para realizar
una serie de pruebas que seleccionan a aproximadamente 30 alumnos para
la etapa final. La estadia en el hotel tiene un costo aproximado de mil
reales - si no tienes condiciones para cubrir ese valor, consulta la seccién
de Donaciones al inicio del libro.



4. Entrenamientos en Vinhedo

La ultima etapa del proceso ocurre durante el primer semestre del ano y
consiste en dos fases, conocidas como T1 y T2. En la ciudad de Vinhedo
- SP, unos 30 alumnos se retinen en un monasterio para realizar examenes
y tener clases con profesores reconocidos en la ensenianza de astronomia
en Brasil y en el mundo. En esta etapa, los estudiantes son evaluados
mediante pruebas elaboradas por ex-participantes brasilenos de olimpia-
das internacionales, para seleccionar a los 10 alumnos que representaran
a Brasil en el mundo: 5 en la olimpiada internacional (IOAA) y 5 en la
olimpiada latinoamericana (OLAA).

Cada una de estas etapas es mas selectiva que la anterior y, por lo tanto,
exige cada vez mas del estudiante. El NOIC cuenta con guias para cada una de
ellas, que pueden ser accedidas a través de este enlace. Sin embargo, todas las
pruebas de las etapas selectivas presentan una caracteristica en comun: el con-
tenido evaluado es esencialmente el mismo. A lo largo del proceso, el principal
factor que hace que las pruebas de Vinhedo sean mas dificiles que las selectivas
en linea no es la presencia de temas mas avanzados, sino un mayor grado de
profundizacién en los mismos conceptos bésicos evaluados inicialmente. La as-
tronomia es la herramienta, no la llave de todo el proceso. De este modo, este
libro ensena los contenidos principales para que todo estudiante pueda desar-
rollar la base necesaria para clasificarse en una olimpiada internacional.

El tnico requisito previo para aventurarse por las proximas paginas es tener
la voluntad de aprender - todo lo deméds es consecuencia de ello. Sin embargo,
vale la pena resaltar que, aunque el primer capitulo posea una seccién dedicada
a las matemadticas basicas, es inevitable que conocer los fundamentos del len-
guaje que serd utilizado a lo largo de este libro sea muy 1til para aprovecharlo
al maximo.

No fim de cada capitulo, ha cerca de 10 questoes divididas em 3 niveis:
iniciante, intermedidrio e avancado. A primeira divisdo foi pensada para uma
questao das seletivas online, enquanto a ultima apresenta o calibre de uma
questao de Barra do Pirai. As intermedidrias enquadram-se em um meio-termo.
Recomendamos que vocé faga muitos problemas além daqueles presentes neste
livro, como os recomendados nos guias de estudo. Além disso, os apéndices sao
essencialmente capitulos curtos de tépicos que nao se enquadravam bem nos
demais capitulos. Assim, é fortemente recomendado estudé-los.

Al final de cada capitulo, hay alrededor de 10 preguntas divididas en tres
niveles: inicial, intermedio y avanzado. La primera divisién fue pensada para
una pregunta de las etapas selectivas en linea, mientras que la tltima presenta
el nivel de una pregunta de Barra do Pirai. Las intermedias se encuentran en
un punto medio. Recomendamos que resuelvas muchos més problemas ademés


https://noic.com.br/astronomia/guia/
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de los presentes en este libro, como los recomendados en las guias de estudio.
Ademas, los apéndices son esencialmente capitulos cortos de temas que no en-
cajaban bien en los demas capitulos, por lo que se recomienda encarecidamente
estudiarlos.

Por tltimo, si encuentras algin error (gramatical, algebraico, etc.), por favor
completa este formulario para que el equipo del NOIC pueda corregirlo en una
futura ediciéon. Para dudas adicionales, envianos un mensaje a través de este
canal de Telegram —isera un placer ayudarte!


https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLScbsRiYMZVt07wOReRe2ahelFNcEkoXPGkW2UDUsouv5oY3Xg/viewform?usp=sf_link
https://t.me/joinchat/4vexIHIcjE04NDU5
https://t.me/joinchat/4vexIHIcjE04NDU5

Tabla de Constantes

Masa (Mg )

Radio (Rg)

Aceleracion de la gravedad superficial
Oblicuidad de la ecliptica

Ano tropical

Afio sideral

Albedo

Dia sideral

Masa
Radio
Distancia media a la Tierra

Inclinacion orbital con la ecliptica
Albedo
Mag. aparente (luna llena media)

Masa (Mg)

Radio (Rp)

Luminosidad (Lg)
Magnitud absoluta (Mg)
Magnitud aparente (mg)
Didmetro angular

Didmetro de la pupila humana
Mag. limite del ojo humano desnudo

1UA
1pc

Constante gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidad de la luz en el vacio (c)

5,98 - 1024 kg

6,38-10% m

9,8 m/s>

23°27

365,2422 dias solares medios
365,2564 dias solares medios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 -10% m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 108 m
3,83-10%° W
4,80 mag
—26,7 mag
32/

6 mm

+6 mag
1,496 - 10 m
206.265 UA

6,67-107" N -m? . kg2
6,63-1073* J .5
567-1078W .m2. K4
67,8 km-s~t- Mpc™!
3,0-10% m/s

Tierra

Luna

Sol

Distancias
y tamanos

Constantes
Fisicas
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ciativa sin fines de lucro con la intencién de ayudar a estudiantes interesados
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nos gustaria pedir tu ayuda, lector, en esta misién de democratizar el conoci-
miento.
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con representar a Brasil en una olimpiada internacional de astronomia. El pro-
ceso para ello comienza en la OBA y pasa por otras 3 etapas, de las cuales dos -
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Enlace del proyecto https://noic.com.br/campanha,/
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Capitulo 1

Métodos Matematicos

El estudio de los fenémenos de la naturaleza ha fascinado a la humanidad
desde los primordios de nuestra historia. A partir de esta curiosidad nacieron
las areas de las Ciencias de la Naturaleza, como Astronomia, Fisica y Quimica.
Sin embargo, la comprension completa de estos acontecimientos trasciende la
simple intuicién y el lenguaje, de manera que el ser humano noté la necesidad
de crear la Matematica, ciencia que formalizaria el conteo, la medicién y, més
tarde, la descripcién de los eventos a nuestro alrededor.

En este capitulo exploraremos las ideas y conceptos matematicos més recur-
rentes en el universo de las Olimpiadas de Astronomia, para que tu experiencia
durante los estudios no se vea limitada por pasajes y férmulas que desconocias.

1.1 Estrategias Generales

El objetivo de esta seccidn es presentar algunas estrategias generales que
pueden ser utilizadas en la resolucién de un problema. Tal vez estrategia no sea
el término mas apropiado, ya que la resolucién de un problema es un proceso
extremadamente individual y no necesariamente involucra coordinacién. Sin
embargo, se proporcionaran algunos puntos relacionados con la resolucién de
problemas que pueden ser considerados por el lector.

1. La mayoria de los problemas tendra un enunciado, y todo enunciado bien
hecho debe contener consideraciones (valores de algunos parametros, apro-
ximaciones, relaciones o premisas) y aquello que debes obtener (general-
mente el valor de algin pardmetro o una relacién). Por lo tanto, asegirate
de haber entendido todos ellos y de no haber olvidado ninguno. Si es po-
sible, dibuja un diagrama capturando la esencia del problema; muchas
veces esto puede simplificar la biisqueda de la solucién, incluso cuando el
problema no posee ninguna conexién geométrica evidente.

16
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. Reconoce el tipo de relaciones que necesitas. ;Es un problema de as-

tronomia de posicion? ;de fotometria? ;cosmologia? Si se trata de un
problema de mecéanica celeste, por ejemplo, querrds tener en mente las
Leyes de Kepler, las propiedades geométricas de las secciones conicas, la
conservacion de la energia, la conservacién del momento angular, y asi
sucesivamente. Pero algo como la primera ley de la termodindmica pro-
bablemente no te ayudara.

. Resuelve los problemas algebraicamente, preferiblemente de tal manera

que la cantidad buscada se exprese en términos de las cantidades dadas;
una soluciéon general hace clara la relaciéon entre todas las cantidades,
ademds de facilitar el reconocimiento de la precisién del resultado final.
Elige los simbolos de las variables de manera que maximicen la conveni-
encia y la distincién visual. Por ejemplo, usar v, v, v, u, u en el mismo
problema no es una eleccién sabia. Solo después de haber encontrado una
respuesta algebraica, sustituye los valores numéricos proporcionados en el
enunciado.

. Verifica casos particulares y ten en mente el orden de magnitud de la

respuesta esperada. Al enfrentarte a un problema dificil, puede ser in-
teresante resolver primero una versién simplificada (despreciando ciertos
factores, por ejemplo) antes de abordar el problema en si. Ademds, pro-
cura siempre comprobar si tu respuesta final numérica tiene sentido: ;es
demasiado pequena, demasiado grande, contradice alguna ley fisica? Por
ejemplo, si encuentras que la masa de una estrella es cercana a la masa
de la Tierra, probablemente algo salié mal.

. Algunos problemas dificiles se vuelven evidentes utilizando aproximacio-

nes razonables. Consulta la seccién 1.3.

. Verifica la dimensién (unidad) de tu respuesta. En preguntas que involu-

cran muchas variables, puede ser 1til detenerse y encontrar la dimensién
de tu respuesta; si no coincide con lo esperado (por ejemplo, la dimensién
del perfodo de una Orbita estd en metros), probablemente hayas perdido
alguna variable durante la resolucién. Ademds, solo el andlisis dimen-
sional puede proporcionar una ecuacién que describa correctamente las
propiedades de un sistema. Consulta la seccién ?77.

Finalmente, seria interesante insistir al lector en considerar resolver algunos

problemas sin el uso de la calculadora periédicamente. Realmente, la calcu-
ladora es un instrumento esencial y es de extrema importancia familiarizarse
con ella (ver seccién 1.4). Sin embargo, al resolver problemas sin ella, nota-
mos patrones numéricos y manipulaciones que facilitan los célculos, ademas de
esforzarnos mas al obtener resultados generales.

Ejemplo 1
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La velocidad de escape es la velocidad minima necesaria para que un ob-
jeto eventualmente escape de la influencia gravitatoria de un cuerpo masivo.
Para un objeto en la superficie terrestre (ignorando los efectos atmosféricos),
la velocidad de escape es aproximadamente 11.2 km/s. Calcule la velocidad
de escape de la superficie de una supertierra potencialmente habitable de radio
R =1.5Rg y masa M = 6Mg. Considere:

Formula de la velocidad de escape de un planeta de masa M y radio R:

2GM
Vesc =
V R
Datos:

e G=6.674x10"" m3 kg~ ! s 2
e Masa terrestre: Mg = 5.96 x 10%* kg
e Radio terrestre: Rg = 6.37 x 10° m

Solucion

La velocidad de escape de la superficie del planeta en cuestién serd simple-
mente:

2GM
Vesc = T
Asi, solo resta realizar el cdlculo. Utilizando la calculadora, podrias proceder

de la siguiente manera:

1.5-6.37 x 10° ~ 22 4lan/s

Que es el resultado correcto. Sin embargo, sin la calculadora, probablemente
procederias de la siguiente manera:

o [2G-6My | 2GMe ., [2GMg
<\ 15 -Ry Ry Rg

Vese = 2Veg = 22.4km /s

L \/2 L6.674 x 10711 6 5.96 x 1024

Por supuesto, el ejemplo anterior es bastante simple, pero en problemas
mas elaborados, generalmente existen caminos mas sencillos que minimizan los
célculos y que pueden no ser notados por quienes utilizan la calculadora de
manera ciega.
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1.2 Unidades y Analisis Dimensional

Decimos, sin pensarlo mucho, que nuestra altura es 1.73 m, que nuestra
masa es 80 kg, que faltan 30 minutos para el mediodia, y que la velocidad del
automovil en el que nos encontramos es 72 km/h. Al reportar una cantidad
fisica, la comparamos (directa o indirectamente) con un patrén apropiado, o,
dicho de otra forma, con una unidad de medida apropiada. Asi, cuando deci-
mos que tenemos 1.73 m, estamos afirmando que nuestra altura es 1.73 veces
un patrén de longitud llamado metro®.

De igual manera, podriamos comparar nuestra altura con cualquier otra
unidad de longitud (pulgadas, por ejemplo); sin embargo, debe ser evidente que
la naturaleza de nuestra altura no se altera. Vamos a representar nuestra altura
por h, y decimos que la dimensién de h, de ahora en adelante denotada por [h],
es Longitud (simbolizada por L). Por lo tanto, tenemos lo siguiente:

h=173m =173 cm = 68.11024 in = 5.675853 ft ---

[h] =L

Siguiendo con el ejemplo anterior, representando nuestra masa por m, el
intervalo de tiempo hasta el mediodia por At, y la velocidad del automdévil por
v, tenemos:

m =80 kg = 8 x 10* g = 176.37 Ibs = 2821.92 0z - --
[m] = M
At=1800s=30min=05h=1/484d ---
[At] =T
v =20 m/s = 72 kimm/h = 44.7387 mph = 38.8769 nudos - - -
[v] = LT~!
Note que la dimensién de la velocidad es una combinacién de las dimensiones

de Longitud y Tiempo. Hacemos entonces la siguiente distincién: magnitudes
fisicas derivadas son aquellas obtenidas a partir de un conjunto limitado de

L Actualmente definido como la longitud del recorrido realizado por la luz en el vacio
durante 1/299792458 de segundo?.

2Actualmente definido como la duracién de 9192631770 periodos de la radiacién corres-
pondiente a la transicién entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del d&tomo
de cesio-133.
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magnitudes fisicas fundamentales. La eleccién de las magnitudes fundamen-
tales es, de cierta manera, arbitraria y dependera de la clase de fenémenos
considerados. Un sistema de dos magnitudes fundamentales, por ejemplo, es
suficiente para describir fenémenos cinematicos. En este caso, podriamos adop-
tar Longitud y Tiempo como las unicas magnitudes fundamentales, pero Ve-
locidad y Tiempo serian elecciones igualmente véalidas, asi como Aceleracién
y Longitud. Ahora, si estuviéramos considerando fenémenos termodinamicos,
seria necesario anadir una magnitud fundamental al conjunto Masa, Longitud
y Tiempo, la Temperatura (por ejemplo); y asi sucesivamente. Para la mayoria
de los fenémenos fisicos que analizaremos, el conjunto de magnitudes fisicas
fundamentales méas conveniente y utilizado por el SI esta resumido en la Tabla
1.1. A lo largo de todo el libro, adoptaremos las convenciones dimensionales y
unitarias del SI.

Magnitudes Fisicas Fundamentales
Magnitud Fisica Simbolo de la Dimensién | Unidad en el SI
Masa M kilogramo (kg)
Longitud L metro (m)
Tiempo T segundo (s)
Temperatura S) kelvin (K)
Corriente Eléctrica 1 amperio (A)
Cantidad de Sustancia N mol (mol)
Intensidad Luminosa J candela (cd)

Tabela 1.1: Magnitudes fisicas fundamentales utilizadas por el SI.

Veamos algunos ejemplos para clarificar estos conceptos.

Ejemplo 2
Obtén la dimensién de la fuerza.

Solucion

Para obtener la dimensién de una magnitud fisica, basta con encontrar una
relacién entre la magnitud en cuestiéon y un conjunto de magnitudes fisicas
cuyas dimensiones sean conocidas. Por ejemplo, a partir de la Segunda Ley de
Newton podemos obtener lo siguiente:

F =ma

Donde F' es la fuerza resultante, m la masa y a la aceleracién del objeto.
Ahora bien, si conocemos la dimensién de m y la de a, podemos obtener la di-
mensién de F. La dimensién de m es simplemente M (es decir, [m] = M), pero
jcudl es la dimensién de a? Si no resulta inmediatamente evidente, podemos
hallar una relacién entre la aceleracién y otras magnitudes fisicas. Sabemos
que la aceleracién media de un objeto puede expresarse de la siguiente manera:
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am = Av/At. Pero [Av] = LT ! y [At] = T, luego [ay] = [a] = LT~2. La
dimensién de la fuerza sera entonces:

[F] = MLT?

Ejemplo 3

Obtenga la dimensién del nimero 3.

Solucion

El ntimero puro 3 carece de cualquier dimension fisica (es decir, es adimensional).
Y para cualquier nimero o constante adimensional, la dimensién se define como
1.

3] =1

Ejemplo 4

Obtenga la dimensién de la energia

Solucion

Podemos utilizar la clésica formula de la energia cinética:

Principio de Homogeneidad

Uno de los objetivos de las ciencias naturales es encontrar una ecuacién
que relacione las variables de un sistema. Como las relaciones de igualdad son
tan tutiles, se ha dedicado un enorme esfuerzo a encontrarlas mediante diversos
métodos matematicos. El andlisis dimensional es uno de esos métodos que, a
partir de uno de los principios méas simples, nos lleva desde el casi total des-
conocimiento de un fenémeno hasta una ecuacién que relaciona correctamente
las variables de un sistema. Este principio basico es el de la homogeneidad
dimensional.
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Principio de Homogeneidad Dimensional: Solo las magnitudes con-
mensurables (es decir, que poseen las mismas dimensiones) pueden ser iguala-
das, comparadas o sumadas.

Es debido a este principio que no tiene sentido decir que 1 ohm es igual a
1 newton, que 5 tesla es mayor que 3 hertz, o que 2 kelvin més 6 ampere es
algo. Pero si tiene sentido, sin embargo, decir que 4 kilémetros es mayor que
2 millas nduticas (pues ambas poseen la misma dimensién).

Ahora, suponiendo que durante el estudio de un problema sospechamos que
una magnitud f en consideracién depende de los pardmetros ai,as, ..., a, del
sistema a través de una relacién del siguiente tipo:

flai,az,...,an) =k af'as®---a

(20
n

donde k,aq,as,...,a, son constantes adimensionales. Entonces, si las di-
mensiones de los parametros f,ai,as,...,a, son conocidas, podemos encontrar
los exponentes a1, aq, .. ., a, debido al principio de homogeneidad (pues ambos
lados de la ecuacién deben poseer la misma dimensién). Un ejemplo facilitard
la comprensién del proceso.

Ejemplo 5

Una masa puntual, suspendida mediante un hilo inextensible de masa des-
preciable conectado a un soporte fijo, realiza pequenas oscilaciones. Calcule el
periodo del péndulo simple.

!
~ /

\
Q. o

Figura 1.1: Péndulo simple

Solucion

Primero, debemos determinar qué pardmetros del sistema influyen en el
periodo de oscilacién (P) del péndulo. La longitud del hilo (I) probablemente
tenga alguna influencia, la masa del objeto suspendido (m) también puede
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ser un buen candidato, as{ como la aceleracién gravitacional local (g), que es
esencialmente lo que hace oscilar al péndulo. Supongamos entonces (basdndonos
lnicamente en nuestra intuiciéon y en el hecho de que muchas relaciones fisicas
adoptan esta forma) la siguiente relacién:

P(m,l,g) =k mo‘lﬁg'y

Para continuar, debemos encontrar las dimensiones de todos los parametros
de la ecuacién anterior. El lector debe verificar que: [P] =T, [m] =M, [[] =L,
l[g] = LT~2. Debido al principio de homogeneidad, ambos lados de la ecuacién
deben tener la misma dimensién, por lo tanto, podemos escribir lo siguiente:

MOLOTY = MeLP(LT~?)"

MOLOT! = MeLP T2
Obtenemos entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

a=0
B+y=0
—2v=1

Asl, « =0, 8 =1/2, v = —1/2. Sustituyendo en la ecuacién inicial:
l
P=k,/-
g

Realmente, para un péndulo simple, el periodo de una oscilacion seré:

P=2r £
g

Este resultado se obtiene generalmente derivando y resolviendo una ecuacién
diferencial para la oscilacién de un péndulo. Nosotros, sin embargo, acabamos
de obtenerlo a partir de consideraciones completamente diferentes y sin ningin
uso del calculo. Pero ten en cuenta que el andlisis dimensional tiene sus limi-
taciones y no debe sustituir una derivacién tedrica. No obstante, cuando una
formulacién teérica completa de un fenémeno resulta impracticable (como cu-
ando se trabaja con fluidos o turbulencia, por ejemplo), el andlisis dimensional
ofrece una intuicién que es dificil de obtener experimentalmente. A continu-
acidn, se presenta un ejemplo con mayor “relevancia” astronémica.

Ejemplo 6
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Dos nubes esféricas y difusas de hidrégeno molecular se encuentran ubicadas
en el disco de la Via Lactea. Una de ellas (nube A) tiene un radio cuatro veces
mayor que la otra (nube B). Sabiendo que ambas nubes poseen masas similares
(Ma =~ Mpg) y despreciando las velocidades iniciales de las moléculas, calcule
la razén entre el tiempo de colapso de la nube A y el de la nube B.

Solucion

El colapso de una nube molecular es un fenémeno gravitacional, por lo tanto,
se espera que el tiempo de colapso t. dependa de la constante gravitacional
(G), de la masa de la nube (m) y del radio de la nube (r). Asi, supongamos la
siguiente relacién:

t(G,m,r) = k GomPr?
Procediendo como antes, tenemos:
MOLOTY = (M L3T=%)* MPLY
Obtenemos entonces el siguiente sistema de ecuaciones:
B—a=0

Ja+v=0
—2a=1

Asl, o = —1/2, = —1/2, v = 3/2. Sustituyendo en la ecuacién inicial:
R3
te =k \/| 5—
GM

tcA _ 473 -8
teB 13

Por lo tanto:

1.3 Aproximaciones

A priori, puede parecer irrelevante estudiar como resolver preguntas de ma-
nera “inexacta” Sin embargo, las aproximaciones tienen una importancia ex-
trema en situaciones fisicas: permiten resolver problemas que, sin ellas, serfan
imposibles, y pueden simplificar mucho los calculos en ciertos problemas, ahor-
rando asi tiempo. Dicho esto, veamos los tipos de aproximaciones.
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1.3.1 Aproximaciones Numéricas

También conocidas como “redondeo”, las aproximaciones numéricas suelen

ser bastante intuitivas. Esencialmente, la idea es no escribir una respuesta final
innecesariamente “larga” y saber qué hacer para “reducirla”. Mas adelante se
verd que, dependiendo de los datos del problema, su respuesta debe tener una
cantidad especifica de cifras después de la coma decimal —los llamados digitos
significativos (seccién 1.5). Por lo tanto, saber ¢cémo reducir apropiadamente
el nimero de digitos de su respuesta es importante.

El procedimiento es simple: si desea que un ntmero tenga 3 cifras después
de la coma, basta con eliminar los niimeros que vienen después de la 32 posicidn.
Ahora tendremos un niimero con 3 cifras después de la coma, pero queremos que
sea lo més cercano posible a nuestro nimero original. Para ello, basta comparar
el 4° nimero con 5 - si es mayor o igual a 5, redondeamos hacia arriba, de lo
contrario, redondeamos hacia abajo. El siguiente ejemplo ilustra este método:

Ejemplo 7

Redondee los siguientes nimeros:

a) 6,11526 — 3 cifras
b) 4,398372394589 — 4 cifras

c) 8,56453456 — 3 cifras

Solucion

a) Siguiendo el procedimiento descrito, dejamos el nimero con solo 3 cifras
después de la coma: 6,11526. Ahora miramos la 42 cifra: 2. Como 2 < 5,
no es necesario redondear hacia arriba, es decir, 6,11526 ~ 6,115.

b) Nuevamente, 4,398372394589. Como 7 > 5, 4,398372394589 ~ 4,3984,
es decir, tuvimos que sumar una “unidad” al dltimo digito.

c¢) Tenemos 8,56453456. Observe que la cuarta cifra después de la coma es
5, por lo tanto: 8,56453456 ~ 8,565.

1.3.2 Aproximaciones Trigonométricas

A diferencia del tipo anterior, las aproximaciones trigonométricas son im-
portantes para encontrar la respuesta final algebraica de un problema.
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Como las distancias a los astros son muy grandes, es frecuente en astronomia
tratar con angulos muy pequenos. Por lo tanto, es conveniente simplificar al-
gunas funciones trigonométricas usando valores mas simples. En particular, las
aproximaciones mas utilizadas son:

senz ~ tanz ~ ¢ [rad], para z < 1

Idealmente, esta aproximacién solo es valida para dangulos extremadamente
pequenos, pero ya es razonable usarla para z < 10°. Sin embargo, dificilmente
se le pedird que haga esta aproximacién sin alguna indicacién previa en el enun-
ciado (por ejemplo, “considere las aproximaciones para dngulos pequenos”).
Ahora, veamos dos ejemplos de aplicacién de esta aproximacién.

Ejemplo 8

Calcule el didametro angular de la Luna sabiendo que su radio es R =
1740 km y que su distancia a la Tierra es d = 384000 km. El didmetro an-
gular de la Luna es el angulo que abarca cuando se observa desde la Tierra.

Solucion

Llamemos al didmetro angular de la Luna #. En la figura 1.2, vemos que el
seno de 0/2 es:

sen(0/2) = %

Ahora, observe que D es mucho mayor que R (mds de 100 veces). Esto
significa que el dngulo 6 (y 6/2) es pequeno, por lo que podemos realizar la
siguiente aproximacion:

sen(0/2) = 6/2
Uniendo estas expresiones:

R 2R
02~ — = 0= —
/ d d

21740 e
6= Sooss = 9,06 x 107 rad =312
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d .
- Ll

Figura 1.2: Didmetro angular

Ejemplo 9
La resolucién angular 6 de un instrumento 6ptico de apertura D observando
luz con longitud de onda A se da por:

A
0=1,22—
sen 225

Asi, calcule la distancia méxima a la que un objeto de tamano L = 2m
puede encontrarse para que podamos verlo. Considere que el didmetro del ojo
humano es 6 mm y estamos observando luz con longitud de onda A = 550 nm.

Solucion

Para comenzar, observe que D es aproximadamente 10* veces mayor que \,
es decir, 0 es pequeno. Asi, usando senf ~ 6:

A
0~122—
D
Luego,
550 - 109 »
0= 1,22 X W = 1,12 - 10 rad

Ahora, necesitamos interpretar lo que significa este valor. La resolucién
angular es el tamano angular minimo que un objeto puede tener para que
podamos verlo. Por lo tanto, siguiendo el ejemplo anterior, sabemos que:

3Note que las unidades de R y D son iguales, por lo que el 4ngulo resulta en radianes. Si
desea ver mejor cémo convertir angulos entre si, consulte la seccién 1.6.4.
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Donde d es nuestra distancia hacia el objeto. Finalmente,

2m

SR = 112107 = [d = 1,79 10" m]

A modo de comparacién, vamos a encontrar la respuesta final sin aproximar
nada. El diametro angular 6 es:

L
= 2 S -1 —_—
0 sen <2d>

Por otro lado, la resolucién angular (que también vale § en el caso limite)
puede encontrarse mediante:

1,22\
0 =sen ! (=
sen ( D )

Uniendo estas expresiones:

L 1,22\
71 — p— 71 7’
2sen <2d> sen < >

i é (SGH (sen1(1é22/\/D)>>_1

Lo cual no es una respuesta muy cémoda. Esto muestra uno de los motivos
por los cuales las aproximaciones algebraicas son tan importantes.

Reescribiendo:

1.3.3 Aproximacién Binomial

Otro tipo de aproximacion algebraica extremadamente importante es la
aproximacién binomial. Aun més que las aproximaciones trigonométricas, es
especialmente 1til porque permite resolver problemas que serian practicamente
imposibles de resolver sin ella. Tenemos:

‘(14—3:)” ~ 1+ nx, para |z| < 1.‘

Ademas, es muy comun utilizar las siguientes manipulaciones cuando usa-
mos la aproximacion binomial:

y n
(x+y)”:x”(1+7) e — =z "
x
Veamos un ejemplo para ilustrar esta aproximacion.

Ejemplo 10
La férmula general del redshift de un cuerpo luminoso en funcién de su
velocidad se da por:
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z = C+v—1.
Ve—w

Sin embargo, esta férmula resulta innecesariamente laboriosa cuando traba-
jamos con velocidades relativamente bajas, es decir, en el limite v < ¢. De esta
manera, demuestre que en este régimen el redshift puede escribirse como:

v
z=-
¢

Solucion

Para resolver el ejercicio, queremos expresar los parametros en funciéon de
la razén v/ec, ya que, segin el enunciado, v/c < 1. Entonces, poniendo ¢ en
evidencia en el numerador y denominador de la ecuacién:

14 v 1+ 2 v\ 3 v\ "2
S R NG NC R

Utilizando la aproximaciéon binomial, obtenemos:

= () (- () 1= ()

Finalmente, aproximando de nuevo:

v
~1+2— -1
* + 2c

=z = -
c

OBS.: Cuando el enunciado dice que la aproximacién binomial es valida
(generalmente, el ejercicio indica cudndo esta aproximacién puede ser 1til), es
bueno tener en mente que estamos aproximando las cosas en primera orden.
El porqué de esto no es muy relevante, pero es tutil saber que significa que
esencialmente estamos despreciando los2 términos con exponentes mayores que
1. Asi, si apareciera un término (%) , podriamos simplemente aproximarlo

como cero. Dicho esto, observe que podriamos, en lugar de utilizar nuevamente
la aproximacién binomial, hacer:

2 2
z:<1+£> ,1:1:/1/2+2.1.£+(E) /‘(NUJF%
2c 2c 2c c c

v
=|z==
C

Es decir, llegariamos al mismo resultado.
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1.3.4 Ideas para la resolucion de ejercicios

Ademés de saber cémo simplificar los célculos, es esencial poder modelar el
enunciado para que sea posible utilizar las aproximaciones presentadas. Para
esto, es importante que estés familiarizado con algunas ideas recurrentes en
ejercicios. En esta seccion, trabajaremos con dos de estas ideas principales y
las ilustraremos con ejemplos.

Nota que atin hay otras dos ideas més, pero son avanzadas incluso para
el nivel de Barra, aunque se incluyeron por completitud. Estdn marcadas con
asteriscos (**).

Idea 1: Analizar una pequena variacién de tiempo At

Al abordar un problema, puede ser 1til ver cémo la situaciéon cambia después
de un pequeno intervalo de tiempo At. Esto puede ser una variacién del volu-
men, distancia o masa, por ejemplo. La ventaja de este método es que, dado
que el intervalo de tiempo es pequeno, podemos aproximar las magnitudes que
dependen de él en primera orden. A continuacién, sigue un ejemplo para ilustrar
el método:

Ejemplo 11

(P3 Online/2021) Las estrellas calientes, como las supergigantes de tipo
espectral B, presentan vientos estelares rapidos, con velocidades tipicamente
del orden de 2000 km/s. Estas estrellas tienen luminosidades del orden de
3,8 1031 W y temperaturas efectivas tipicas de T ~ 20000 K. Adopte que los
vientos se originan en las cercanias de la superficie de la estrella, donde r = 2R
y la densidad media del viento estelar es p ~ 107! kg/m?3. El radio de la es-
trella es R y r es la distancia entre el centro de la estrella y el lugar de origen
del viento estelar. Asi, calcule la tasa de pérdida de masa de estas estrellas
causada por los vientos, sabiendo que ¢ = 5,67 - 1078 W m~—2 K 4.

Dado: la luminosidad L de una estrella de radio R y temperatura T es:

L =47 R%*cT*

y el volumen de una esfera de radio r es:

V= 571'7“3

Solucion
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Figura 1.3: Ilustracion del problema.

Primero, podemos ver que necesitamos el radio de la estrella para resolver
K
el ejercicio. Para calcularlo, basta usar la férmula de luminosidad:

7 3,8-10%
L=47R*T*= R = F = ’
el = dnoT? ~ \| 47 x 5,67 -10-5 x (2- 104)3

= R=18-10"m

Ahora comienza la parte mas complicada del ejercicio. En la regién a una
distancia r = 2R del centro de la estrella, se estan formando vientos estelares
con velocidades || = 2,0 - 10m/s apuntando hacia afuera de la estrella, es
decir, existe cierta cantidad de masa saliendo de la estrella en todo momento,
como se muestra en la Figura 1.3. Una forma conveniente de conocer la cantidad
de masa que sale por unidad de tiempo es considerar un At pequefio y calcular

la cantidad Am de masa que salié, de manera que la tasa ¢ serd simplemente
Am

PTAL

Cuando transcurre este pequeno intervalo de tiempo At, los vientos estelares
habran recorrido una distancia vAt (vAt < r), es decir, los vientos habrén
aumentado de volumen en un AV representado en la regién sombreada de la
Figura 1.4.
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Figura 1.4: Variacién del volumen de los vientos estelares.

Este volumen AV puede interpretarse como el volumen de una esfera de
radio 7 + vAt menos el volumen de una esfera de radio r. Asi:

AV = gﬂ(r + vAt) — gwr?’.

Recuerde que queremos utilizar la aproximacién binomial?, entonces es titil

v
expresar — (que es < 1), por lo que:
r

4 At\® 4
AV ==ar? [1+ Kl B — 73,
3 r 3

Usando la aproximacion binomial:

4 3vAt 4 4 4
AV = gﬂr?’ (1 + v ) — 3777"3 :}/‘?ﬁ-i- drrivAt —ﬁ
T

= AV = 4rrivAt

4Nuevamente, estamos aproximando en primera orden, por lo que se podria expandir
el binomio (r + vAt)3 y decir que todos los términos con At con exponente mayor que 1
son aproximadamente 0 para obtener el mismo resultado. Sin embargo, es recomendable
acostumbrarse a la aproximacién binomial, ya que no seria posible hacerlo si el exponente no
fuera natural.
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Ahora que tenemos el volumen de viento que salié, la masa expulsada es
simplemente este valor multiplicado por la densidad, es decir:

A
Am = pAV = 41r? puAt = A—T;L = p =41’ pv

Sustituyendo los valores:

@ =4m(2x 1,8-10')2 x 107! x 2,0 - 10°

é‘g& —33-10' kg/s

Idea 2: Construcciones Geométricas

Seria mucho mas sencillo resolver el tltimo ejemplo si existiera una forma
rapida de encontrar el valor de AV, jy eso es exactamente lo que veremos ahoral!
Presentaremos aqui dos construcciones geométricas que pueden resultar tiles.

e Corona Circular

Este no es un caso muy recurrente, ya que en astronomia los cuerpos suelen
ser tridimensionales, pero ayuda a crear una intuiciéon para comprender el si-
guiente caso. Esencialmente, queremos ver cuanto aumenta el area de nuestro
circulo de radio R cuando el radio varia en un pequeno AR (AR < R). La
figura 1.5 muestra la situacion.

Figura 1.5: Representacion de la corona circular.

La forma estandar de resolver esto seria escribir la variacién del drea como:
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2 2 2 AR\’ 2
AA=7(R+AR)" —nR*=nR*(1+ — | —7R
Luego, se realiza la aproximacién binomial:

AA = %% + 2rRAR — #R? =27 RAR]

Sin embargo, existe una forma mucho mas intuitiva de imaginar esta apro-
ximacion, ilustrada en la siguiente imagen:

2R
N/
~~ AR

Figura 1.6: Ilustracién de la aproximacién realizada.

Asi, la variacién del drea AA puede tratarse como un rectdngulo de base
27 R y altura AR. Por lo tanto:

AA =21RAR

Es decir, la variacion del area es simplemente el perimetro de la circunfe-
rencia original multiplicado por la variacién del radio.”?

e Capa Esférica

En el ejemplo 11, mostramos a partir de la aproximacién binomial que el
volumen de una capa esférica de espesor AR es AV = 4rR?AR. Ahora, de-
mostraremos esto de manera analoga a lo que hicimos con la corona circular.

Utilizando la intuicién de la construccién anterior, “abriremos” la capa
esférica de forma que se convierta en un paralelepipedo con area de base A
y espesor AR, como se muestra en la figura 1.7. Por construccién, el drea A
serd simplemente el 4rea superficial de la esfera original, es decir, A = 47 R?.
Por lo tanto, la variacién del volumen es:

AV = 47R?AR, se AR < R.

5Recordando que esto solo es vélido cuando AR < R.



1.3. APROXIMACIONES 35

Asi, la variacién del volumen es simplemente el area superficial de la esfera
original multiplicada por la variacion del radio.

AR

Figura 1.7: Capa esférica abierta como un “plano”.

Idea 3**: Toda curva puede ser recta, dada una variacién lo sufici-
entemente pequena

Este hecho es bastante intuitivo: intenta hacer la letra O usando solo 4 lineas
rectas. Probablemente obtendras un cuadrado, haciendo que tu O se parezca
mas a un rectangulo. Ahora, si utilizas 16 lineas en lugar de 4, el resultado sera
una letra O mucho mas parecida a la real. Asi, es facil ver que, en el limite
en el que puedes usar infinitas lineas rectas, tu letra O serd exactamente igual
a un circulo. Por lo tanto, concluimos que toda curva estd compuesta por un
conjunto infinito de lineas rectas.

Hay una consecuencia extremadamente importante de esto: si tomamos
un desplazamiento pequeno en una curva, podemos aproximarlo por una linea
recta. Mds precisamente, si tomamos un tramo infinitesimalmente pequeiio,
el desplazamiento es exactamente igual a una linea recta.

Un ejemplo del uso de este método puede verse en la deduccién del area
de un circulo, mostrada en la figura 1.30. En ella, dividimos el perimetro (que
es circular) en infinitos segmentos de linea en la base de infinitos tridngulos.
Aunque estemos aproximando una curva mediante un conjunto de lineas rec-
tas, esto nos proporciona un resultado exacto, ya que estamos trabajando con
medidas infinitesimales®.

SEste es el fundamento del Céalculo Diferencial e Integral, que estd més alld del alcance de
este libro.
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Idea 4**: Una variable puede considerarse constante para un inter-
valo pequeno

Esta conclusién puede derivarse de la idea anterior. Como probablemente
ya hayas visto en fisica, el grafico de distancia frente al tiempo, cuando la velo-
cidad es constante, es simplemente una linea recta’. Por otro lado, cuando la
velocidad varia, el grafico de distancia frente al tiempo es una curva.

De acuerdo con la idea anterior, sabemos que si el intervalo de tiempo trans-
currido es infinitesimalmente pequeno, la curva se comporta como una linea
recta, es decir, el desplazamiento dr = = — x¢® puede escribirse en funcién de
ese intervalo de tiempo dt como dxr = wvdt, ya que esa es la ecuacion de una
linea recta. De esta forma, vemos que, aunque la velocidad esté cambiando
constantemente, para una variacién infinitesimal de tiempo podemos conside-
rarla constante. En el siguiente ejemplo se explorard mejor esta idea.

Ejemplo 12

La 2% Ley de Kepler dice que el segmento que une un cuerpo en una érbita
eliptica con el foco de dicha 6rbita barre dreas iguales en intervalos de tiempo
iguales. Sabiendo que el momento angular L = mursen 6 (vea la notacién de
en la figura 1.8) es constante, demuestre la Segunda Ley de Kepler.

Solucion

Primero, analicemos el area barrida en un intervalo de tiempo infinitesimal
dt. En él, sabemos que el cuerpo se desplazara una distancia dx en un segmento
de recta (ya que estamos tratando con intervalos infinitesimales), como se puede
ver en la figura 1.8.

7Si no lo has visto, observa que, en este caso, el desplazamiento = puede escribirse como
x = x0 + vt, que es precisamente la ecuacién y = ax + b, solo que con letras diferentes.

8La notacién d en lugar de A para variaciones suele utilizarse cuando estas son infinitesi-
males.
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Figura 1.8: Representacién de la situacién. Noétese que el desplazamiento y el
vector posicién forman entre si un angulo 6.

Asi, observe que el drea barrida serd el drea del triangulo con lados r +dr, r
y dx. Ademads, sabemos que este desplazamiento dx debe ser igual a vdt, luego:

Figura 1.9: Representacién del triangulo.

Por lo tanto, el drea dA barrida puede encontrarse como®:

1
dA = §7°vdt sen (180° — 0)
Como sen (180° — §) = sen 6:

1
dA = gvr sen Odt

Entonces, la velocidad areolar, que es la variacién del area por unidad de
. dA " . .
tiempo (%7), puede escribirse simplemente como:

9Vea la subseccién 1.7.7.
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Donde L = mwrsen 6 es el momento angular del cuerpo. Como se verd en el
capitulo 2, el momento angular de un cuerpo en érbita es constante. Dado que
la masa del cuerpo tampoco cambia, concluimos que la velocidad areolar del
cuerpo depende solo de términos constantes, es decir, areas iguales son barridas
en tiempos iguales, lo cual constituye la Segunda Ley de Kepler.

1.4 Calculadora

Poseer una calculadora cientifica es esencial para todas las fases de la se-
lectiva, ya que existen ciertos cdlculos y métodos que no pueden realizarse sin
ella. Ademaés, dominar el uso de ciertas funciones de la calculadora puede ahor-
rar mucho tiempo (en las pruebas en linea, se disponen de apenas 6 minutos
por pregunta), lo cual es un recurso valioso en los exdmenes, y prevenir ciertos
errores numeéricos que pueden arruinar un problema. Aqui se utilizard como
referencia la calculadora CASIO fx-82MS, por ser la méds comin en el mundo
olimpico; sin embargo, cabe destacar que todas las calculadoras cientificas de-
ben poseer las mismas funciones, las cuales pueden encontrarse en sus manuales
(disponibles en el sitio web del fabricante) o con un poco de exploracién de sus
interfaces.

Nota: antes que nada, es importante presionar [SHIFT] — [MODE] —
[38] — [=] para dejar su calculadora idéntica a como salié de fébrica.

1.4.1 Interfaz

Al observar la calculadora, notamos algo como:
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Display
Tecla do "shift"
Tecla do "alpha”

Tecla dos modos da calculadora

Tecla de ligar a calculadora

Tecla das fungdes

Tecla de deletar

Tecla de reiniciar o display

Teclas dos

nimeros Teclas das operacdes basicas

EXP |Ans

Tecla do ultimo Tecla de igual
resultado

Figura 1.10: Tlustracién de la calculadora (recordando que algunos simbolos
pueden variar de un modelo a otro).

Para las funciones mas comunes, los botones suelen ser bastante intuitivos
para realizar sus respectivos cdlculos. Aun asi, existen algunas funciones tutiles
que no son tan féciles de encontrar, pero afortunadamente seran exploradas
més adelante. Como prueba, realiza las siguientes operaciones:

e sen 30° R: 0,5
e log10 R: 1
o 5° R: 3125
. 10,1 R 0.2

50,5 Y

Importante: Como la calculadora no tiene origen brasileno, utiliza el punto
(.) como separador decimal. Es decir, en el célculo anterior, al escribir 50,5,
serd necesario presionar [5] — [0] — [.] — [5]. De hecho, existe un botén con
la imagen de una coma, pero este solo se usa para las funciones estadisticas de
la calculadora, las cuales no se utilizardan por el momento.

Pantalla

Para el uso adecuado de la calculadora, es importante entender lo que esté
mostrando. Al observar su pequeia pantalla (display), vemos:
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unidade do

Féngulu
input <= 1 +2 ’ -

3.
\

output

Figura 1.11: Pantalla de la calculadora.

La mitad inferior de la calculadora contiene los nimeros, que pueden re-
lacionarse mediante las operaciones de la calculadora para obtener resultados
numéricos. Después de escribir una operacién, como 1+ 2 (la cual aparecerd en
la mitad superior de la calculadora), la pantalla muestra lo que se ha introdu-
cido y, al presionar [=], se mostrard el resultado.

A la derecha del resultado, hay un pequeno espacio donde aparece un nimero
dependiendo de la magnitud del valor obtenido. Este niimero aparece cuando
el resultado es mayor o igual a 10'° o menor o igual a 107'°, y representa la
potencia de 10 por la cual el nimero mostrado estd siendo multiplicado. Por
ejemplo, si realizas 123415 x 987651, la calculadora mostrara 1,218908248 con
un pequeilo 11 en ese espacio, eso significa que la respuesta es 1,218909482-10'1,
que es aproximadamente 1,22 - 101,

Ademsds, nota que la calculadora usa comas para separar cada 3 digitos, es
decir, si escribes 123456789 y presionas [=|, aparecerd 123,456,789. Ten cui-
dado de no confundir la coma con el punto, recuerda siempre que la calculadora
adopta una convencién contraria a la nuestra (Para el caso de los brasilenos).

Finalmente, en la parte superior hay un pequeno espacio (del tamao de la
letra “D”, que indica que el d4ngulo estd en grados'’) donde pueden aparecer
algunas letras que indican el modo o configuracién actual de la calculadora.
Por ahora, estamos usando sus funciones mas béasicas, por lo que es importante
que no haya ninguno de esos indicadores activos (excepto la “D”, que siempre
estard alli).

0En inglés, grados = degrees, por eso la letra D.
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Encender y Apagar

Estas son funciones bastante intuitivas, pero vale la pena mencionarlas:
e Encender: ubicado en la primera fila de botones, presiona [ON].

e Apagar: botones ubicados en la primera fila de comandos y en la primera
de ntimeros, respectivamente, presiona [SHIFT]| — [AC].

Syntax ERROR

Este error aparece cuando la calculadora no entiende algo que escribiste, un
paréntesis que no se cerrd, una raiz sin argumento, un clic erréneo en el botén
de +, entre otros. En general, una rapida revisiéon de la expresién resuelve el
problema.

Math ERROR

Cuando aparece este mensaje, significa que hay un error matemaético en el
input colocado en la calculadora. Esto puede suceder si sacas una raiz con
argumento negativo, un sen~! con médulo mayor que 1 (recuerda que —1 <
senx < 1) o incluso una divisién por 0. Normalmente, si verificas que tu
expresién coincide con lo que esta en la calculadora y sigue apareciendo este
error, significa que hubo algin error en los cédlculos durante la resolucion, por
lo que es recomendable revisar tus operaciones.

1.4.2 SHIFT y ALPHA

Como se vio anteriormente, el [SHIFT] se utilizé para apagar la calculadora,
pero jqué hace exactamente? Observando el [AC] (segundo botén presionado),
se nota que encima de ¢l estd escrito OFF del mismo color que el [SHIFT]'!,
es decir, presionarlo nos permite acceder a las funciones de la calculadora que
estdn en ese color. De manera andloga, el botén [ALPHA] nos da acceso a
las funciones de ese color (en este caso, rosa). Por ejemplo, para encontrar el

3
angulo cuyo seno es €8 decir, realizar la operacién sen—'(1/3/2), podemos

proceder presionando la secuencia [SHIFT] — [sin] — [ ( ]**— [v/] — [3] —
[+] = [2] = [) ] — [=]. En la figura 1.12 se puede ver por qué presionamos
[sin] para acceder a sen™!.

Ahora que la mayoria de las funciones han sido aclaradas, es importante que
practiques las operaciones para familiarizarte con los botones y adquirir velo-
cidad al realizar los calculos. A continuacién, se presentan algunos ejercicios

11En el caso de la Casio ilustrada, este color es beige, pero el color puede variar segin la
marca.
12E] uso de los paréntesis se abordars con detalle més adelante.
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ALPHA

Figura 1.12: Vista aproximada de los botones SHIFT, ALPHA y funciones
trigonométricas.

para practicar:

o c” R: ~ 23,14
o V17 R: ~ 2,57
e 10! R: 3.628.800
o tan~'(1) R: 45°
® 6,67-107 x 1,99 103 R: ~ 1,33 1020

1.4.3 Teclas Especiales

Como puedes comprobar, existen algunos botones que no son tan intuitivos
como sus funciones. Aqui, vamos a organizar una pequenia descripcién sobre
lo que hace cada uno de los botones mas relevantes. Sin embargo, existen
algunos que son un poco mas complicados pero ttiles, que serdn descritos en
subsecciones propias.

Tecla 1: [AC]
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E uma sigla que significa “All-Clear”, i.e. ela zera a o output da calculadora.
Perceba que isso é diferente de reseta-la'3.

Es una sigla que significa “All-Clear”, es decir, borra el output de la calcu-
ladora. Fijate que esto es diferente a reiniciarla'?.

Tecla 2: Cursor

Son las flechas hacia arriba, abajo, derecha e izquierda. Como se mencion6
en el ultimo tema, hay una memoria (a corto plazo) de las ltimas operaciones
realizadas en la calculadora. Para acceder a ellas, el usuario puede utilizar las
flechas hacia arriba y abajo. Al presionar T muestra la operacién anterior y al
presionar | muestra la siguiente. Funcionan bien para comprobar si no hubo
algtin error en los calculos. Las flechas laterales sirven para moverse dentro de
la expresion. Asi, si escribiste 1 + 2 cuando lo correcto era 2 + 2, basta con
usar la flecha para llegar al 1 y reemplazarlo por un 2. Para operaciones muy
cortas no valen mucho la pena, suele ser mas rapido simplemente escribir 2 4 2
de nuevo. Sin embargo, mas adelante veremos mejor como escribir expresiones
mas largas, y en esos casos las flechas del cursor ayudan bastante.

Tecla 3: [DEL]

Siguiendo con la idea de editar la expresion del input, el DEL borra niimeros
indeseados. Por ejemplo, si escribiste 2 + 12 en lugar de 2 + 2, basta usar las
flechas del cursor para llegar al 1 y presionar [DEL)].

Tecla 4: [EXP]

Tal vez en la tltima operacién de la subseccién anterior tardaste un poco
en descubrir cémo escribir 10711, Probablemente escribiste [10] — [A] — |-
11]. Afortunadamente, el botén [EXP] lo hace extremadamente simple. En
el mismo ejemplo, bastarfa hacer [EXP] — [-11] para representar 1071, La
imagen a continuacién lo ilustra:

6.67x10”(-11)x1.99x107(30)|(6.67E-11 x 1.99E30

Figura 1.13: Demostracién de cémo sustituir 10® por EXP - los paréntesis no
eran necesarios

Tecla 5: [Ans]

13Como j4 vimos, para fazer isso farfamos [SHIFT] — [MODE] — [3] — [=].
14Como ya vimos, para hacer esto harfamos [SHIFT] — [MODE] — [3] — [=].
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“Ans” viene de “Answer” y su funcién es esencialmente actuar como el

|GM
dltimo valor calculado. Por ejemplo, para calcular el valor de G—, dado
a

que’® G =6,67-1071, M =1,99-10%0 y a = 1,50 - 10!, puedes hacer G - M,
tomar ese resultado y dividirlo por a para luego sacar la raiz de ese valor. La

secuencia de teclas serfa [6.67E-11] — [X] — [1.99E30] — [=] — [Ans] —
[+] — [1.50E11] — [=] — [v/] — [Ans] — [=], obteniendo aproximadamente
9,97 - 10%,

1.4.4 Uso de los Paréntesis

Anteriormente, cuando se introdujo el botén [Ans], tuvimos que dividir nu-
estra operacién en varios pasos (si te fijas, esencialmente la hicimos de “dentro
hacia afuera”). Sin embargo, si quisiéramos hacerla de una sola vez, ;jcémo
procederiamos?

Es a partir de esta pregunta que los paréntesis se muestran extremadamente
dtiles. La mejor manera de comprender céomo utilizarlos de forma intuitiva es
entender que la funcién de los paréntesis es indicar a la calculadora el argu-
mento de la funcién que estas aplicando. En otras palabras, especifican dénde
la calculadora realizara la operacién.

Antes de mostrar la aplicaciéon de los paréntesis, es importante explicar lo
que la calculadora entiende en su ausencia. Cuando no hay ninguna senalizacion,
la calculadora siempre hard la operacién sobre el niimero maés cercano. Asi, si

el usuario escribe [y/] — [3] = [+] — 2, la calculadora entenderd que la raiz
cuadrada se aplica tnicamente al 3, ya que este es el niimero mas cercano. De

3 3 . .
esta forma, dard como resultado g, y no \/; . A continuacién, se presentan

dos ejemplos para ilustrar el uso de los paréntesis.

15Se omitieron las unidades ya que el enfoque son los célculos numéricos.
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Ejemplo 13

Realiza la operacién del ejemplo citado en [Ans|, pero esta vez utilizando
paréntesis.

Solucién

Primero, observa que no queremos aplicar la raiz cuadrada solo a G, M o
1/a, sino a todos ellos al mismo tiempo, es decir, a GTM Por lo tanto, para que
la calculadora lo entienda, debemos escribir esta fraccién entre paréntesis, que-
dando la  secuencia: V] — [ (] — [CM]16
— [)] = [=]. Observa también que, teéricamente, deberiamos poner paréntesis
en GM para que la calculadora entienda que estamos dividiendo el producto
GM entre a y no solo M; sin embargo, sabemos que, al menos para multipli-
cacién y divisién, este orden no altera el resultado, es decir, GM x P Gx —,

a
por eso no los incluimos.

Ejemplo 14

1+ 2
Realiza 3 I 1 utilizando correctamente los paréntesis.

Solucion

Antes que nada, es esencial analizar rdpidamente la expresién. Queremos
calcular la raiz cuadrada del cociente entre dos sumas. Ya sabemos que, para
que la calculadora aplique la raiz a toda la fraccién y no solo a un elemento,
debemos colocarla entre paréntesis. Observando ahora la fraccién, debemos ase-
gurarnos de que estamos dividiendo una suma entre otra sin romper la fraccién
por la mitad. Por ejemplo, si escribiéramos “1 4+ 2 + 3 4+ 4”7, estarfamos calcu-
lando 1 + % + 4, es decir, romperiamos la fraccién sin querer. Para evitar que
esto ocurra, necesitamos colocar cada suma entre paréntesis.

Asi, nota que terminamos teniendo dos paréntesis seguidos al comienzo de
la expresion - uno para la raiz cuadrada y otro para la primera suma. De esta
forma, debemos escribir en la calculadora la siguiente expresion:

V(A +2)+ (3 +4),

que nos da un resultado de aproximadamente 0,655.

Para practicar, intenta calcular las siguientes operaciones en una sola ex-
presion:

16 Aqui colocarias los valores respectivos de cada letra.
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2.6,674x 107 . 65,96 x 10*

5 R: ~ 2,24 - 104
1,5-6,37 x 10

In (1+ 4%) v
— 23/ R: ~ 0,150
5 x 23
Importante: El objetivo de esta subseccién es orientar cémo utilizar cor-
rectamente los paréntesis. En general, saber usarlos te ahorrard mucho tiempo,
pero la facilidad para aplicarlos correctamente varia de persona a persona. Por
eso, es esencial que practiques numerosas operaciones hasta tener una idea
aproximada del tamafio de expresién (y también de qué funciones podrian con-
fundirte) que te hace perder precisién. En esos casos, vale la pena usar varios
[Ans] para asegurarte de que realizards correctamente los cdlculos. Por ejemplo,
si aun no estas muy familiarizado con el “In”, puede funcionar mejor calcular
primero In (1 + 43), y luego hacer (Ans- (5% 23)) A (1+3)'7, o incluso dividirlo
en mas pasos. Como ya se ha mencionado, esto varia segin la persona.

1.4.5 Memoria de la Calculadora

En las subsecciones anteriores, ya se explicé cémo manejar la mayoria de
las expresiones, especialmente las cortas y las medianas. Sin embargo, para
célculos muy extensos, los métodos presentados son arriesgados'®, pues reali-
zarlos en una sola expresion genera una gran probabilidad de errores debido
a la cantidad de paréntesis necesaria. Ademds, utilizar varios [Ans] también
es peligroso, ya que produce numerosos “pasos”’ y, en caso de cometer algun
error, es muy fécil perderse en la secuencia de operaciones, haciendo que todo
el tiempo invertido haya sido en vano.

La solucién a este problema se encuentra en las letras que tiene la calcula-
dora. Su funcién es almacenar valores en la memoria del dispositivo.

Para colocar un determinado valor V' en una letra N, se debe presionar
[V]YY — [SHIFT] — [RCL] — [N], donde la tecla [RCL] se encuentra sobre
el ndmero 7 y [N] representa cualquiera de las teclas que tenga las letras A, B,
C,D,E, F, X, Y oM (dependiendo de cudl se desee usar para guardar el dato).
Para acceder a ese valor después de haberlo almacenado, basta con presionar
[ALPHA] — [N].

Al finalizar el ejercicio en el cual se utilizaron las letras, no olvide borrar los
valores de la calculadora para evitar confusiones en otros problemas. Para ello,

7En lugar de elevar a 1/3, también podrfas calcular la rafz ctibica.

18 Afortunadamente, este tipo de célculos no suele aparecer en las primeras fases de la
selectiva, pero aun asi es importante comprender cémo manejarlos, ya que el método es muy
util y puede incluso ayudar en expresiones mas cortas.

198i desea almacenar el dltimo valor obtenido, puede presionar [Ans].
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puede colocar el valor 0 en todas las letras o simplemente presionar [SHIFT]
— [MODE]| — [1] — [=].

Importante: al asignar un valor a una letra, anote en algiin lugar lo que
representa; de lo contrario, podria olvidarlo y la variable perderia su sentido.
Ademais, procure establecer relaciones intuitivas. Por ejemplo, si tiene los datos
Z1, T2, T3y T4 y desea guardarlos, intente colocarlos en las letras A, B, Cy D
(0 C, D, EyF, en caso de que A y B ya estén siendo usadas; lo importante es
que sea intuitivo), pues asf la asociacién se vuelve més sencilla.

Finalmente, veremos en los ejemplos siguientes cémo la memoria de la cal-
culadora puede ser ttil. Ejemplo 15

Calcule el valor de la expresion:

Ly X\® (e”“hﬁ — 1)
8mhc?2 FWHMy, d?

sabiendo que Ly = 1,79-10%7, A = 5,50-1077, h = 6,62- 10734, ¢ = 2,998 - 108,
kg =1,38-10"2%, T = 7200, FWHMy =8,8-1078 y d = 4,61 - 10'7.

Solucion

En primer lugar, el significado fisico de la expresion es completamente ir-
relevante; se utilizé solo como ejemplo por ser lo suficientemente grande como
para que cualquiera se pierda al intentar resolverla sin usar la memoria de la
calculadora.

Existen multiples maneras de realizar este calculo, ya que la calculadora
cuenta con 10 espacios de memoria (A, B, C, D, E, F, X, Y, M y Ans, aunque
este Ultimo, como ya vimos, cambia su valor en cada nuevo cdlculo). Aqui se
presentara tinicamente un enfoque.

Para comenzar, el denominador es largo, pero bastante sencillo de calcular
de una sola vez, ya que consiste basicamente en multiplicaciones. Asi, pode-
mos calcular el valor de 8mhc? FWHMy d?, que resulta aproximadamente en
2,80 - 1013, y almacenarlo en la letra A.

Ahora, observando la exponencial, seria conveniente tener facilmente el va-

lor del exponente. De esta manera, podemos calcular M?;T ~ 3,63 y guardarlo
en B.

La expresién queda entonces:

Lavh® (e? —1)
A 7



48 CAPITULO 1. METODOS MATEMATICOS

Lo que ya es relativamente ficil de calcular®’.

los valores restantes, obtenemos:

Por lo tanto, sustituyendo

Lay\® (e—m’gT _ 1)
87hc2 FWHMy d2

~1,18-10716

No obstante, como ya se menciond, estos calculos estan muy alejados de la
realidad de las fases iniciales de la selectiva. ;Cémo aprovechar entonces este
recurso incluso en calculos mas comunes? Para las fases en linea es realmente
dificil que esta funcién sea ttil, pero, pensando en Barra, la memoria de la
calculadora puede ayudar a agilizar operaciones en ejercicios que requieren un
factor numérico recurrente (por ejemplo, GM en problemas de Mecdnica Ce-
leste); podria guardarlo en algin espacio y simplemente reutilizarlo, en lugar
de escribir 6,67 - 107 x 1,99 - 103° miiltiples veces.

Ademsds, la memoria de la calculadora también puede ser muy 1til en pro-
blemas de Astronomia de Posicién. En general, los dngulos de este tipo de
ejercicios vienen expresados en grados, minutos y segundos®!, lo cual requi-
ere presionar 9 teclas por cada angulo escrito. Por tanto, al efectuar alguna
operacion, ademas de tomar mas tiempo, las expresiones se vuelven més ex-
tensas, dificultando la “navegacion” por ellas al momento de verificar errores.
De este modo, para problemas de Astronomia de Posicién més largos, vale la
pena guardar los angulos importantes en la memoria del dispositivo. Veamos
un ejemplo:

Ejemplo 16
Calcule el valor del angulo 3, sabiendo que satisface la relacién:

cos By — cos 01 cos O

cos 8 =

b

sen 61 sen 0y
donde 6y = 06°56'24”, 6; = 03°30'15” y 05 = 07°12/26”.

Solucion

Comenzamos almacenando 6 en A, 6; en By 63 en C?2. Luego, simplemente

hacemos:
cos A — cos BcosC
cos 8 =

~ 0,317 1.1
sen B sen C' ’ (1.1)

208 desea calcular algunos valores adicionales, como L 41 A% o incluso e —1, y almacenarlos
en otra variable para asegurarse de que el cdlculo final consista solo en multiplicaciones,
también puede hacerlo. Es fundamental que elija el método que le resulte més seguro; por
eso es importante practicar cdlculos con la calculadora, ya que esto ayuda a desarrollar el
autoconocimiento al usarla.

21En la siguiente subseccién explicaremos cémo tratar estos dngulos al realizar los célculos.

22Vale la pena recalcar la importancia de definir las variables de manera intuitiva para
facilitar su uso. Ademas, recuerde siempre anotar lo que representa cada letra; si olvida su
significado, el tiempo que pretendia ahorrar se perdera.
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B = cos™1(0,319) &~ 71°31'52”

Observe como escribir la Ecuacién 1.1 en la calculadora es mucho maés or-
ganizado que:

cos 06°56'24” — cos 03°30’15” cos 07°12/26”
sen 03°3015” sen 07°12/26”

cos 3 =

1.4.6 Angulos

La calculadora permite ingresar dngulos en grados (°), minutos de arco ('),
segundos de arco ("), radianes (rad) y gradians. Recuerde que el radidn es la
“unidad que representa la ausencia de unidad” (basta observar que 2w rad = £,
donde p y R son el perimetro y el radio del circulo, respectivamente, y ambos
poseen dimensién de distancia), y que el problema puede proporcionar datos en
horas, minutos y segundos, los cuales son diferentes de las unidades estandar

de la calculadora.

Grados, Radianes y Gradians

Para determinar la unidad de dngulo que la calculadora interpretard, basta
con presionar  MODE] — [MODE] — [1], [2] o [3] — [=], siendo estos nimeros
correspondientes, respectivamente, a grados, radianes y gradians®?. Mantenga
siempre su calculadora en grados, puesto que esta es la unidad angular més
comun en los ejercicios. Asi, siempre que algin dngulo en el problema esté en
radianes, recuerde cambiar su calculadora al modo radianes para realizar los
calculos, pero mas importante ain, no olvide volver al modo grados al terminar
el ejercicio. Para probar este cambio de unidad, considere los ejemplos:

e Con la calculadora en grados, calcule sen 30 y senm R: 0,5 y ~ 0,0548

2

e Ahora en radianes?* realice sen30 y sen R: ~-0,988 y 0

Grados, Minutos y Segundos

Es muy comin que los problemas pidan, por ejemplo, calcular 12°34'56” +
23°26'10”. Usualmente, serfa necesario convertir cada uno de estos nimeros
para que tengan la misma unidad. Recordando que:

1° = 60’ = 36007, (1.2)

23La, funcién de dngulo en gradians puede ser ignorada, ya que nunca serd utilizada.
240Observe que en lugar de la letra “D” aparece ahora una “R”, indicando que estd en modo
Radianes.
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tenemos que 12°34'56” = 45296” y 23°26'10” = 84370”. Sumando los va-
lores, obtenemos 129666” y, finalmente, realizamos el procedimiento inverso
(129666” = 36°01’06”) para llegar a la respuesta final en formato grado-minuto-
segundo. Sin embargo, es mucho mas rapido utilizar la calculadora.

Debajo del botén de raiz cuadrada (/) hay un botén similar a: . Cada
vez que se presiona dicho botén, aparece en la pantalla el simbolo de grado (°),
que puede representar grados, minutos de arco o segundos de arco. Por ejemplo,

o/

para ingresar el dngulo 12°34’56” en la calculadora, se puede hacer [12] —
— [34] — — [56] — . El resultado en la pantalla de la calculadora

sera:

12° 34° 56°

Figura 1.14: Pantalla de la calculadora después de la secuencia de teclas.

Sumando este resultado con el otro dngulo, tenemos:

12° 34° 56° + 23° 26° 10°
36° 1° 6.

Figura 1.15: Suma de los dngulos. Note que coincide con la respuesta obtenida
anteriormente.

Ademas, puede convertir cualquier valor expresado en grados, minutos o
segundos al formato grado-minuto-segundo utilizando la calculadora: simple-
mente ingrese el valor y presione [=]. Por ejemplo, al convertir 9090” a grado-
minuto-segundo:
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0° 0° 9090°
2° 45° 51.

Figura 1.16: Conversién de segundos a grados, minutos y segundos.

Horas, Minutos y Segundos

En Astronomia de Posicién, algunas medidas se expresan en horas, minutos
y segundos de arco en lugar de grados, minutos y segundos. Esta unidad se
define de manera que 24h = 360° y 1h = 60min = 3600s. Asi, comparando
con las unidades de grados (Ec. 1.2), vemos que 1h = 15°, Imin = 15" y
1s = 157, es decir, para convertir de una a otra hay un factor de 15: de horas
a grados multiplicamos por él y, en sentido contrario, dividimos. Por ejemplo,
para 1h30minbs:

1°30°5°x 15

22° 31° 15.

Figura 1.17: Ejemplo de conversion de horas a grados.
Vemos, por lo tanto, que 1h30minbs = 22°31’15”.

Para practicar estos conceptos, haga lo siguiente:

e Calcule cos(23°26'107). R: = 0,9175
e Convierta 56°19'15” a hmin s. R: 3h45minlTs
o Calcule sen(6h19min28s). R: = 0,996

e Encuentre el factor de conversién entre radianes y segundos de arco. R:
~ 206265

1.5 Cifras Significativas

En cualquier ciencia natural, se desea medir constantes y magnitudes fisicas
con la mayor precisién posible. Sin embargo, por muy cuidadosamente que se



52 CAPITULO 1. METODOS MATEMATICOS

realice una medicién, inevitablemente tendrd incertidumbres debido al limite
intrinseco del instrumento de medicién o a efectos aleatorios.

Un concepto importante para entender el uso de cifras significativas es el
de incertidumbres implicitas, que se ilustra mejor con un ejemplo. Suponga
que desea medir la altura de una caja de madera utilizando una cinta métrica
graduada solo en centimetros (i.e., que solo tiene marcas de valores enteros de
centimetros). En este caso, colocaria el cero de la cinta en un extremo de la caja
y estiraria la cinta hasta el otro extremo. Al medir, nota que el extremo de la
caja estd mas cerca de la marca de 37 cm. Satisfecho con esta medicién, reporta
la altura como 37 cm. Claramente, la altura no es exactamente 37 cm, pero
probablemente esté entre 36.5 cm y 37,5 cm. Note que hay una incertidumbre
implicita de 0,5 cm.

Cualquier constante o magnitud fisica sin incertidumbres explicitas tiene
incertidumbres implicitas. Por ello, al resolver un problema para hallar un
parametro a partir de otros, debemos considerar las diferentes incertidumbres
implicitas. Asi, no reportamos un valor final con més precisién de la real ni con
poca precisién que lo haga intutil.

Volviendo al ejemplo, suponga que midié los otros lados y hallé que el largo
es 71 cm y el ancho 44 cm; entonces el volumen de la caja es 115588 cm?3.
JEs este valor muy preciso? ;Cudl serfa mas adecuado reportar: 115590 cm?,
115600 cm? 0 116000 cm?? La pregunta es: jcémo determinar la incertidumbre
final? Rigurosamente, se usa propagacion de errores. Pero propagar errores
en todos los problemas consume tiempo. Por eso, el uso de cifras significativas
es esencial, pues permite reportar valores sin propagar errores. Estudiaremos
ahora las reglas para contar cifras significativas.

OBS.: la comisién de la OBA (ex-olimpicos que hacen y corrigen las prue-
bas) compild las reglas que usan en este documento.

1.5.1 Reglas para cifras significativas

Todos los digitos distintos de cero son significativos 8,26 g tiene 3
cifras significativas; 549,3 kg tiene 4.

Ceros entre digitos no nulos son significativos 1001 J tiene 4 cifras;
303,002 m tiene 6.

Ceros a la izquierda del primer digito no nulo no son significativos
0.3 N tiene 1 cifra; 0,00092 K tiene 2.

Ceros a la derecha del 1iltimo digito no nulo y del punto decimal
son significativos 43,40 cm tiene 4; 19,00 mm tiene 4. Note que, en términos
de incertidumbre implicita, 19,00 mm difiere de 19 mm.
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Ceros a la derecha del ultimo digito no nulo y a la izquierda del
punto decimal no son necesariamente significativos 180 km tiene 2 o
3 cifras; 80800 g puede tener 3, 4 o 5, pero convencionalmente se usa el menor
nimero. La ambigiiedad puede evitarse usando notacién cientifica: 8.08 x 10* g
(3 cifras), 8.080 x 10* g (4 cifras), 8.0800 x 10* g (5 cifras).

Niumeros exactos tienen un nimero “infinito” de cifras significa-
tivas El 1/2 en %mv2 es exacto, y puede considerarse con cifras infinitas. No
todos los ntimeros adimensionales son exactos; p. e€j., la razén de la masa de

Jupiter a la de la Tierra.

1.5.2 Reglas para operaciones con cifras significativas

La precision del resultado estd limitada por el pardmetro menos preciso.

Suma y resta: el resultado se redondea a la dltima posicién comun
1014-48,3897 = 149,3897, que se redondea a 149. 50,349+ 7,56+42,2 = 100,109,
se redondea a 100,1.

Multiplicacién, divisién, funciones exponenciales, trigonométricas,
etc.: el resultado tiene el mismo nimero de cifras que el menos pre-
ciso 3,37-14,169 = 47,74953 — 47,7. 2,76497%42 = 247,7205843 — 248.

Constantes de alta precisiéon no alteran las cifras significativas Son
nimeros exactos, como 7. Ejemplo: G - My = 1,333 - 102° m3s—2.

En céalculos largos, mantenga el mayor nimero de digitos y redondee solo el
resultado final.
Ejemplo 17

Caleule (5,00 - 1,544) + 4,000 + (22).

Solucién

Realizando la operacién y conservando todos los digitos:

23,3
(500 1,544) + 4,000 + (5°) = 19.48666.. .

El resultado final correctamente redondeado es 19, que estuvo finalmente
limitado por la tdltima divisién.
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1.6 Matematica Elemental

1.6.1 Operaciones con fracciones

Por ser un tema que todas las escuelas suelen ensenar antes del 9° grado, solo
listaremos algunas propiedades. Para no perderse en la nomenclatura, recuerde
que el numerador es el nimero de arriba y el denominador el de abajo en una
fraccién.

Multiplicacién

Basta multiplicar denominador con denominador y numerador con numera-
dor, como se muestra a continuacién:

ac

bd

a ¢ _
b d
Divisién
Muy simple también: basta invertir el nimero por el cual se estd dividiendo
(divisor) y luego realizar la multiplicacién con el nimero dividido (dividendo).
Por ejemplo:

- = — = —- X

b d b

a ¢ a gl_ad
c be

Ademas, es posible encontrar esta divisién de la forma:

" be

d ad
Xf
c

alo|ole
Sal S

Simplificacién

A veces es posible hacer nuestra fraccién un poco méas agradable al notar
un factor comun en el numerador y el denominador:

2ab y I _ 2abc3
c? 4a2b ~ 4a2bc?

Note que podemos cancelar un factor de b arriba y abajo, uno de ¢2, uno de
a y, por ultimo, un factor de 2, es decir:

2abc3 c

4a2bc2 ~ 2a

OBS.: debemos asegurarnos de que el término cancelado sea diferente de
cero.
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Suma y Resta

No podemos sumar ni restar fracciones si no tienen el mismo denominador.
La manera més facil de que tengan el mismo denominador es multiplicandolas.

c
Por ejemplo, para sumar — y —, debemos hacer que ambos tengan el denomi-

b

nador bd. Sin embargo, no podemos cambiar el valor de la fraccién, entonces:

a ¢ ad cb  ad+bc
AR I
Note que, al multiplicar por d (o b) arriba y abajo, no alteramos el valor de
la fraccién, ya que simplemente multiplicamos por 1, dado que b/b = 1. Para
la resta serfa lo mismo — recuerde que a — b = a + (—b). Por tltimo, algunos
ejemplos:

Ejemplo 18

Encuentre el periodo sinédico S de un planeta B respecto a un planeta A
dado que sus respectivos periodos siderales son P4 = 53 dias y Pg = 73 dias.

Dado:

Solucion

El periodo sinédico S sera simplemente:

1 1 1 73-53 20 N _3869_193Ch,as
S 53 73 73-53 3869 20

Aunque se aplique la matematica correctamente, este método es, de cierta
manera, lento. Solo se recomendaria usarlo si no se tuviera ninguna calculadora
o se tuviera unicamente una que realiza operaciones béasicas. Sin embargo, en
la selectiva estd permitido el uso de calculadora cientifica. Asi, la mejor manera
de realizar este calculo seria:

1 1 1 _ R
= - —=8=(3"1-7137H7!
S 53 73
Lo cual se encuentra facilmente en la calculadora,?® llegando al mismo re-

sultado de 193 dias.

Ejemplo 19

258 tiene dificultades para usar su calculadora cientifica, vea la seccién sobre este aparato.
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Para practicar el desarrollo algebraico, demuestre que:

ol e wR
1 v3 2GM — 3R

R 2GM

Solucion

Primero, desarrollamos el denominador del primer término:

1 vg  2GM —uiR

R 2GM  2GMR

Asi,
1 1 2GMR
-  R= - R_1x_ 2Tt
T Rl TeT VI ) S el Ve gy
— — 2GMR
R 2GM

Ahora podemos realizar la resta con mayor tranquilidad:

2GMR — R(2GM —v3R)  2GMR—2GTIR + v3R?

2GM — v3R 2GM — v3R

Finalmente, concluimos que:

_ 1 po_ wR
1 v 2GM — v3R

R 2GM

Cabe recordar que el orden en que se realiza el desarrollo es una preferencia
personal — por ejemplo, podria haberse hecho la resta antes de simplificar el
denominador — y es muy importante que conozca su propio método para no
confundirse durante el examen.

1.6.2 Potenciacién

Asi como definimos la multiplicaciéon a partir de varias sumas, es decir,
242+2+2+2+2+2=7-2, definimos las potencias a partir de varios
productos, por ejemplo, 2-2-2-2-2-2-2 =27, A partir de esta motivacién,
podemos explorar las definiciones y propiedades de esta operacién. Antes que
nada, la nomenclatura usada para una operacion x® es decir que x es la base
v a el exponente.
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Exponentes Naturales

Para exponentes naturales, es facil definir la potenciacién como

*=z-x-...-x

—

aveces

A partir de esto, podemos mostrar algunas propiedades:
1. Multiplicacion

Si multiplicamos dos potencias con la misma base, el resultado es la suma
de los exponentes:

b=z, x)(z-x-... 2)=x-x-... T
a veces bveces a+b veces
= |29 2P = zot?

2. Divisién

De manera andloga, en la division se realiza la resta de los exponentes.
Suponiendo a > b, tenemos:

a veces
x® LT, T
S =T ==& % ...
a—bveces
b veces
a
X
_ ..a—b
= xb—x

3. Potencia de una potencia

Ahora, si un nimero x elevado a una potencia a se eleva a otra potencia
b, el resultado sera el producto de los exponentes:

OBS.: (z)b # "%

b
26 Cuando tenemos % , primero debemos calcular a® y luego elevar z a ese resultado, por
ejemplo 22° — 98 — 956,
]
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4. Mismo Exponente

En lugar de tener la misma base, consideremos ahora el producto de dos
bases diferentes con el mismo exponente. En este caso, es equivalente a
elevar el producto de las bases a ese exponente:

a veces a veces

Como la multiplicacién es conmutativa, es decir, abc = cba = bac, pode-

mos reescribir:
a

-y = (zy)(zy). .. (zy)
%,—/

a veces

= |z y" = (xy)*

Exponentes Negativos

Cuando el exponente es negativo, la definicién estandar se complica, ya que
no podemos tener “-2 repeticiones”. Sin embargo, es posible definirlo de ma-
nera intuitiva.

xa
Recordando la Propiedad 2, podemos interpretar que — = 2z (=8) o mejor
T

1
¢ — = 2%T(=) Comparando con la Propiedad 1, podemos decir que:
x
1
—b
==
b

Y asi es exactamente como definimos el signo negativo en el exponente: sim-
plemente invierte la base.

Notese que no estd definido cuando la base es cero, ya que no podemos di-
vidir por cero.

Otra manera de visualizarlo seria:

23 8 1 1

2532 4 22
Lo cual debe coincidir con 237° = 272 segtin la Propiedad 2.

Exponentes Racionales

Para exponentes naturales, la definicién es simplemente el nimero de veces
que la base se multiplica; para negativos, la definicion es similar pero invirti-
endo la base. Ahora, para ntimeros racionales, necesitamos otro razonamiento.
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Supongamos que queremos encontrar 8'/2. Inicialmente no sabemos el re-
sultado, pero si lo llamamos = y lo elevamos al cubo, tenemos:

) -
Segun la Propiedad 3, esto es:
8373 = 23 = 4% = 8!
Tomando la raiz cibica de ambos lados:
r=+v8=2
Por lo tanto, 8'/% = /8 = 2, 0 de manera més general:
ze = T

Ademds, se puede generalizar a fracciones del tipo b/a. Para esto, usamos
la Propiedad 3:

5. Factorizaciones

Una dltima propiedad relevante es cémo extraer y colocar nimeros en
expresiones elevadas a una potencia. Por ejemplo, si tenemos la expresion
(2x + 4y)“, podemos sacar el 2 y escribir:

(27 +4y)* = (2(z + 2y))*
Para el ejercicio en cuestion, puede ser 1util sacar ese 2 de los paréntesis.
Para ello usamos la Propiedad 4:

(2(x + 29))" = 2°(x + 29)°

Es decir, al sacar un niimero de los paréntesis, éste se eleva a la potencia
de la expresién. Esta propiedad es muy 1til para extraer niimeros de una
raiz, por ejemplo:

V16(z +y) =162z fy=4vz +y

Ademaés, se utiliza mucho para realizar aproximaciones binomiales, esen-
ciales en la resolucién de muchos ejercicios, como vimos en la secciéon de
Aproximaciones.
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A veces también es 1til colocar un nimero dentro de los paréntesis. Si
para sacarlo lo elevamos a a, para colocarlo debemos elevarlo a 1/a, para
que vuelva a ser el mismo nimero. Por ejemplo, si tenemos 8(z + y)3,
podemos escribirlo como:

8(x+y)*=2° (z+y)° = 22+ 29)°

1.6.3 Notacién cientifica

Cuando queremos escribir un valor que sea muy grande o muy pequeno
para una unidad dada, es conveniente expresarlo en notacién cientifica. Por
definicién, los nimeros escritos de esta forma obedecen la siguiente expresién:

Donde a es un nimero dentro del intervalo 1 < a < 10 y b puede asumir cu-
alquier valor. Por ejemplo, los siguientes niimeros estan expresados en notacion
cientifica:

©22-107%m
e 45-10%s

Notese que es mucho méas conveniente leer los niimeros escritos de esta forma
que 0,00022m o 450000. Ahora, vamos a aprender a escribir nimeros en no-
tacién cientifica?”.

Caso 1: nimeros mayores que 10

Cuando tenemos un nimero mayor que 10, movemos la coma decimal hacia
la izquierda hasta obtener un ntimero entre 1 y 10. Luego, contamos cudntas
veces movimos la coma y escribimos ese nimero como exponente sobre una base
de 10. Finalmente, escribimos nuestro nimero multiplicado por la potencia de
10.

Ejemplo 20

. Cémo se expresa el nimero 604.000 en notacion cientifica?

Solucion

Si movemos la coma hacia la izquierda una vez, obtenemos 60.400. Debemos
seguir moviéndola hasta obtener un niimero entre 1 y 10.

27Créditos: Khan Academy.
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Realizando este procedimiento, se observa que necesitamos mover la coma
hacia la izquierda un total de 5 veces. Con esto, tenemos 6,04.

Como la coma se movié 5 veces, la respuesta final es:

604.000 = 6,04 - 10°

Caso 2: nimeros menores que 1

Si tenemos un ntmero menor que 1, movemos la coma decimal hacia la
derecha hasta obtener un nimero entre 1 y 10. Luego, contamos cuantas
veces movimos la coma y escribimos el resultado como un exponente negativo
sobre una base de 10. Finalmente, escribimos nuestro niimero multiplicado por
la potencia de 10.

Ejemplo 21

., Cémo se expresa el numero 0,0058 en notacién cientifica?

Solucion

Si movemos la coma hacia la derecha 3 veces, obtenemos un niimero entre
1y 10, que es 5,8. Por lo tanto, la respuesta final es:

0,0058 = 5,810~

1.6.4 Conversion de unidades

Si quisiéramos saber cudntos litros equivalen a 300 mL de leche, basta re-
cordar que un litro posee 1000 mL, es decir, por regla de tres:

x 300 mL

1L 1000 mL

Figura 1.18: Conversién de unidades
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1L 300
z-1000mL = 300mL - 1L =z =300ml- ————— = ——L=(0,3L
1000w, 1000 -
Ahora, yendo un poco més alld, ;jcudntos mm? equivalen a 0,3L? La ma-
nera mas inmediata de resolver esto seria hacer sucesivas reglas de tres, pero
eso tomaria méas tiempo del necesario. Para simplificar, presentamos un método
mas rapido para convertir entre cualquier par de unidades.

Primero, volvamos al ejemplo de la leche. Cuando hicimos la regla de tres,
obtenemos:

1L
— L. — =
=300l 50 r
Notese que 1L = 1000 mL, es decir:
1L
z=300ml - ————
100?mf

Esto significa que simplemente multiplicamos el valor original por 1, pero
de forma que cancelamos la unidad no deseada, mL. Veamos algunos ejemplos
mas:

Ejemplo 22

2300 mL equivalen a cudntos mm3?

Solucion
Primero, necesitamos pensar en un “camino”, es decir, qué unidades utili-

zaremos para la conversion. Una posibilidad serfa:

1. Convertir de mL a L;
2. Convertir de L a m3;

3. Convertir de m3 a mm?.

Como 1000mL = 1L, 1000L = 1m?® y 1m?® = (1000 mm)? = 10003 mm?,
tenemos:

14 1® 10003 mm3

300 mL = 300 . - : :
m w0 S0 T 1000 1w

Es decir:

1 1 1000°
300mL = 300+ —oos - 1o - 0(1)0 mm® =
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Ejemplo 23

2,2 -107%rad ;equivalen a cudntos segundos de arco?

Solucion

Un camino posible seria:

(o)

1. Convertir de rad a °;

2. Convertir de ° a ;

Como wrad = 180° y 1° = 3600”, tenemos:

1807 3600

22.10%rad =2,2- 107 % zad -
’ e ’ mrad 17

Reescribiendo:

180 3600”
™

2,2-10°rad =2,2-107° - :

Finalmente, sigue una tabla con algunos de los prefijos utilizados en la no-
tacién del SI:

PREFIXO SIMBOLO FATOR
tera T 102
giga G 10°

mega M 10°
kilo k 102
hecto h 10?
deca da 10’
deci d 107"
centi c 1072
mili m 107
micro 1 107"
nano n 107°
pico p 1072

Figura 1.19: Prefijos del SI

Cabe resaltar que también es muy comtn utilizar la unidad angstrom,
representada por el simbolo A. No es un prefijo, sino una unidad propia.

1A=10""m
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1.6.5 Razones y proporciones

Probablemente ya haya escuchado expresiones como “la fuerza es inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia” o “la fuerza es directamente
proporcional a la deformacién del resorte” y tal vez se haya preguntado qué
significan exactamente. Por lo tanto, trabajaremos con la definiciéon de cada
tipo y luego analizaremos su relevancia.

e Magnitudes directamente proporcionales: dos magnitudes z y y
se dicen directamente proporcionales si, y solo si, podemos relacionarlas
como y = kx para alguna constante k diferente de cero. También podemos

o s ) . . .
escribir la relacién como = = k, interpretando asi que ser directamente

x
proporcional es lo mismo que tener la razén constante.

Para indicar que la variable y es proporcional a la variable x, usamos la
notacién:
Yy oxX T

e Magnitudes inversamente proporcionales: dos magnitudes x y y
se dicen inversamente proporcionales si, y solo si, podemos relacionarlas

k
como y = — para alguna constante k diferente de cero. También podemos
x

escribir la relaciéon como xy = k, interpretando asi que ser inversamente
proporcional es lo mismo que tener el producto constante.

Para indicar que la variable y es inversamente proporcional a la variable
x, acostumbramos escribir:
Ty = cte.

Lo cual no es una notacién muy avanzada, “cte.”?® es simplemente una
abreviacién de “constante”, es decir, estamos diciendo que el producto es
constante.

Una cosa a tener en cuenta es que, si tenemos una relacion del tipo
y = kx?, obviamente no podemos decir que y y x son directamente propor-
cionales. Sin embargo, podemos decir que y y z? lo son.

Ademads, observe que a pesar de recibir nombres diferentes, los dos concep-
tos esencialmente dicen lo mismo. Por ejemplo, una relaciéon entre x y y como
zy = k, como vimos, es inversamente proporcional. Pero puede interpretarse
como y = kx~ ', de modo que ahora podemos decir que las variables y y 2~*
son directamente proporcionales. Asi que no se concentre demasiado en la no-
menclatura, sino en el mensaje que transmiten.

28 También es posible encontrar “const.”
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Finalmente, podemos escribir la fuerza gravitatoria como:

~ GMm k

3 —

F —
g9 r r2

Por lo tanto, es fcil ver que F, y 72 son inversamente proporcionales.

Para el resorte, tenemos que:
Fel = kx

Que automaticamente nos permite concluir que F' o< x. Asi, presentaremos
algunos ejemplos para ilustrar el uso de las proporciones.

Ejemplo 24

Considere 2 cuerpos en el espacio sujetos unicamente a la atraccién gravi-
tatoria. Si la fuerza entre ellos es F', jcudl seria la fuerza si la masa de ambos
se triplicara, pero la distancia entre ellos se redujera a la mitad?

Solucion

Esta es una aplicacién directa del concepto de proporcionalidad. Recor-
dando, la fuerza gravitatoria puede escribirse como:

Gm1m2
Fo=—5—
r
Es decir, es directamente proporcional a las masas e inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia.

Asi, si cada masa se triplica, la fuerza se triplicara para cada una, resultando
en un factor de 32 = 9. Ademds, si la distancia se reduce a la mitad, su cuadrado
se reducird por un factor de 22 = 4. Por lo tanto, tendremos otro factor de 4 en
F'. Finalmente, concluimos que aparecerd un factor de 9 -4 = 36 en la fuerza,
es decir:

Alternativamente, también podria resolverlo diciendo que la distancia inicial
era r, cada masa era my y ms, y escribir:

F, _ G(3m1)(3m2) _ 9Gm1m2 —9.4 <Gm1m2)

2 2
(5) T
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Ejemplo 25
En un proceso adiabéatico, se sabe que la presiéon P y el volumen V del
gas cumplen la relacion PV? = cte., donde v es una constante. Ademds,
m
recuerde que la definiciéon de densidad es p = —, siendo m la masa del gas,

que se conserva. Encuentre la densidad py del gas después de una expansién
adiabdtica en la cual su presién se redujo a la mitad. Considere que su densidad
inicial era pg.

Solucion

Si nunca ha visto Termodindmica, este problema puede parecer, al princi-
pio, intimidante. Sin embargo, la parte interesante es que el enunciado nos
proporciona toda la informacién para resolverlo sin conocimientos previos (ex-
cepto, claro, matematicas). Esencialmente, queremos encontrar cémo depende
la presion de la densidad en un proceso adiabatico. Con eso, el ejercicio esta
resuelto. Por ejemplo, si encontramos P o p?, sabemos que:

P() P 14

pg P

P
Py

2
n

Y, segun el enunciado, P/P, es 1/2, ya que la presién se redujo a la mitad,
por lo que nuestro ejercicio termina.

Para encontrar esta relacion, analizamos la informacién dada. Bésicamente,
tenemos 3 variables que cambian en el gas: volumen, presién y densidad. Como
tenemos 2 relaciones, si despejamos el volumen de una y lo sustituimos en la
otra, obtenemos una relacion solo entre densidad y presién. Dado que la masa
es constante:

1

14 P

Entonces:
1 P
PV =cte.= P(p™")" = cte. = — =cte. = P oY
p

Finalmente, como ya se discutio:

1
vl T 1\~
po 2 Po 2 po 2
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1.6.6 Ecuaciones de Primer Grado

En este punto, muchas ecuaciones ya se han resuelto en el proceso, pero es
importante dedicar una seccién a este tema para organizar las ideas generales
al resolver ecuaciones.

Todos los métodos se basan en un concepto fundamental para entender
ecuaciones. Al resolverlas, al menos al principio, es ttil visualizarlas como una
balanza equilibrada. Por lo tanto, siempre que realice una operacién en un lado,
debe hacer la misma en el otro. Por ejemplo, dada la ecuaciéon 2z + 4 = 10,
probablemente se resuelva pasando el 4 al otro lado restando y luego dividiendo
entre 2:

2x:10—4:6éx:g:3

Esto significa que al ”pasar el 4 restando”y "el 2 dividiendo” estamos reali-
zando operaciones inversas para mantener la igualdad. Esto facilita entender
funciones inversas, logaritmos y algunas funciones trigonométricas.

Ecuaciones con una sola x

Muchas ecuaciones no son de la forma ax + b = 0, como es el estandar.
Por ejemplo, 22 — 8 = 0 parece de 3er grado, pero podemos escribir 23 = 8 y
resolverla. Sea 2%/* = k, entonces:

x = kY

Aunque el exponente de = no sea 1, podemos resolver todas estas ecuacio-
nes como ecuaciones de primer grado, porque aislando x llegamos a una forma
a/b _
% = k.
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Ejemplo 26
Un cascarén esférico®® tiene un volumen de 254 m3. Si el radio de la esfera
interior es 1,5m, jcudl es el radio de la esfera exterior?

Solucion

Sea R el radio de la esfera mayor. El volumen del cascarén esférico es la
diferencia entre los volimenes de las esferas:

4 4 4 4
V= gﬂ'RB — 5771"3 = gﬂ'RB =V+ 571'7“3

Despejando R:

3V 3\ /3 3.254\/?
R=r+—=R=(r+—] =(15+"—"—
4 4 47

- [R= 10

Ejemplo 27

(P1 2022) Suponga un asteroide de 6rbita circular y situado por dentro de
la érbita de la Tierra. Usted, desde su observatorio, descubre con precisién que
el periodo sinédico de ese asteroide es S = 3,00 anos. De este modo, calcule la
distancia, en UA, de ese asteroide al Sol.

Solucion

Primero, por ser un planeta interior con respecto a la Tierra, sabemos que su
perfodo es menor que el de la Tierra (por la 3* Ley de Kepler). Asf la ecuacién

del periodo sinédico queda:
1 1 1

S Ta Ts
Donde T4 es el periodo del asteroide y Ty, el de la Tierra, que sabemos vale
1 ano.
Ademsds, como queremos la distancia en UA, podemos usar la 3* Ley de
Kepler en la forma:

Tj = CL% =Ty = (aA)%

siendo a4 la distancia pedida. Note que el periodo se expresa en afnos,
exactamente la unidad que queremos para el periodo sinédico. Luego,

1 1 1 1 1 1

- s
S (aA)% Ty (GA)% S Ty

29Espacio entre dos esferas concéntricas, equivalente a una corona circular en 3D
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Recordando que + = 2~ ! y sustituyendo los valores:

PR 4 AN
aA :g—i—l:giﬁA: g

=las =082 UA

OBS.: hay varias maneras de desarrollar las ecuaciones; por ejemplo, quizas
para usted seria mas intuitivo hallar Ty directamente con el periodo sinédico y
luego aplicarlo en la 3* Ley; nosotros lo hicimos de este modo porque ilustraba
mejor la idea presentada anteriormente.

(MY

Exponentes Pares

Un problema de los exponentes pares es que nimeros negativos, al elevarse a
ellos, se vuelven positivos. Esto es un problema, porque si tenemos la ecuacién
22 = 4, no podemos limitarnos a decir que z = 4/2 = /4 = 2, ya que —2
también deberfa ser solucién, puesto que (—2)% = 4. ;Cémo proceder?

Antes que nada, aunque 22 = (—2)? = 4, no podemos decir que V4 valga
2 y —2. Por definicién, la raiz de un nimero sélo puede asumir un valor y el
valor elegido es el no negativo.

A partir de ello podemos concluir que y/z > 0, independientemente del valor
de 2°°, 0 también que V22 > 0. Por tanto, no podemos decir que vz2 = x para
todo x, porque si x fuese negativo tendrfamos Va2 < 0, lo cual es imposible.

Para hallar cudnto debe valer v/z2, basta ver un ejemplo. Como ya vimos
22 = (—2)? = 4, luego V22 = /(—2)% = V4 = 2. Asi, si el niimero es positivo,
la raiz de su cuadrado es simplemente él mismo, pero si es negativo vale su
modulo; en otras palabras:

r, six>0,
Va2 =

|z], siz<O0.

Puesto que el médulo de un ntimero positivo es él mismo, podemos genera-
lizar y decir que Va2 = || para todo z real. Entonces, en la ecuacién x? = 4
podemos hacer:

Va2 =Vi= |z =2.

Entonces, para resolver esta ecuacién modular basta recordar que |—z| = |x|:

30La Wnica condicién es que  no puede ser negativo, pues no definimos raiz de nimeros
negativos en el conjunto de los reales.
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r =12

donde “+” se lee “mds o0 menos” y es la notacién que resume x = —2 o 2.

De nuevo, normalmente en las escuelas sélo ensenan que al <pasar la raiz
al otro lado> hay que poner ese . En efecto, es un procedimiento més rapido
que no obliga a razonar toda la justificacién y no hay nada de malo en usarlo
para ahorrar tiempo. Sin embargo, es conveniente al menos una vez entender
de dénde viene la motivacion para introducir el 4, para que no sea algo memo-
rizado sin comprensién.

En general, en Astronomia buscamos soluciones positivas, por lo que muchas
soluciones ni siquiera mencionan esta discusién al operar con raices cuadradas.
Incluso en la propia soluciéon del Ejemplo 27 no comentamos sobre ello, pero
observe que el periodo es necesariamente positivo, por lo que no seria preciso
considerar la opcién negativa (la descartariamos después).

OBS.: a lo largo del desarrollo del ejemplo utilizamos la raiz cuadrada; no
obstante, esta discusién se extiende a cualquier exponente par.

1.6.7 Ecuaciones de segundo grado

Al resolver un ejercicio, con frecuencia encontrard ecuaciones que no enca-
jan en ninguno de los casos anteriores, es decir, la variable x aparece mas de
una vez con exponentes diferentes. Por ejemplo, en la ecuacién 22 — 5246 =0
no existe una forma rapida de aislar x. Por ello es necesario un nuevo método
para poder resolver este tipo de ecuaciones. Con esa motivacion se desarrolld
el método de Delta y Bhaskara.

En términos generales, una ecuacion de segundo grado puede escribirse
como:

ar?+br+c¢=0

donde a, b y ¢ son coeficientes reales.

El método de Delta y Bhaskara establece que, si definimos A = b? —4ac (de
ah{ el nombre «Deltax), las soluciones de la ecuacién son:

—b— VA —b+ VA
r=—(Fp—— 0 T=—F7——
2a 2a

0, de forma méas compacta:

b+ VA

2a

xT
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Demostraciéon

Para mantener el patron, sigue abajo la demostracién. No es necesaria, pero
es interesante verla al menos una vez para saber de dénde viene esta férmula
tan utilizada.

En primer lugar, seria interesante que pudiéramos escribir nuestra ecuacién
en la forma (z + A)? = B, pues asf serfa posible resolverla: bastaria con pasar
la raiz al lado derecho y luego restar A en ambos lados.

Dicho esto, recordando el trinomio del cuadrado perfecto, sabemos que
(z+ B)? = 22+ 2Bx + B2 Comparando con nuestra ecuacién, serfa bueno que
el coeficiente de x desapareciera. Para eso, basta dividir la ecuacién por a:

Z+b =0 0 b
ar”® +0xr +c¢ :7:>x2+7x+520
a a a

a

Comparando de nuevo, vemos que queremos que 2B = g, pues ese es el
coeficiente de x. Luego, B = %. Asi, si sumamos B? en ambos lados:

2 b (BN e (DN L () e
v o 2a a \2a U9 ) T 12 a

Antes de pasar la raiz, mejoremos el lado derecho. Nétese que 4a - a = 4a2,

es decir:
b? ¢ b2 —dac B b? — 4dac

402 o 4a®2 (20)?

Ahora, pasando la raiz (no olvides el £):

2 2 _ 7 _
x—|—£:i b dac Vb 4ac_i\/b dac

2a (2a)2 + Va2 2a
b n Vb? — dac

x:—% 2a

Aislando z:

Usando A = b? — 4ac:

L bEVA

2a

Antes de iniciar los ejemplos, es importante notar que, por haber una raiz en
la respuesta final, necesitamos analizar su signo — ya que no podemos calcular
la raiz de un numero negativo en el universo de los reales. Ademads, si el
A, también llamado discriminante, es nulo, tendremos solo una respuesta,
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0, mas rigurosamente, dos respuestas iguales. Entonces, tenemos tres casos a
considerar:

si A < 0, no hay solucién real
si A =0, hay dos soluciones reales e iguales

si A > 0, hay dos soluciones reales y distintas

Ejemplo 28

Encuentra las soluciones de la ecuacién 2 — 5z + 6 = 0.

Solucion

Aplicacién directa de la férmula mostrada. Primero, calculando A:

A=(-5)2-4-1-6=25-24=1

Entonces:
—(-5)+v1 5+1
n 2.1 2
=
Ejemplo 29

Resuelve en z la ecuacién

2GM
vg:z:Q +2GMx — ’USRQ =42

Solucion

Primero, necesitamos dejar solo 0 en un lado:
(v% — 2(;]\/[> 22 +2GMz — viR* =0
El discriminante queda:
A= (2GM)*—4 <vg - 2GM> (—vpR?) =

A =4AG*M? + 43 R? <v3 - > =

A = 4G*M? + 4vy R? — 8GM Ru}
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Cuando el A parezca muy feo, conviene intentar factorizarlo para encon-
trar una expresiéon mas bonita. Colocando el 4 en evidencia y reescribiendo la
expresion:

A = 4(G*M? — 2GM Rv? + vi R?)
A =4((GM)* - 2(GM)(v5R) + (viR)?) ,
que es un trinomio del cuadrado perfecto. Luego,
A =4(GM — v2R)?

Por lo tanto,
—2GM £ \/4(GM — v3R)?

2G M
2 (vg - 22
(#-5%)
—2GM +2(GM — 2R)

2(@8?)

—GM + (GM — 2R)

xr =

Sacando la raiz,

xr =

Cancelando el factor 2,

r= 2GM
>
R
Viendo ahora cada caso:
—~GM + (GM —v3R) B R 3R
2 G0 - T g
R
xr =
02
—~GM — (GM —v}R)  —2GM +v§ R _ Yo~ _ R
5 2GM o o2 2GM 2GM o
L Vo — U5 —
R
Asi,
g
r=Rox= G sz
R 0

1.6.8 Logaritmos

Ya vimos como resolver ecuaciones lineales con x, ecuaciones cuadraticas e
incluso algunas en las que x aparece con un exponente distinto. Sin embargo,
aun no sabemos qué hacer cuando x estd en el exponente. Como ya discutimos,
necesitamos una funciéon que “anule” la exponenciacién. Para eso, se cred el
concepto de logaritmo.
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Definicién
Esencialmente, se define el logaritmo como la operacién que satisface
a® =b=log,(a") =2z
Es decir, anula el exponente.

Asi, si tenemos la ecuacién a® = b, podemos aplicar el logaritmo en ambos
lados:
log,(a®) =log, b= = =log,b

Donde llamamos a la base y b el logaritmando, y se lee “logaritmo de b en
base a”.

De esta manera, sacar el logaritmo de un nimero es lo mismo que preguntar
“;a qué exponente debemos elevar la base para obtener ese numero?”. Por
ejemplo, log, 8 = 3, porque necesitamos elevar 2 al cubo para obtener 8.

Propiedades

Presentada la definicién, podemos explorar sus propiedades.

1. Condiciéon de Existencia

Como las bases negativas tendrian comportamientos inconsistentes, se
decidié que la base de un logaritmo debe ser positiva. En consecuencia,
el logaritmando también debe ser positivo, dado que no existe ninguna
potencia que haga que un niimero positivo se vuelva negativo. Por lo
tanto, la condicién de existencia del logaritmo es:

la" =b=a=log,b sia,b>0]

2. Suma y Resta de logaritmos

La suma de dos logaritmos (en la misma base) es igual al logaritmo del
producto, es decir, log, a + log, b = log, (ab). Es més facil demostrar lo
contrario: el logaritmo del producto es igual a la suma de los logaritmos.

Sea x =log.a y y = log.b. Por la definicién de logaritmo, sabemos que
c® =ayc¥=>~. Luego,

ab= "V = log, (ab) =z +y

Pero x =log.a y y = log,b. Entonces:

‘ log, (ab) = log.a + log, b ‘
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De manera analoga,

a

log,. (b) =log.a —log,b

No es necesario memorizar la deducciéon de la propiedad, pero para no
olvidarla, recuerda la Propiedad 1 de exponenciacién: si el producto
suma los exponentes, tiene sentido que el logaritmo del producto sume
los logaritmos, ya que son operaciones inversas.

3. Exponenciacién en el logaritmo

Esta propiedad dice que log, (a?) = blog,a. La manera mas intuitiva de
verlo es recordar la definicién de exponenciacién y aplicar la Propiedad
2 del logaritmo:

log, (a®) =log.(a-a-... a)=log,a+log.a+...+log, a
bveces b veces

= |log, (a®) = b-log.a

Aunque esta demostracién sea vélida solo para nimeros naturales,3! la
propiedad se aplica para cualquier exponente, sea natural o real.

4. Exponentes con logaritmo

A veces el logaritmo puede aparecer en el exponente y, cuando la base del
exponente es la misma que la del logaritmo, podemos aplicar su definicién
para simplificar el cdlculo. Por ejemplo, si queremos calcular 29823
debemos recordar la pregunta que el logaritmo intenta responder: “;a
qué exponente debemos elevar la base para obtener el logaritmando?”.
Es decir, log, 3 es exactamente el exponente que debemos poner en el 2
para que dé 3, o en otras palabras, 2!°¢23 = 3. En general:

ogab _

Bases Principales

Como se dijo anteriormente, las bases de los logaritmos no son algo por
lo que debamos preocuparnos. Esto ocurre porque en las olimpiadas nunca
aparecera una base diferente de 10 o del niimero de Euler e3? (quizés si estudias
informética aparezcan algunas bases 2, pero eso estd fuera de nuestro alcance).

31Presentamos esta y no la més rigurosa, porque asf resulta més intuitiva y, en consecuencia,
més facil de recordar.

32Fs dificil explicar la importancia del logaritmo en base e (llamado logaritmo natural o
neperiano) para quien atn no ha estudiado Célculo, ya que suele ser relevante principalmente
en esa area. Por lo tanto, solo recuerda su existencia — no suele aparecer con frecuencia en
las olimpiadas de Astronomia.
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Estas dos bases son tan recurrentes que sus logaritmos reciben formas especiales.
En lugar de escribir log,, y log,, usamos log y In (como puedes verificar en
tu calculadora), respectivamente. Es decir, cuando la base esté omitida, se
sobreentiende que la base es 10.

Aunque el procedimiento estandar para resolver una ecuacién del tipo a* = b
sea aplicar el logaritmo en base a en ambos lados, podemos resolverla usando
logaritmos en base 10, gracias a la Propiedad 3 del logaritmo:

logb .,

log(a®) =logb =z -loga =logh =z =
loga

Ejemplo 30
La masa de un compuesto radiactivo se describe mediante la ecuaciéon m(t) =
t e . ’ z L
mg - 277, donde mg es su masa inicial, 7 = 2,00 dias su periodo de semivida y

t es el tiempo transcurrido en dias. ;Después de cudntos dias su masa sera el
5% de la original?

Solucion

Es una aplicacién directa de la idea que acabamos de mostrar. Dividiendo
ambos lados por mg y luego aplicando el logaritmo:

7nzfajm(m):_ﬁ%2
T

mo mo

Aislando el tiempo t:

1%(m)
b \mo) _ , 10g(0,05)

log2 log(2)

= |t = 8,64 dias

Variable Dentro del Logaritmo

Hasta el momento solo hemos visto ecuaciones en las cuales la variable apa-
rece en el exponente. Sin embargo, a veces podemos encontrar la x dentro del
logaritmo. En esos casos, para proceder basta con usar la Propiedad 4 de los

e logb
33Nétese que a partir de esto concluimos que log, b = 1i, que es la propiedad de cambio
oga

de base. Como la tnica base que aparece en los exdmenes es la base 10, esta propiedad no
fue introducida.
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logaritmos. Por ejemplo, si tenemos logx = a, podemos elevar el 10 a ambos
lados de la ecuacién®?:

1087 = 10 2222y o — 100
es decir, en esos casos, basta con aislar el log y colocar el otro lado de la ecuacién
en el exponente del 10.

Ejemplo 31

Si la magnitud absoluta de una estrella es M = 41,47 y su magnitud apa-
rente m = +4,93, jcudl es su distancia, en parsecs, hasta nosotros?

Solucion

Nuevamente, una simple aplicacién de lo que se ha dicho. Sabemos que si

D es la distancia de la estrella en parsecs, tenemos:
—M+5

m— M = 5log(D) — 5= log (D) = %

Elevando 10 a ambos lados:
nL—]r\/I+5

D=10""735 =10

=|D =492pc

4,93—1,4745
5

1.7 Geometria Elemental

1.7.1 Rectas paralelas y perpendiculares

La imagen de abajo muestra una situacion arbitraria en la que hay dos
rectas, T y s, que se cruzan.

S

3 5
—

Figura 1.20: Rectas que se cruzan

34Observa que, si a = b, entonces 10% = 10°.



78 CAPITULO 1. METODOS MATEMATICOS

Decimos que esas rectas son paralelas entre si cuando no se intersectan, tal
como se muestra en la imagen de abajo.

Figura 1.21: Rectas paralelas

Por otro lado, si el 4ngulo entre las rectas es de 90°, decimos que son per-
pendiculares.

Figura 1.22: Rectas perpendiculares

1.7.2 Angulos Complementarios y Suplementarios

Dados dos dngulos a y 3, decimos que son complementarios si:

Como 90° es el angulo entre dos rectas perpendiculares, tenemos que esta
condiciéon puede representarse con la imagen de abajo.
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T

Figura 1.23: Angulos complementarios
Ahora, decimos que « y 8 son suplementarios si:

a+ B =180°

Sabemos que 180° es el angulo asociado a una recta, por lo tanto podemos
representar esta situacion con la siguiente imagen:

Figura 1.24: Angulos suplementarios

1.7.3 Angulos Opuestos por el Vértice

Analicemos los angulos asociados a la interseccién de dos rectas:
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Figura 1.25: Angulos opuestos por el vértice

Una propiedad extremadamente importante es que los angulos opuestos por
el vértice (punto de interseccién entre las rectas) son idénticos. Es decir:

a =7y

Ademsds, cabe destacar que, de acuerdo con los dngulos suplementarios:

a+pf=0+7y=7+0=0+a=180°

1.74 Angulos en Rectas Paralelas

Analicemos una situacién en la que hay dos rectas paralelas entre si y otra
recta que no es paralela con respecto a las demds, tal como se muestra en la
imagen de abajo.

/

3
e

Figura 1.26: Angulos en rectas paralelas

Una propiedad entre los dngulos o y 3 es que son idénticos. Es decir:
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a=p

1.7.5 Similitud de Triangulos

Si tomamos un tridangulo y duplicamos todos sus lados, ;qué ocurre con sus
angulos internos? A primera vista puede parecer dificil de imaginar, pero en
realidad es bastante simple.

Toma cualquier tridngulo en este PDF y hazle zoom. Algo importante sobre
hacer zoom es que altera todas las dimensiones por igual, es decir, si un lado
se multiplica por 2, todos los deméas también lo hacen. Al hacerlo, observa que
la forma del tridngulo no cambia, es decir, sus dngulos internos se mantienen.

De esta manera, concluimos que al multiplicar todos los lados por el mismo
factor, los angulos internos del tridngulo no cambian. De manera analoga, si no-
tamos que dos triangulos tienen los mismos angulos internos, podemos afirmar
que sus lados tienen una razén constante®, es decir, un tridngulo es simple-
mente el otro con los lados multiplicados por algun factor k.

Cuando esto ocurre, decimos que los tridngulos son similares. Hay maés
de un caso de similitud, pero no aparecen en las olimpiadas, por lo tanto solo
abordaremos el caso en el que los dngulos son iguales.

Notese que, como la suma de los dngulos internos de un tridngulo es fija,
si probamos que dos angulos son iguales, el tercero necesariamente también
lo serd. Normalmente, para demostrar la igualdad de los dngulos usamos los
hechos mostrados en las dos tltimas subsecciones, como veremos en los préximos
ejemplos.

Ejemplo 32

Dados los dos tridngulos de abajo, calcule E'F.

50° 30°

100°

35Mostrar esto estd fuera del alcance de este libro, pero si te gusta la Matematica intenta
usar el Teorema de Tales.
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Solucion

Primero, vamos a calcular el angulo interno faltante en AABC. Sabemos
que la suma debe ser 180°:

ABC + ACB + BAC = 180° = ABC + 30° + 100° = 180°

= ABC = 50°

Por lo tanto, vemos que dos angulos entre los triangulos coinciden. Luego,
son semejantes y podemos encontrar la razén de sus lados. Primero, es impor-
tante identificar los lados correspondientes. Para ello, basta observar el angulo
opuesto al lado. AC' es opuesto al dngulo de 50°, entonces su correspondiente
es DF. De manera analoga, BC'y FF también lo son. Finalmente, podemos
escribir:

DF FEF EF 9

AC " BC T 10 6

-~ [EF=15)

Ejemplo 33
Dado que AB// DE, encuentre DE.

E
9
A
C
5
3
B D

Solucion

Primero, note que ACB = DCA‘EZ ya que son opuestos por el vértice. Ahora,
dado que AB// DE, vemos que BAC = EDC.
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Asi, ya que dos angulos son iguales, podemos afirmar que los tridangulos son
semejantes. Luego:

BC _CE

- [DE=15]

AB _DE DE 5
9 3

1.7.6 Circulo y Circunferencia

Un circulo es un conjunto de puntos que equidistan de un mismo origen.
Estudiaremos cinco tipos de longitudes en la circunferencia: cuerda, didmetro,
radio, perimetro y arco.

Primero, una cuerda es cualquier segmento que une dos puntos de la misma
circunferencia, como se muestra en la imagen de abajo. Son segmentos secantes
a la circunferencia, ya que pasan por dos de sus puntos. Cabe destacar que
las rectas que pasan solo por un punto de la circunferencia se llaman rectas
tangentes.

Figura 1.27: Los segmentos AB, CD, EF, GH y I.J son algunos ejemplos de
cuerdas.

Ademis, se define didmetro como la cuerda de mayor longitud posible en
una circunferencia, como el segmento EF en la figura 1.27. Asimismo, el radio
es la distancia entre el centro de una circunferencia y cualquiera de sus puntos.
Puede observarse que la longitud del didmetro equivale al doble de la longitud
del radio. Véase la imagen de abajo:
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Didametro

Figura 1.28: Radio y didmetro

Finalmente, el perimetro C de una circunferencia es la longitud de su
contorno. Por ejemplo, si colocdramos un cordel alrededor de una circunferencia
cubriendo todo su contorno, la longitud del cordel seria igual al perimetro. Por
argumentos de dimensionalidad, se puede inferir que C' o« D, es decir, si el
didmetro de una circunferencia se duplica, su perimetro también se duplica.

C
Asi, la razén ) es independiente de los valores individuales de C' o D y vale:

= =n=[C=2mn]

Donde 73¢ es una constante cuyo valor es aproximadamente 7 ~ 3,14159....
Cabe destacar que las calculadoras cientificas tienen guardado el valor de ,
por lo que no es necesario memorizarlo.

Ejemplo 34
Durante un periodo de 30 minutos, Magda recorrié 5,0 km. Suponiendo que
su velocidad fue constante durante el recorrido, con las ruedas a una cadencia de

80 rpm (rotaciones por minuto), calcule el didmetro de la rueda de la bicicleta
de Magda.

36Los primeros valores de la constante m fueron dificiles de obtener. En 250 a.C.,
Arquimedes crea el Método de la Exhauscidén, que consistia en inscribir un poligono
de n lados en una circunferencia y circunscribir la circunferencia en otro poligono de n lados.
Este método fue usado por muchos matematicos a lo largo del tiempo. Ludolph van Ceulen
fue uno de los ultimos matematicos conocidos en usar este método. Trabajé con un poligono
de 252 lados y obtuvo una precisién de 15 decimales, tomando cerca de 30 afios para realizar
los célculos. Este método cay6 en desuso tras Newton desarrollar un método mucho mas
eficiente para calcular el valor de 7, siendo una de sus grandes conquistas.
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Solucién

Como este recorrido duré 30 minutos, las ruedas rotaron 80 - 30 = 2400

veces. Montando una regla de tres entre rotaciones y distancia:

Rotaciones Distancia recorrida (m)

1 C
2400 5000
25 C 25

c d=—="220,66m

===
12 T 127

Finalmente, analizamos el arco de una circunferencia, que es el segmento
que une dos puntos de la circunferencia pasando por su perimetro, como se

muestra en la imagen de abajo.

Figura 1.29: Arco de circunferencia

Donde 6 es el angulo referente al arco AB y L su longitud. Observe que el
perimetro de una circunferencia puede interpretarse como un arco de ¢ = 27
radianes (o 360°), es decir, podemos usar una regla de tres para encontrar el

valor de L:

e En radianes:
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e En grados:

L_00 T
C  360° 180

Se utiliza el término circulo para referirse al drea delimitada por el perimetro
de una circunferencia. Una forma simple de deducir el drea de una circunferencia
de radio R puede ilustrarse en la imagen abajo:

@ ) R

Figura 1.30: Deduccién del drea del circulo

Podemos dividir el circulo en infinitos tridngulos infinitesimalmente pe-
quenos de altura R y base x,. Asi, el area del circulo sera la suma de las

areas de cada triangulo formado. En el caso del tridngulo de la figura, su drea
1R
vale A; = 12 . Se pueden formar otros tridngulos, también de bases in-

finitesimales (z2, 3, ..., 2,), para completar el circulo. Ademds, observe que
1+ 22 + x3 + ... + T, = 27R, ya que la suma de las bases de los infinitos
tridngulos es el perimetro del circulo.

El drea A del circulo serd numéricamente igual a la suma de las dreas de
cada tridngulo de base infinitesimal. Matematicamente:
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A=A+ A+ A3+ ...+ A,

.’El‘R .’EQ‘R l’g'R .TnR
A=
2 + 2 + 2 toet 2

R
A= 5(1‘1 —|—.Z‘2—|—.’L‘3—|-...+J}n)
R

7 IR

Es decir:

Cabe destacar que duplicar el radio de una circunferencia hace que su
didmetro y perimetro se dupliquen, pero el area se vuelve cuatro veces mayor.
Esto es consecuencia directa de la dimensién del area, que es longitud al cua-
drado.

Asi como calculamos la longitud de arcos, que son “pedazos” del perimetro,
podemos calcular el area de sectores circulares, que son los “pedazos” del
area total del circulo. Sea S el drea de un sector asociado a un dngulo 6, donde
un @ = 27 estd asociado al 4rea total, mR2?, podemos usar reglas de tres para
encontrar su valor:

Figura 1.31: Sector circular

Relacionando:

e En radianes:
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S 0 [rad B R?
{A_ o = S =0 [rad]- 5
e En grados:
S_0U _ls- T g B2
A 3600 360
Ejemplo 35

Desde el centro de una tarta circular se retira una porcién (sector circular)
que corresponde al 35% del total de la tarta. Calcule el 6 asociado a esta

porcién.



1.7. GEOMETRIA ELEMENTAL 89

Solucion

Basta montar una regla de tres entre dngulo y porcentaje,

Angulo Porcentaje

0 35%
360° 100%
35
=360° - —— = 126°
0= 360° 1 =126

Finalmente, vale recordar las unidades de medida de dangulos. Ademas del
grado y el radidn, podemos usar segundos de arco [’] y minutos de arco
[']. Sus conversiones son muy simples:

1° = 60’ = 3600" |

De manera andloga:

Finalmente, tenemos la clasica relacién:

mrad = 180°

1.7.7 Areas y Volimenes

En la imagen a continuacién se representan algunas expresiones para el
perimetro (C), el drea (A) y el volumen (V') de algunos sélidos y figuras.
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3 |
w /N
h

b
A=nr? A=lw A:%bh
C=2n1
b G a
a b
¢t =a? + b? Azlabsena

2

)
W
/

V = {wh V =rrth
V:§ :§7rr :—(’wh

Figura 1.32: Areas y voltimenes de sélidos y figuras

Podemos deducir la quinta expresion a partir de la tercera. Observe:

|
A
o[
b

Figura 1.33: Deduccién del area del tridngulo
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b
Sabemos que A = CR Sin embargo, tenemos que sena = — = h = asena.
a

Por lo tanto:

. @ _ ba sen «
2 2

1.8 Trigonometria Elemental

Como sabemos, si dos triangulos tienen los mismos dngulos internos, seran
semejantes, es decir, sus lados siguen una proporcion fija. Pero, jy si sélo uno
de los angulos es igual? ;Se podria afirmar algo? De esta y muchas dudas
sobre las relaciones entre los angulos y lados de un tridngulo, surge el estudio
de la Trigonometria. En esta seccién veremos lo necesario de esta area para
Astronomia.

1.8.1 Teorema de Pitagoras

Primero, es necesario repasar el Teorema de Pitagoras, ya que los tridngulos
rectangulos desempenan un papel importante en Trigonometria. Hay varias for-
mas de demostrarlo, los pasos a continuacién son solo para ilustrar el Teorema.

b a

Figura 1.34: Cuadrado de lado ¢ dentro de uno de lado a + b (el cuadrado rojo
torcido da la impresiéon de que la figura esta torcida, pero en realidad los lados
del cuadrado azul estdn paralelos a la pdgina).

El 4rea del cuadrado azul es simplemente (a + b)2. Sin embargo, también
podemos escribirla como el area del cuadrado rojo maés los 4 tridngulos de base
y altura a y b. Asi:
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(a+b)2:(:2+4><%b

Abriendo el binomio:

a® +2ab+ b =2 +2ab

=[a+p=2]

Es decir, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos.

1.8.2 Relaciones Trigonométricas en el Triangulo Rectangulo

Revisado el tridngulo rectangulo, podemos pasar a la definicion de las fun-
ciones trigonométricas.

Supongamos un tridngulo rectangulo con catetos a y b, hipotenusa c y
angulos internos « y 3, como se muestra a continuacion:

j

b

Figura 1.35: Representaciéon del tridangulo en cuestion.

Definimos las funciones seno (sen), coseno (cos) y tangente (tan) de un
angulo como:



1.8. TRIGONOMETRIA ELEMENTAL 93

Cateto Opuesto b
senq = ————— = —
Hipotenusa c
Cateto Adyacente a
cosa = . = -
Hipotenusa c
Cateto Opuesto b
tana = = -
Cateto Adyacente a

En este caso, escribimos para el dngulo «. Recuerde que ”adyacente”significa
”vecino” o ”cercano”.

Existen varios mneménicos para recordar la definiciéon de cada funcién que
se pueden encontrar facilmente en Google, no mencionaremos ninguno aqui,
pero es recomendable buscar alguno para fijar los conceptos — con la préctica
ya no seran necesarios.

Presentadas las definiciones, quizas se pregunte cudl es su relevancia. Re-
cordando los criterios de semejanza, basta con que dos angulos sean iguales
para que los tridngulos sean semejantes. De esta forma, al comparar tridngulos
rectangulos, sabemos que tienen un dngulo de 90°, es decir, si observamos que
también poseen un dngulo «, serd semejante al tridngulo de la figura 1.35. Como
las funciones trigonométricas se escriben en funcién de la razén de los lados,
sabemos que seran constantes para cualquier tridngulo rectangulo con dngulo
Q.

Por ejemplo, si tenemos un tridangulo rectangulo con cada lado siendo el
doble del tridngulo original, el seno de « atn seria:

2b b
sena = — = -
2¢ ¢
Y es ficil ver que lo mismo ocurriria con el coseno y la tangente (o para
cualquier k por el que multiplicdramos el lado).

1.8.3 Propiedades Trigonométricas

Ahora que tenemos una base de dénde provienen las funciones trigonométricas,
podemos explorar algunas propiedades.
Angulos Complementarios

La propiedad més simple de ver es la de los dngulos complementarios (suman
90°). Por ejemplo, en la figura 1.35 a y § son complementarios. A partir de
esto, es facil ver que el ”lado opuesto”’para « es el ”lado adyacente”para 5 y
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viceversa. Asi, si escribiéramos sus senos y cosenos, veriamos que se invierten,
es decir:

sena = cos By cosa = senf

Ademas, como el "opuesto”y ”adyacente’se invierten en este caso, la tan-
gente también se invierte, es decir, se eleva a —1. Por lo tanto, aprovechando
que o + S = 90°:

sen« = cos (90° — )
cos o = sen (90° — )
1

tanq = —————
M= fan (90° — )

Tangente y la Relacion Fundamental de la Trigonometria

Ahora, para ver algunas otras propiedades, es necesario modificar un poco el
tridngulo de la figura 1.35. Como se discutié, multiplicar (o dividir) los lados del
tridngulo por algin factor no altera las propiedades trigonométricas del angulo.
Asi, dividamos los lados por la hipotenusa c¢. Con esto, ahora la hipotenusa
vale 1 y los catetos b/c y a/c o, en funcién de a:

COS

j

sen «

Figura 1.36: Triangulo rectangulo con hipotenusa 1.

A partir de esto, concluimos dos cosas. Primero, viendo la tangente de «,
tenemos:
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Ademis, aplicando el Teorema de Pitagoras:

sen?a +cos’a =1

Esta tltima ecuacién es tan importante que recibe el nombre de Relacion
Fundamental de la Trigonometria.

Suma y Resta de Arcos

Ahora, podemos ver cémo proceder cuando tengamos un seno de la suma de
dos éngulos, por ejemplo sen (a + ). Para ello, considere un tridangulo AABC
con lados BC = ay AC = b y altura AD, como en la figura 1.37.

] A
D bsen (8

a sen o

Figura 1.37: Tridangulo con el dngulo A dividido en dos por la altura.

Note que sena = % = BD = B(C'sena = asena y, de manera analoga,
AD = bsen 8. Ademads, haciendo el mismo proceso con los cosenos, vemos que

h=acosa =bcosf (1.3)

Ahora, la idea es escribir el drea del tridngulo de dos maneras diferentes y
luego compararlas. Dado que el dngulo BC A vale o + 3, podemos escribir su
area como:

1
A= §absen (a+p)

Ademids, podemos calcularla también de la manera estdndar como la mitad
del producto de base por altura. Note que la base es AB = BD + AD, es decir,
AB = asena + bsen 8 y la altura es h:

1
A= 5(asena+bsenﬂ)h
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Tgualando las expresiones para el area y usando la ecuacién 1.3:

1 1
iabsen (a4 8) = i(a sen a + bsen §)bcos

Cancelando el factor b/2 e isolando el seno de « + 3:

b
sen (a+ ) = senacos B + — cos Ssen 3
a

Nuevamente, por la ecuacion 1.3, note que podemos dividir ambos lados por
a 'y vemos que:

b
—cos 3 = cosa
a

Por lo tanto, finalmente llegamos a que:

‘sen(oz—kﬂ) = senozcosﬂ—i—senﬁcosoc‘

Para encontrar el coseno de la suma de arcos, podemos usar la Relacién
Fundamental de la Trigonometria:

cos(a+ ) =+/1 —sen?(a+ f)

Sustituyendo el seno de la suma:

cos(a+f3) = \/1 —sen2 acos? B — sen2 B cos? o — 2sen v cos 3 sen 3 cos a

Para no ensuciar demasiado, primero desarrollemos solamente la parte 1 —
sen? acos? § — sen? Bcos? a. Para ello, sustituimos 1 por la suma del seno y

coseno al cuadrado de a:

2

1 —sen? awcos? B —sen? fcos? o = sen? a + cos? a — sen? a cos? 3 — sen? S cos? a

Sacando en evidencia sen? o y cos? a:

2

1 —sen® avcos® B — sen? B cos? a = cos® a1l — sen? B) 4 sen” a(1 — cos? j3)

Nuevamente, ya que 1 = sen? 8 + cos® 3

1 —sen? avcos? B — sen? 3 cos? v = cos® avcos? B + sen? asen? B

Sustituyendo de nuevo en la raiz:

cos(a+ ) = V/cos? acos? B + sen? asen? 8 — 2sen avcos B sen B cos a
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Reorganizando los términos:

cos (a4 B) = /(cos acos 3)2 — 2(cos o cos B) (sen asen 3) + (sen asen [3)2

Asi, finalmente:

‘cos(a—i—ﬁ) :cosacosﬁ—senasenﬁ‘

Por motivos que se aclararan pronto, el coseno satisface la condicién cos (—z) =
cos (z), siendo llamado funcién par. Mientras que el seno satisface la condicién
opuesta, es decir, sen (—z) = — sen (), siendo por lo tanto funcién impar3”

37La motivacién de estos nombres viene de los exponentes de funciones pares e impares méas
ficiles de ver. Por ejemplo (—x)2 = 22 y (—x)3 = —23. Note que la paridad del exponente
satisface el nombre de su propiedad, es decir, 2 es par y 3 es impar, tal como dice la propiedad.
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Sabiendo esto, podemos encontrar el seno y coseno de la diferencia haciendo:

cos (a+ (—f)) = cosacos (—f) — sen acsen (—f3)

{sen (a+ (=) =senacos (=) + sen (—5) cos a
B _

Resumiendo,

sen (o £ ) = senacos £ sen 3 cos «

cos (o = ) = cosacos f F sen asen 3

El F significa que cuando el + sea +, serd — y cuando sea —, serd +.

En especial, si usamos o = 8 = 6, podemos encontrar el seno y coseno del
arco doble:

sen (20) = 2sen 6 cos 0

cos (26) = cos? @ — sen? 0

1.8.4 Circulo Trigonométrico

Cuando se introdujeron las funciones trigonométricas, quizas noté que esta-
ban limitadas a d&ngulos menores que 90°. Para definirlas para cualquier a&ngulo
y, por ende, para cualquier nimero real®®, es decir, producir de hecho una
funcién, debemos usar el llamado circulo trigonomeétrico.

Primero, debemos recordar cémo encontrar la distancia de un punto a la
origen del sistema de coordenadas.

Dado un punto P cualquiera con coordenadas (x, y), como en la figura 1.38,
podemos encontrar su distancia r a la origen aplicando Pitagoras.

38Recuerde que un dngulo en grados puede transformarse en un nimero real si lo colocamos
en radianes.
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P =(z,y)
Y [ .
r |
e
Figura 1.38: Punto P cualquiera en el plano cartesiano.
Asi:
P2 — 2 o2

Ahora, note que lo que hicimos fue encontrar r para un = y y dados, pero
en lugar de eso, podriamos fijar r, es decir, la distancia de un punto a la ori-
gen, y luego encontrar los x y y. Obviamente, como esto es un sistema de dos
variables con solo una ecuacién, no encontraremos x e y fijos, sino un conjunto
infinito de ellos. Sin embargo, no es un conjunto arbitrario de puntos, son todos
los puntos que estan a una distancia r de la origen — también conocido como
circunferencia de radio r con centro en la origen.

Esto es interesante, pues por la Relacién Fundamental de la Trigonometria,
sabemos que (sen )2 + (cos6)? = 1, es decir, si decimos que un eje es sen 6 y el
otro cos#, forman un circulo de radio 1 — el llamado circulo trigonométrico.

Para ver cudl eje es cudl, recuerde nuestra definicion inicial de seno y coseno:
si definimos # como el 4ngulo que el punto forma con la origen?, el eje = seria
el "lado adyacente”y y el ”lado opuesto”, asi que podemos dibujar:

39No el punto en si, sino el segmento que lo une con la origen.
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Sen @ [r---mmmmmmmmmmmneee ;

cos

Figura 1.39: Representacion de 6 en el circulo trigonométrico.

Asi, si queremos encontrar, por ejemplo, el seno de 135°, no necesitamos
preocuparnos por cémo seria un tridngulo rectangulo con un angulo interno
de 135°, basta tomar la coordenada y del punto que forma 135° en el circulo
trigonométrico.

Note que, debido a la simetria del circulo, podemos encontrar los valores de
seno y coseno de cualquier angulo si conocemos solo los valores de uno de sus
cuadrantes. La figura 1.40 lo muestra. El secreto es reflejar el punto sobre los
ejes y y x, ya que esto mantiene su seno y coseno (al menos en médulo) por
simetria.

Figura 1.40: Al reflejar, mantenemos el dngulo y, por lo tanto, la altura (seno)
y la proyeccién horizontal (coseno) se mantienen.
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Debemos tener en cuenta que cuando el valor esta a la izquierda del eje vy,
x (coseno) es negativo, y cuando estd debajo del eje x, y (seno) es negativo. A
partir de la figura 1.40, podemos encontrar algunas relaciones:

sen (180° — a) = sen« cos (180° — @) = —cos
sen (180° 4+ ) = —sen« cos (180° + a) = —cos
sen (360° — o) = —sen« cos (360° — o) = cos «

Note que si no recuerda estos valores, son faciles de obtener usando las
férmulas de suma y resta de arcos, observando que sen 180° = sen360° = 0 y
cos 180° = cos 360° = 1.

También hay el caso de dngulos mayores que 360°. Cuando esto ocurra,
basta con notar que si restamos una vuelta completa, su seno y coseno no cam-
bian. Por ejemplo, el seno de 420° es exactamente igual al de 420° —360° = 60°,
es decir, sumar o restar una vuelta es lo mismo que sumar o restar 0*°

Este hecho nos permite observar una propiedad interesante: si restar 360°
no cambia el dngulo, sabemos que (360° — a)) — 360° = —a, es decir:

sen(—a) = —sena y cos(—a)=cosa

que justifica la propiedad de paridad de la funcién seno y coseno usada en
la demostracién de la suma de dngulos.

1.8.5 Otras Funciones Trigonométricas
Reciprocas

Para no haber confusiéon con las funciones inversas, se decidié crear las
funciones trigonométricas que son el reciproco (en lugar de z, es 1/x) de las ya
introducidas, a saber secante (sec), cosecante (csc) y cotangente (cot) como:

seca =

1
COoS v

CcSsCc oy =

1
sen av

cota =

tan «

Observe que hay un pequeno “truco”, aunque se llame secante es el inverso
del coseno y aunque sea cosecante, es el inverso del seno, pero con el tiempo
se acostumbrard.

Es posible definir estas funciones en el circulo trigonométrico, sin embargo
no es algo que aparezca en las olimpiadas, por lo tanto no lo demostraremos
aqui.

40Piense que es lo mismo que sumar 12 horas en un reloj de manecillas, no cambia la hora
que marcan las agujas.
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Inversas

Como se discutié brevemente en ecuaciones de primer grado, para resolver
ecuaciones en general es necesario aplicar funciones inversas para poder aislar
la variable. Con esto en mente, se definieron las funciones arco seno (arcsen o
sen—1), arco coseno (arccos o cos~!) y arco tangente (arctan o tan~—!) como
las inversas de sus respectivas funciones trigonométricas.

Note que aunque tenga un exponente —1, sen™! # ﬁ Este “exponente”
viene de la notacién de funciones inversas: la funcién inversa de una funcién
f(x) se escribe como f~1(x).

Asi, si un dngulo x tiene coseno igual a a, podemos decir:
_ _ -1
cosx = a = x = arccos (a) o cos " (a)
Y para sen~! y tan—! el procedimiento es andlogo.

Sin embargo, como vimos, més de un d4ngulo posee un determinado coseno®!,
por lo que es importante tener algunos cuidados, que veremos a continuacién.

1.8.6 Ecuaciones Trigonométricas

Por la figura 1.40, vemos que los angulos 6 y 180° — 6 poseen el mismo
seno y 6 y 360° — 6 poseen el mismo coseno. Por lo tanto, si tenemos una
ecuacién cosz = 1/2, la respuesta no es solamente x = cos~1(1/2) que la
calculadora darfa = 60°, sino = cos™1(1/2) 0 360° — cos~1(1/2), es decir,
x = 60° o 300°. De manera mas general:

60° + 360° - n
300° 4 360° - m

Donde m y n son un nimero entero cualquiera.

De manera andloga, si resolviéramos sen x = 1/2, tendr{amos:

30° 4 360° - n
150° 4 360° - m
Para la tangente es menos directo de ver. En este caso, queremos que la

razén sen/cos sea igual. Observando nuevamente la figura 1.40, vemos que esto
ocurre para 180° 4+ 6. Asi, resumiendo los datos:

senr =a=x=sen ' (a)+2mno m—sen '(a)+2mm
cosx =a=x =cos ' (a)+2mn o 21 —cos” ! (a) + 2m

tanxz = a = x = tan '(a) + 2mn o 7+ tan"'(a) + 2m

41En realidad son infinitos, basta sumar una vuelta indefinidamente.
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OBS.: Colocamos los valores en radianes para una mejor visualizacién de la
tabla.

Siempre que se resuelva una ecuacién trigonométrica, no olvide compro-
bar si estos valores adicionales tienen sentido. En general, como un tridngulo
esférico no puede tener ni lados ni dngulos internos mayores que 180°, este for-
malismo para la tangente y el coseno acaba siendo innecesario.*? Sin embargo,
es importante comprobar si la solucién con 180° — 6 para el seno tiene sentido.

Ejemplo 36
Calcule el tiempo que Rigel (8 Ori) permanece en el cielo en Sao Paulo (¢ =

23°37', A\ = 46°38'), sabiendo que sus coordenadas ecuatoriales son ORigel =
—8°12/ Y QRigel = 5h15m.

Solucién

Como veremos en Astronomia de Posicién, el angulo horario cuando el astro
estd en el horizonte (z = 90°) es:

cos H = —tan¢tand

cos H = —tan (23°37') tan (—8°12") = 0,063

En este punto, debemos pensar un poco. El arco coseno de 0,063 es 86°23" =
5h 45min*®. Es facil ver que no es necesario sumar o restar una vuelta (que en
este caso serfa 24h), pues volverfamos al mismo lugar (ademads de que saldrfamos
de la convencién —12h < H < +12h). Sin embargo, es necesario evaluar la
opcién 24h — 5h 45min + 24h - m, mas especificamente para m = —1. Haciendo
esto, encontramos H = —5h 45min, que esta dentro de la convencién del dngulo
horario. Pero jpor qué hay dos posibles respuestas para el dngulo horario?
JErramos el cdlculo? La respuesta es que no. En realidad, es muy simple.
Durante el dia, el astro estara en el horizonte dos veces - al salir y al ponerse.
Por lo tanto, dado que tenemos los dngulos horarios de salida y puesta, podemos
calcular la duracién sobre el horizonte como:

At = |Hpyesta — Hsatida|** = 5h 45min — (5h 45min)

= [ At = 11h 31min]|

42 Aunque para el coseno, como podemos tener el dngulo —0, es relevante dependiendo de
la convencién de signos, como veremos en un ejemplo préximo.

433i no sabe cémo hacer esta conversién en la calculadora, consulte la seccién de Angulos
en la Calculadora.

44Colocamos el médulo, pues a veces puede ocurrir que se use la convencién 0h < H < 24h
y en ese caso el angulo horario de salida serfa mayor que el de puesta.
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Ejemplo 37

Un satélite colector de luz estd en una 6rbita circular de radio r = 6880 km,
resultando en un periodo de P = 94,6 min. Sabiendo que el radio Rg de la
Tierra es 6380 km y considerando que la 6rbita de la Tierra alrededor del Sol
estd alineada con la dérbita del satélite, calcule el tiempo que el satélite recibe
luz del Sol a lo largo de un periodo.

Solucion

Este ejemplo es igual a uno de los ejercicios finales. Por lo tanto, intente
resolverlo antes de ver esta discusion.

Lo ponemos aqui para comentar una resolucién que lleva a errores si el
alumno no tiene cuidado al aislar la variable dentro del seno. Como se resol-
verd en la resolucion al final del capitulo, hablaremos sélo del posible error que
la construccion geométrica podria generar.

Si quisiéramos encontrar directamente el dngulo en el que la orbita esta
iluminada, la construccién seria:

Raios

Solares

Figura 1.41: Representacién del problema. Observe que la linea punteada gris
divide el dngulo # a la mitad, por lo que el dngulo inferior es 180° — 6/2 - el
superior es igual por ser rectas paralelas.

Para encontrar 0:

sen (180° — 0/2) = g
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Para simplificar, recuerde que sen (180° — 0/2) = sen (6/2):

f=2sen! (R> =136°
r

Aplicando una regla de tres, esto nos daria un intervalo de tiempo iluminado

de:
136°

360
Sin embargo, la respuesta correcta es 58,9 min. ;Dénde nos equivocamos?

At

x P =37,5min

El problema ocurrié al aislar 6/2, aunque su seno de hecho sea R/r, su
valor no es necesariamente sen~!(R/r), como ya vimos. Es decir, olvidamos
considerar la posibilidad de que /2 podria ser 180° — sen™!(R/r). Haciendo
los célculos para este caso:

=2 (180° —sen! <R>) =924° = At =t =
T

= | At = 58,9min

La duda que queda ahora es: jcémo evaluariamos qué angulo elegir en un
examen si no conocemos la respuesta correcta? Para saber cual angulo es el
correcto, es necesario analizar la situacién y ver qué angulo tiene sentido - de
la misma forma que descartamos una solucién donde la distancia es negativa al
resolver una ecuacién de segundo grado, por ejemplo.

224°
360°

x P

En este caso, debemos notar que 6 es necesariamente mayor que 180°. Esto
ocurre porque, independientemente del radio de la dérbita (siempre que sea
mayor que el radio terrestre), es imposible que la Tierra haga sombra en su
lado izquierdo, es decir, la parte iluminada debe describir un dngulo mayor que
la mitad de una vuelta, es decir, 180°.

Otra manera de verlo es notar que 180° — 6/2 debe ser menor que 90°, por
el tridngulo rectangulo construido, y esto sélo ocurre para el caso correcto.

1.8.7 Ley de Senos y Ley de Cosenos

Tal vez después de toda esta discusion sobre la base de la trigonometria
aun le quede la duda de por qué esto es tan 1til si sélo vale para tridngulos
rectangulos.

La respuesta es que, al trazar la altura de un tridngulo, podemos formar un
tridngulo rectdangulo dentro de él. A partir de esto, podemos utilizar las defi-
niciones vistas en las subsecciones anteriores. Conclusién: podemos formular
ecuaciones que valen para cualquier tridngulo. Ahora, veremos dos de estas
relaciones, la Ley de Senos y la de Cosenos.
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Ley de Senos

Dado un tridangulo AABC' genérico, podemos trazar su altura h y formar
dos triangulos rectangulos, como se muestra a continuacion.

B ﬁ (% A

Figura 1.42: Observe que podemos hacer esta construccién con cualquier

triangulo.

De manera similar a lo que hicimos en la deducciéon del seno de la suma de
arcos, podemos escribir la altura A de dos formas:

h=asenf =bsen«

Dividiendo ambos lados de la ecuacién por ab:

a b

sena  senf’

Que es la Ley de Senos. Es decir, para cada tridangulo, la razén entre el lado
y el seno de su dngulo opuesto es constante.*®

De manera més intuitiva, podemos ver la Ley de Senos como:

450bserve que si hacemos el procedimiento con otra altura del tridngulo, obtenemos la

misma relacién, pero esta vez con el otro lado.
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a

Figura 1.43: Tridngulo

a b c

senA senB senC

Normalmente se usa cuando tenemos 2 dngulos (o lados) y 1 lado (o d4ngulo)
y queremos otro lado (o dngulo), como veremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 38

Encuentre los posibles dngulos Marte-Sol-Tierra (es decir, el Sol es el vértice),
cuando la elongacién®® de la Tierra vista desde Marte es 30°. Considere que la
distancia Tierra-Sol es ap = 1U.A. y Sol-Marte ap; = 1,52U.A..

Solucion

La parte mas dificil de esta cuestion es comprender el esquema. Esencial-
mente, queremos fijar Marte en un punto y ver dénde puede estar la Tierra. La
figura a continuacién retrata la situacion.

46Gi aitin no ha visto este concepto, consulte el apéndice de Configuraciones Planetarias.
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Marte

Figura 1.44: Representacién de la configuracién. No marcamos los angulos
pedidos en la figura para no sobrecargarla.

Antes que nada, observe que hay dos puntos que satisfacen la elongacién de
30° - como era de esperar, ya que el enunciado habla de “los angulos”. Ademds,
note que incluso si extendiéramos 30° hacia la izquierda, no tendriamos angulos
nuevos, pues, por simetria, la situacion seria igual, sélo reflejada.

Ahora, debemos identificar lo que queremos. Segun el enunciado, el dngulo
pedido es Marte - Sol - Tierra. Sea ( el angulo con Tierra; y « el angulo con
Trierras.

Tenemos 2 lados y un angulo y queremos otro angulo - debemos aplicar Ley
de Senos. Sin embargo, hay que tener cuidado, no podemos aplicarla directa-
mente, pues el lado ap; no es opuesto al dngulo 8, o ni 8. Para el tridngulo con
Tierrag, es opuesto a 180° — (o + 6) y para el de Tierra; a 180° — (8 + 6).

Antes de montar la Ley de Senos, observe que sera exactamente igual para «
y B (solo cambiando que uno serd « y otro 3, claro). ;Significa que o = 87 jNo!
Significa que uno de ellos es la solucién con sen™! y el otro con 180° — sen™?,

como ya discutido. Entonces:

ar - apnr
senf  sen(180° — (o + 6))
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Recordando que sen(180° — (v + 60)) = sen(a + 6):

ar an aps send
= = 0) = ———
senf  sen(a + 0) sen(a +6) ar

Tomando el cuidado mencionado anteriormente y ya restando 6 de ambos

lados:
o — sen-1 <wsen@> _a
ar
B =180° —sen~! (aM sen9> -0
ar

=|a=20° y B=100°

Ley de Cosenos

Como se pudo ver, la Ley de Senos se ocupa de situaciones en las que los
lados y los dngulos estan en pares. La Ley de Cosenos, en cambio, es 1til cuando
queremos conocer todos los lados de un tridngulo, pero solo tenemos un angulo.
Como se dijo, el primer paso es tomar el tridngulo y trazar su altura, como se
muestra a continuacion.

C

bsen «

A bcos D B

C

Figura 1.45: Construccion similar a la anterior, pero esta vez con todos los
lados.

Note que formamos un tridngulo rectangulo ABCD con catetos bsena y
¢ — bcosa, y hipotenusa a. Asi, aplicando Pitagoras:

a? = (bsena)? + (¢ — beosa)? = b? sen”® a + ¢ — 2bc cos o + b? cos?
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Usando la Relaciéon Fundamental de la Trigonometria:
a? = b? — b cos?a + ¢ — 2becos o + breos® o
Reorganizando los términos:
a® =b? + ¢* — 2bccos a

Lo que es la Ley de Cosenos. Es decir, es un Teorema de Pitdgoras con
una correccién de dos veces los “catetos” multiplicados por el coseno del angulo
opuesto a la “hipotenusa”.

Resumiendo,

a

Figura 1.46: Triangulo

a? = b2 4 ¢ — 2bccos A
b2 =a? 4+ % — 2accos B

A =a%+b%—2abcosC

Ejemplo 39

(Adaptado de Vinhedo) Con los datos siguientes, calcule la distancia de
Altair a Vega.

Estrella Vega Altair
Ascensién Recta | 18h36m 57s | 19h 50m 48s
Declinacién 38°47'9" 8°52'14"

Paralaje 130 mas 195 mas

OBS.: “mas” es un milésimo (1073) de segundo de arco.
Consejo 1: la separacién angular D entre dos estrellas se da por:

cos D = sen §1 sen 03 + cos d;1 cos dg cos Aw
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Donde § son las declinaciones y A« la diferencia entre las ascensiones rectas.
Consejo 2: la distancia d, en parsecs, de un cuerpo hasta nosotros dada su
paralaje 7w en segundos de arco es:

1
d= -
™

Solucion

Primero, encontremos la distancia de cada estrella a nosotros:

1

dy = — = dy = 7,68 pc
TV
1

dp=— =ds =5,13pc
TA

Note que el subindice V' corresponde a Vega y A a Altair.
Ahora, calculando la separacién angular entre ellas:
cos D = sendy send g + cosdy cosdg cos(ay — aa)
cos D = 0,827 = D = 34°11'45"
Formando el tridngulo Tierra-Altair-Vega:

Terra

da

Altair

Vega

Figura 1.47: Observe que el dngulo Altair-Tierra-Vega es igual a la separacién
angular de los astros.

Asi, podemos encontrar la distancia solicitada con la Ley de Cosenos:

2% = d?, 4+ d4 — 2d ady cos D
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- = 1]

1.9 Problemas

1.1. (Principiante) Resuelva los sistemas de ecuaciones:

a)
dz+2)-Tx—y) =7
T(x+y)+10(x—2)=179
b)
y+2 y-4
6 2 3
4(y3— 1) C9p— 9

1.2. (Principiante) Un asteroide realiza una drbita eliptica alrededor de una
estrella de masa M. Sabiendo que la érbita posee semieje mayor a y excentrici-
dad e, podemos encontrar la velocidad v del satélite cuando se encuentra a una
distancia r de la estrella mediante la ecuacién vis-viva:

v2:GM<2—1>
rooa

Asi, calcule el valor de v cuando r = a(1 — €2).

Datos:

o M =199-10%"kg
a=1,00UA

e ¢=0,05

e G=06,67-1071" m3kg=1s72
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1.3. (Principiante) Un cientifico decide utilizar 1 g de uranio como combustible
para su carro. Sabiendo que se necesitan 5,0ug de uranio para hacer girar la
rueda del carro 1 rad, calcule cuantos segundos de arco girara la rueda después
de que todo el uranio sea consumido.

1.4. (Principiante) En un planeta, dos astronautas realizan mediciones de la
gravedad. El primero estd sobre su superficie y mide gy, mientras que el se-

gundo mide ¢’ = % Determine la distancia h del segundo astronauta hasta la

superficie del planeta.

Consejo: la gravedad ¢(r) en un punto a una distancia r de un planeta de masa
M y radio R (r > R) es:

GM
g(r) = 2

1.5. (Intermedio) Un estudiante estaba observando una estrella cuando una
nube pasé frente a ella, disminuyendo el brillo del astro. Sabiendo que F' =
Foe™ 7, donde Fy y F’ son, respectivamente, los flujos de la estrella antes y
después de la nube, demuestre que la diferencia m’ — mg entre las magnitudes
observadas de la estrella es proporcional a 7. La imagen a continuaciéon ilustra
la situacion.

< O

Fy

!

F.’

Figura 1.48: Nube pasando frente a una estrella

Consejo: La ecuacion de Pogson relaciona los flujos Fy y Fo de astros con
magnitudes m; y my mediante:

F
m1 —meo = —2,5log <F1>
2
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1.6. (Intermedio) (Adaptado de Vinhedo) Un satélite colector de luz estd en
una Orbita circular de radio r y periodo P alrededor de la Tierra, la cual posee
radio R. Considerando que la 6rbita de la Tierra alrededor del Sol esta alineada
con la drbita del satélite, calcule el tiempo que el satélite recibe luz del Sol
durante un periodo.

1.7. (Intermedio) (David Morin) Considere una estrella vibrante cuya frecuen-
cia de oscilacién v puede depender unicamente de su radio R, su densidad p y
la constante gravitacional G. Escriba la dependencia de la frecuencia en estos
parametros.

1.8. (Intermedio) Una vela solar de drea transversal A entra en una nube de
polvo. Sabiendo que la densidad numérica (particulas/volumen) de particulas
de polvo de masa m en la nube es n y que la nube mantiene su velocidad v
constante, calcule la tasa de incremento de masa en la vela. Considere que las
particulas estdn quietas y se adhieren perfectamente a la vela al contacto.

1.9. (Avanzado) Un pequeno asteroide realiza una érbita eliptica de semieje
mayor a con periodo P alrededor del Sol. Tras un evento misterioso, su semieje
mayor cambia a a’ = a + Aa, donde Aa < a. Determine la variacién AP del
periodo del asteroide.

Consejo: El periodo P se relaciona con el semieje mayor a de cualquier 6rbita
mediante la Tercera Ley de Kepler:

P2
Ezk

donde k es una constante que depende de la masa del cuerpo central.

1.10. (Avanzado) (Adaptado de IOAA) Un estudiante estd observando Venus
con su telescopio de alta calidad, obteniendo datos muy precisos. Realiza ob-
servaciones en fechas donde la distancia Tierra-Sol a es conocida y mide la fase
(porcentaje del drea iluminada) y la elongacién (dngulo entre el Sol y Venus

1
visto desde la Tierra) a de Venus. Sabiendo que la fase ¢ = 5(1 +cosf), donde

0 es el angulo entre la Tierra y el Sol visto desde Venus, calcule la distancia
Sol-Venus r para:

e a=0,9904 UA, a = 36,16° y ¢ = 20,9%

1.10 Solucion

1.1. Vamos a simplificar las ecuaciones y luego resolverlas.
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a) Reescribiendo la primera expresion:

dr+8—-Tx+Ty="7
Tr+ Ty + 10z — 20 =79

Es decir:

—3r+Ty=-1
172 4+ 7y =99
Restando las ecuaciones:

20z = —100 =

Ahora, como Ty = 3x — 1:

3z —1 14
=2l U

b) Multiplicando la ecuacién de arrlba por 6 y la de abajo por 3:

y+2-3(y—4) =2z
Ay —1) — 62 = —6

Es decir:

—2y+14 =2z
4y — 6x = -2

Multiplicando ambos lados de la primera ecuacién por 2:

—4y + 28 = 4x
4y — b6 = -2

Sumando las ecuaciones:

10z = —30 =

Asi, podemos encontrar y:

6x — 2
=22 1 g




116 CAPITULO 1. METODOS MATEMATICOS

¢) Realizando los productos de los paréntesis:

xy+2x—y—2—(zy+5r—2y—10)=0
xy—3x+4y—12— (zy—4x+ 7y —28) =0

Reescribiendo:

-3 +y+8=0
r—3y+16=0

Multiplicando la ecuacién de abajo por 3:

—-3x+y+8=0
3z -9y +48=0

Sumando las ecuaciones:

—8y = —56 =

=3y —16=21-16=5]

1.2. Sustituyendo r por a(1 — e?):

=0 (G )

Multiplicando el numerador y denominador de la segunda fraccién por
1—e%

o (it )

Es decir:

e =y
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1.3.

1.4.

Finalmente:

, GM <1—|—€2>
v = —

a 1—e2

Asi, solo necesitamos realizar la cuenta. Calculamos cada término por
separado:

1+ e2
1 —e2

~ 1,005

GM  6,67-10'-1,99-10%

~ 8
a 1,496 - 1011 ~ 8,8725- 10

Con una calculadora cientifica, podemos usar los valores exactos que aca-
bamos de calcular. Asi, obtenemos:

v =29,9km/s

Tenemos:

e 5,0-107%g equivalen a 1 rad;
e 7 rad equivalen a 180°;

e 1° equivale a 3600".

De este modo:

1rad 180°  3600”
50-1076g mwrad 1°

lg=1g-

Realizando la cuenta, la rueda del carro girara 4,1-10'° segundos de arco.

Vamos a calcular la distancia r del segundo astronauta al centro del
planeta. Tenemos:

., GM
g =—5
T

Como el primer astronauta esta en la superficie:
GM
"=

!

Sabemos que g _ —, por lo tanto:
go 3
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GM
g T2 1
go GM_3
R2

Reescribiendo:

(%)2:3:>7":\/§R

La distancia h desde la superficie del planeta hasta el segundo astronauta
es:

h=r—-R=R(WV3-1)

Tenemos, por Pogson:
F’
' —mo = —2,5log | —
m’ —myg og 2
Como F' = Fye™ ™, tenemos:

m' —mo = —2,5log (e 7)

Como log a® = blog a, tenemos:

m’' —mg = 2,57 loge

Cabe recordar que la base del log es 10 en este caso. Como se esperaba,
m’ — mg es proporcional a 7.

Para este item, necesitamos hacer la aproximacién razonable de que los
rayos de luz provenientes del Sol son paralelos entre si, gracias a la gran
distancia entre el Sol y la Tierra. Asi, el satélite no recibird luz cuando
esté en la sombra de la Tierra, de acuerdo con la figura:
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Raios Solares

Figura 1.49: Regién iluminada y oscura

Ahora que entendemos la idea del problema, podemos pasar a la parte
numérica. La siguiente imagen ilustra algunos valores relevantes:

Figura 1.50: Representacion de la situacion

Nétese que el tiempo At que el satélite permanece en la regién iluminada
es:

At 2w —20 0
— = —— = At=P(1—-—
P 2w = At ( 7r)

Por lo tanto, solo necesitamos encontrar 6. En el tridngulo rectdangulo de
cateto R e hipotenusa r, tenemos:
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senf = —

Asi:

. (R)
sen -
r
At=P|1— ————~

™

Vamos a realizar un procedimiento analogo al que hicimos al inicio del
capitulo para encontrar el periodo del péndulo. Asignando un exponente
para cada posible dependencia de v:

v o< R*Gbp¢

Ahora, vamos a analizar las dimensiones de v, R, G y p. Siendo T la
dimensioén de tiempo, M la dimensiéon de masa y L la dimension de espacio:

R =L

M - R?
Comog:GR—éG:gR

5 , podemos encontrar la dimensién de G

(g es la aceleracién de la gravedad, que posee dimensién de aceleracién

(L/T?)):

[G] — T2 — L3T72M71

Como la densidad es la masa dividida por el volumen (dimensién L3):

[)] = ML™?

Por ultimo, sabemos que la dimensién de frecuencia es el inverso del ti-
empo, luego:

v =T"
Combinando estas ecuaciones:

Tfl S L3bT72bM7b . MCL73C

De este modo, tenemos el sistema:
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—-1=-2b
O0=a+3b—3c
0=-b+c¢

1
Directamente, obtenemos b = ¢ = R4 a=0. Asi:

v/ pG

Cabe destacar que, de acuerdo con el modelo del enunciado, la frecuencia
de oscilacién no depende del radio de la estrella.

1.8. Vamos a analizar la situacién después de un tiempo At:

i \'\\

/ Area A \\ Q © f" \
i \ = , © \
[ !

|
______ ,] o I
L [ o | (e}
\ / b
\ / o \ /
A
\. / o o \ /f
\\‘ / 0, % N //
vAt

Figura 1.51: Vela pasando por una nube de polvo

Todas las particulas que estén dentro del cilindro barrido por la vela du-
rante el At serdan adheridas a ella. Note que el volumen AV de este cilindro
es:

AV = AvAt

Como la densidad numérica de particulas es n, la cantidad AN de particulas
que se adhieren a la vela en el intervalo At es:

AN = nAV = nAvAt

Como cada particula posee masa m, estas AN particulas poseen una masa:

AM = mAN = mnAvAt
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AM
Es decir, la tasa de ganancia de masa Ap o
AM
E = mnAU

Siendo P’ = P + AP el periodo tras la variacién del semieje mayor, tene-
mos, por la Tercera Ley de Kepler:

P2 Pl2

PERRE

Como P’ = P+ AP y a’ = a+ Aa, tenemos:

P?  (P+AP)?

a®  (a+ Aa)?

Este es un problema clasico en el que necesitamos usar la aproximacion
binomial: (1 + z)™ ~ 1+ na, z < 1. De este modo, reescribimos la
ecuacién anterior para aplicar esta aproximacion:

P+ AP 2_ a+ Aa 3
P o a
AP\? Aa\?

(%) (%)

Como AP <« Py Aa < a, podemos usar las siguientes aproximaciones:

TV
P )~ P

Que equivale a:

3
<1+Aa) z1+—3Aa
a a

Asi, obtenemos:

2AP 3Aa
14 ——=14+—
P a

Reescribiendo, llegamos a la respuesta final:

ap=32ap
2a




1.10. SOLUCION 123

1.10. Vamos a ilustrar la situacién del enunciado:

Figura 1.52: Situacion

Directamente, podemos usar una Ley de Senos en el tridngulo:

a r

senf  sen«

Queremos encontrar r. Como tenemos a y «, basta encontrar 6 a partir
de ¢. Por la ecuacion del enunciado:

1
o(0) = 5(1 + cos0)
Tenemos que ¢ = 0,209, por lo tanto cosf® = —0,582. Asi, tenemos dos
opciones para 6: 125,6° o 234,4°. Sin embargo, note por la Ley de Senos

que sen # debe ser positivo. Esta condicién solo se satisface para la primera
opcién de 6, luego:

0 = 125,6°

Podemos finalizar usando la Ley de Senos:




Capitulo 2

Mecanica Celeste

La curiosidad por las leyes del movimiento que rigen todos los cuerpos ha
perseguido a la humanidad desde sus inicios. La filésofa Hipatia (300 a.C.) se
preguntaba por qué las frutas caen de los arboles, pero las estrellas no caen
del cielo. Aristételes, por su parte, propuso la teoria de la caida libre y una
explicacién de por qué la sombra de la Tierra sobre la Luna durante un eclipse
lunar es aproximadamente circular. Dando un paso maés alld, Anaximandro de
Mileto! investigaba el principio de todo, el dpeiron. Por lo tanto, se percibe la
importancia del simple acto de mirar el cielo con ojos curiosos.

La mecénica celeste utiliza principios fisicos y propiedades matematicas para
explicar el movimiento de todo cuerpo sujeto a la accién de la gravedad. A lo
largo de este capitulo, desarrollaremos estas ideas en un contexto relacionado
con la astronomia.

2.1 Leyes de Newton

Durante la Gran Peste de Londres (1665-1666), los estudiantes de la Univer-
sidad de Cambridge tuvieron que regresar a sus hogares para protegerse de la
ola de muertes que azotaba Europa. Uno de esos estudiantes fue Isaac Newton
(1643-1727), quien, a los 23 anos, tuvo la cuarentena mdas productiva de todos
los tiempos: desarrolls ideas en distintos campos de la fisica y las matemadticas?,
como la dindmica, la gravitacién, la 6ptica, el calculo diferencial e integral y sus

! Anaximandro de Mileto (500 a.C.) fue el primer cosmélogo reconocido de la historia.
Para él, todo habia sido originado a partir de una materia primordial y eterna, el dpeiron;
proposicién muy similar a la Teoria del Big Bang actual, segin la cual, momentos antes de
que el Universo iniciara su expansiéon descontrolada, todo estaba unido en un tnico dtomo
primordial.

2Curiosamente, Newton inicié sus estudios en el drea de humanidades, obteniendo incluso
una licenciatura y un maéster en artes. Sin embargo, tras leer un libro de astrologia en una
feria, desperté su interés por las matematicas y la fisica. Este libro posiblemente pertenecia
al astrélogo inglés Sir Christopher Heydon (1561-1623).

124
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binomios; que mas tarde se convirtieron en libros famosos, como el Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica y Optiks.

De hecho, sus leyes de la dindmica sirvieron de base para la mayor parte de
la fisica conocida en la actualidad. Estas son®:

e 1.2 Ley: En ausencia de fuerza resultante* sobre una particula, ésta
permanece en reposo o en movimiento rectilineo uniforme;

e 2.2 Ley: La fuerza resultante aplicada sobre un cuerpo es igual a la vari-
acion temporal de su momento lineal. Si la masa del cuerpo es constante,
esta variacién del momento de la particula se manifiesta como una ace-
leracién® que apunta en la misma direccién de la fuerza resultante y es
proporcional a su moédulo:

En este sentido, la fuerza es una entidad fisica responsable de alterar el
movimiento de un cuerpo y deformarlo;

e 3.2 Ley: A toda fuerza de accién corresponde una fuerza de reaccién,
de modo que estas fuerzas siempre tienen la misma intensidad, misma
direccién y sentidos opuestos, aplicindose sobre cuerpos diferentes.

Una aplicacién practica de esto es una persona empujando un objeto: si
este estd experimentando una fuerza F', la propia persona sentird que el
objeto ejerce una fuerza F sobre ella. Veremos otro ejemplo, relacionado
con la astronomia, en la siguiente seccion.

Ley de la Gravitacion Universal

Muchos dicen que mientras Newton meditaba bajo un manzano, una man-
zana cayé sobre su cabeza y, a partir de eso, magicamente desarrollé todas sus
teorias relacionadas con la gravitacién. Aunque no existe ninguna prueba que
confirme la veracidad de esta historia, nunca se sabe si esa manzana realmente
ayudé a Newton a explicar la causa de los movimientos de los cuerpos terrestres
y celestes.

3Las Leyes de Newton no suelen ser evaluadas directamente en astronomfa, por lo que no
se dard una explicacién extremadamente detallada de ellas. Sin embargo, si el lector desea
profundizar, el libro “T'épicos de Fisica” ofrece un enfoque més completo.

4La fuerza resultante es la suma vectorial de las fuerzas que actian sobre un cuerpo. Por
ejemplo, si un bloque estd sometido a una fuerza de 10N hacia la izquierda y otra también
de 10N hacia la derecha, la fuerza resultante sobre él es nula.

5Asi como la velocidad mide la variacién de la posicién de un objeto, la aceleracién mide
la variacién de la velocidad de un cuerpo.



126 CAPITULO 2. MECANICA CELESTE

Newton concluy6 que la caida de los cuerpos en la Tierra estaba generada
por una fuerza de atraccién gravitatoria®, la cual también estaria presente en
la interaccién entre cuerpos celestes. De este modo, si existen masas en un
sistema, estas interactuaran entre si a través de la fuerza gravitatoria.

En este sentido, buscaremos una interpretacién matematica de esta con-
cepcion. Considere, en primera instancia, dos cuerpos de masa M; y My cuyos
centros estdn separados por una distancia d, tal como se representa en la figura
a continuacion:

Figura 2.1: Ley de la Gravitacién Universal

Newton mostré que la fuerza gravitatoria Fy; que actia sobre cada cuerpo
posee tres caracteristicas fundamentales:

e [, apunta en la misma direccién de la linea que une los centros de los
cuerpos;

e La fuerza que actiia sobre cada cuerpo posee el mismo médulo y direccién
que la fuerza que acttia sobre el otro, pero con sentido opuesto’, por ejem-
plo, la fuerza sobre el cuerpo morado apunta hacia la derecha, mientras
que la fuerza sobre el cuerpo verde apunta hacia la izquierda.

e El moédulo de la fuerza gravitatoria, Iy, depende de la masa de los dos
cuerpos y de la distancia entre sus centros mediante la expresién:

Donde G es una constante llamada constante de gravitaciéon universal,
cuyo valor es aproximadamente G = 6,67 - 10 *' Nm? /kg?.

6El término gravedad se origina del término latino gravitas, que literalmente significa
“pesado”, es decir, es una designacién coherente con su sentido original.
"Esto es una consecuencia directa de la Tercera Ley de Newton.
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Ejemplo 1

Encuentre una relacion para la aceleracién de una masa m causada por la
interaccion gravitatoria con otra masa M, cuyo centro estd a una distancia d
del centro de m. Esta aceleracion se conoce como gravedad. Ademads, encuentre
el valor de la gravedad en la superficie de la Tierra.

Solucién

Sea Fy la fuerza gravitatoria entre los cuerpos y g la aceleracién gravitatoria,
tenemos, segin la Segunda Ley de Newton:

GMm
42
Dividiendo ambos lados de la ecuacién por m, obtenemos:

Fres:Eqﬁmg:

GM
s

Observe que g no depende de la masa de prueba m. Por esta razén, la
aceleracién gravitatoria en la superficie de la Tierra es la misma para todos los
cuerpos, independientemente de sus masas.

En el caso de la superficie de la Tierra, My = 597 -102*kg y d = Rr =
6,37 - 10°m, que es el radio de la Tierra. Asi:
GM 6,67 - 10~11)(5,97 - 1024
g= 2T:<7 )(7 : ):9,81m/82
Ry (6,37 - 106)
iEsto es cercano al valor observado empiricamente! Cabe destacar que este
calculo debe realizarse con una calculadora cientifica, tal como se ensend en el
primer capitulo.

Ejemplo 2

El filésofo natural Handré Majone subié a la Torre de Pisa (57 metros de
altura), en Italia, y midi6 el valor de la aceleracién gravitatoria en la cima como
g = 9,86m/s%. Considerando que el interior de la Tierra posee simetria esférica,
calcule su masa.

Datos:

e Constante de la Gravitation Universal G = 6,67 - 107! N m? kg2

e Radio de la Tierra Rp= 6,37 - 10° km
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Solucion

Segun la Segunda Ley de Newton:

GMT’ITL
Fres =F, & = 75 . 1.9
9T Ry v h)?
Por lo tanto, podemos encontrar Mr:
R h)?
ap = B LR TG+ S 599 10%kg

2.2  Orbitas circulares

La 6rbita circular es un tipo particular de érbita en la que la masa de prueba
recorre una circunferencia alrededor de la masa central, la cual ocupa su centro.
Se recomienda haber leido la discusién sobre circulos y circunferencias en el
capitulo 1 antes de continuar.

2.2.1 Movimiento Circular Uniforme

Sea A un cuerpo en una Orbita circular con centro O, tal como se ilustra en
la figura a continuacion.

Figura 2.2: Movimiento Circular Uniforme

Los principales pardmetros de una orbita circular son:
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e Radio: R e Velocidad tangencial: v;

e Periodo: T e Velocidad angular: w

El periodo es el tiempo que tarda el cuerpo en regresar al mismo punto de
la érbita. La velocidad tangencial es la componente de la velocidad tangente
a la circunferencia. Por otro lado, la velocidad angular es la tasa de variacién
temporal del dangulo 6.

Dado que la distancia recorrida por el cuerpo en un periodo T es el propio
perimetro 2R de la circunferencia, tenemos que la velocidad tangencial puede
escribirse como:

AL 27R

UEAL T

De manera analoga, el angulo 6 varia 27 radianes a lo largo de un periodo,
por lo que:

A0 o
YTALTT

Finalmente, podemos combinar estas expresiones para encontrar una re-
lacién extremadamente importante entre v; y w. Dividiendo las expresiones
obtenidas:

[\»}
3
=

S| SEH
[
=y

Por lo tanto:

vy = wR

Otra manera de llegar a esta expresién es utilizando la ecuacién AL = RAS.
Dividiendo ambos lados por At se obtiene:

AL Af
E—RE:}'I&—WR

2.2.2 Aceleracién centripeta

La aceleracion @ de un cuerpo cualquiera no es mas que la tasa de variacién
de su velocidad . Note que esta variacién no necesita ser necesariamente en
modulo - si la direccién de la velocidad esta cambiando, habra una aceleracion,
llamada aceleracion centripeta. De manera similar, la aceleracién asociada
a la variacién del médulo de ¥ se llama aceleracién tangencial.
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Ya hemos visto que el médulo de la velocidad en una 6rbita circular uni-
forme es constante, es decir, la aceleracion tangencial es nula. Sin embargo,
la direccién de la velocidad varia continuamente, por lo que la componente
centripeta de la aceleracién no es nula y, por lo tanto, es relevante para noso-
tros.

Figura 2.3: Vector velocidad en una orbita circular. Note que su direccién
cambia, pero el médulo no

En este contexto, la aceleracion centripeta en una orbita circular de radio
R y velocidad tangencial v; apunta hacia el centro de la 6rbita y tiene médulo:

2
Vi

“r =R

Cabe destacar que esta expresién es valida inicamente para drbitas cir-
culares. En el caso de otras érbitas, el término que aparece en el denominador
de la aceleracién centripeta no es solamente la distancia desde la masa central
hasta la masa de prueba®.

Esta expresion puede utilizarse en la Segunda Ley de Newton, Fi.., = md,
para obtener diversas propiedades relevantes sobre orbitas circulares, como ve-
remos a continuacién:

8En esos casos, encontramos la velocidad a través de la energfa, como veremos en las
préximas secciones.
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2.2.3 La Orbita Circular

La érbita circular caracteriza el movimiento circular uniforme de una masa
de prueba m alrededor de una masa central M, es decir, es un problema de dos
cuerpos’.

v

Figura 2.4: Orbita circular

Vamos a encontrar la velocidad tangencial v; de m como funcién de G, M
y R. Note que, segun la Segunda Ley de Newton, la fuerza resultante sobre m
es:
GMm
R2
Como la aceleracién tangencial es nula, la tnica componente de la acele-
racion del cuerpo sera centripeta, por lo tanto:

Fres:Fg:

02
i
Fres = macy = mE
Combinando estas expresiones:
v?  GMm GM

= :>’Ut: _

"RT TR R

9Todo el estudio de Isaac Newton sobre gravitacién considerd una interaccién entre solo dos
cuerpos (al igual que Johannes Kepler), por ejemplo, la Tierra y el Sol o la Tierra y la Luna.
Sin embargo, se sabe que la realidad no es exactamente asi, ya que hay innumerables cuerpos
celestes en la vastedad del Universo interactuando entre si. A lo largo de los anos, muchos
otros matematicos formularon modelos y ecuaciones que tratan la interaccién gravitacional
entre mas de dos cuerpos, como Euler, Laplace, Poincaré y el propio Einstein.
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Podemos dar un paso més y encontrar una relacion entre el periodo T y el

2R
radio R de la orbita. Como vy = WT, tenemos:

9 472R%2 GM
v = —=

t T2 R
Es decir:

T?  4rx?
R GM
Ambas expresiones poseen una enorme relevancia en mecdnica celeste. La
segunda, incluso, es la Tercera Ley de Kepler, que sera vista con mas detalle en
las préximas secciones.

Ejemplo 3

Los satélites geoestacionarios son aquellos que siempre se encuentran sobre
un mismo punto en la superficie terrestre, es decir, permanecen fijos en el cielo
para un observador en la Tierra. Por ello, estos satélites son muy ttiles para la
transmisién de senales entre paises, por ejemplo. Calcule la altura y la velocidad
de un satélite geoestacionario cuya Orbita circular pasa sobre el ecuador en
funcién del periodo de rotacién, el radio y la masa de la Tierra.

Solucion

Segun la descripcién del enunciado, se puede concluir que el periodo orbital
del satélite es idéntico al perfodo de rotacién de la Tierra (T = P). Por lo
tanto, podemos utilizar la Tercera Ley de Kepler para encontrar el radio R de
la érbita del satélite:

P*_ an? o, (PGMp\'
R®  GMr 42
Asi, la altura h del satélite con respecto a la superficie terrestre es:

Aunque el enunciado no pidié el valor numérico, vamos a calcular h por cu-
riosidad. Realizando los célculos correspondientes, obtenemos h = 3,59-10% km.

Ahora, podemos encontrar la velocidad:

2R
"=
Cuyo valor numérico es v; = 3,07 km/s. Cabe destacar que la expresién

,  GMy

Vi=Tp daria el mismo resultado.
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2.3 Elipses

La elipse es una de las figuras mas relevantes en astronomia, tanto como
el propio circulo, principalmente porque, segun la primera ley de Kepler, las
orbitas cerradas tienen esta forma. Por ello, es de extrema importancia com-
prender la geometria detrds de esta figura, que serd el foco de esta seccion.

2.3.1 Definiciones

Existen 3 maneras principales de definir una elipse. La primera, y la més
relevante para nosotros, dice que la elipse es el conjunto de puntos cuya suma
de distancias a dos puntos fijos (llamados focos) es constante. Si ya has visto
la, clasica construccién de una elipse con un hilo y dos tachuelas'®?, funciona
justamente por esta propiedad, ya que la longitud del hilo, que es la suma de
las distancias de cualquier punto a las tachuelas, es constante. La segunda
define la elipse como un corte de un cono, como puede observarse en la figura
2.5. A primera vista, esta propiedad puede parecer algo abstracta o irrelevante,
pero tiene varias aplicaciones curiosas. Una de ellas es que cuando iluminas
una pared con una linterna (preferiblemente puntual) de manera oblicua, la
figura geométrica obtenida es una elipse'!, y por esta misma razén, la curva
que delimita las regiones claras y oscuras de la Luna es una elipse. La tltima
definicién, que concuerda con el sentido comun, es que una elipse puede verse
como un circulo aplanado, aunque es raro ver aplicaciones practicas de esta

definicién en olimpiadas.

Figura 2.5: Segunda definicién

10Pyede visualizarse en este video.

1 Observe que el cono de luz de la linterna es cortado por la pared, por eso obtenemos
una elipse. También note que si la oblicuidad de la linterna es muy alta, la elipse se “abre”
convirtiéndose en una hipérbola, que también es un tipo de 6rbita y se estudiard en las
proximas secciones.


https://www.youtube.com/watch?v=RYV-uBWdb8Y
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Parede

—— e - = = - o

Figura 2.6: Iluminando una pared con una linterna

Figura 2.7: Elipse en las fases de la luna

2.3.2 Propiedades

Ahora que sabemos describir cualitativamente una elipse, podemos estu-
diar sus propiedades cuantitativas. Sabemos que podemos dibujar un circulo
a partir de uno de sus parametros, ya sea radio, perimetro o area. Para la
elipse, necesitamos al menos dos informaciones, cuyas “opciones” estudiaremos
a continuacién:
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Figura 2.8: Elipse

e Focos: F| y Fy e Semieje menor: b
e Origen: O e Distancia focal: 2c
e Semieje mayor: a e Anomalia verdadera'?: ¢

Al ver la figura, puede parecer que necesitamos mas de dos pardametros de
una elipse para caracterizarla, pero veremos que solo con 2 de ellos es posible
encontrar los demas.

En primer lugar, en érbitas elipticas, el cuerpo mas masivo ocupa uno de los
focos, llamado foco primario, mientras que el otro se denomina foco secundario.
Por conveniencia, asumiremos que Fj es el foco primario. Asi, sea P un punto
cualquiera de la elipse que dista r del foco primario, n del foco secundario y po-
see una anomalia verdadera 6, también podemos encontrar relaciones entre estos
pardmetros, que no se aplican a la elipse completa sino a un punto en particular.

12Cuidado de no confundir este dngulo con su complemento (180° — #). La anomalfa ver-
dadera de un punto P se mide a partir del segmento que une el foco primario y D (extremo
mads cercano).
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La primera relacion importante estd directamente relacionada con la primera
definicién de la elipse, que dice que la suma de las distancias de cualquier punto
P de la elipse a los focos es constante, es decir, r + n = cte. Para encontrar el
valor de esta constante, analizamos la situacién cuando P estd en B: note que
r = F1Dyn = 2c+F; D por la geometria de la situacién, asi r+n = 2(F1D+c).
Finalmente, note que a = F1 D + ¢, por lo tanto:

Esta suma r 4+ n se calcul6 para un caso especifico (P en D), pero como es
constante, es la misma para toda la elipse.

Siguiendo esa logica de analizar posiciones especificas en la elipse, veamos
lo que ocurre cuando P estd en el punto A, tal como se representa en la figura
2.9:

P=A

Figura 2.9: Pen A

Primero, note que r = n, dado que la situacion es simétrica, y podemos usar
la relacién deducida anteriormente para escribir v +n = 2a = 2r = 2a = r =
n = a, es decir, la distancia entre cada foco y el punto mas alto de la elipse es
a. Con esto, el tridngulo AF; AO es rectangulo en O, es decir, O = 90°, y por

el teorema de Pitdgoras:

Esta relacion puede observarse en la figura:
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1)

Figura 2.10: Relacion pitagorica de la elipse

Acabamos de encontrar una relacién entre a, b y ¢, por lo que si se nos dan
dos de ellos, podemos hallar el tercero, tal como queriamos demostrar inicial-
mente.

De acuerdo con la tercera definicién de la elipse, que la ve como un circulo
aplanado, se define la excentricidad e de una elipse como una medida de su
“aplanamiento”. Cuantitativamente, se da por:

Note que una elipse cuyos focos estan muy cercanos, es decir, ¢ es pequeno,
tiene una excentricidad cercana a 0, siendo parecida a un circulo’®. Por otro
lado, excentricidades cercanas a 1 se relacionan con elipses cuyos focos estdn
muy préximos a los extremos (Fy cerca de D, por ejemplo), es decir, la elipse
estd muy estirada. Finalmente, observe que una excentricidad mayor que 1
implicaria que los focos aparecen fuera del contorno de la figura, lo que no tiene
sentido para una elipse'*, por lo tanto:

€elipse <1

Si e =0 = circulo

13La érbita de la Tierra alrededor del Sol es un ejemplo, con una excentricidad de aproxi-
madamente 0,02.
14En este caso, la figura seria una hipérbola.
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Ejemplo 4
En una elipse de semieje mayor a y excentricidad e, halla el valor del semieje
menor b.

Solucion

Tenemos las siguientes ecuaciones:

c
e=—
a
a?="b%+¢?
Observa que tenemos dos ecuaciones y dos incégnitas (¢ y b), por lo tanto,

basta con resolver el sistema. Asi, podemos encontrar ¢ mediante la primera
ecuacion y sustituirlo en la ecuacion inferior:

c=ca=a’=b"+(ea)? = b =d’(1—€?) = |b=a\1—e2

Ejemplo 5

En la figura a continuacion, se representa el segmento llamado semi-latus
rectum, obtenido por la interseccién de una linea vertical que pasa por uno de
los focos con la elipse. Encuentre su valor p en funciéon del semieje mayor y de
la excentricidad.

I3

P
P
90°
k

Figura 2.11: Ejemplo 5
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Solucion

Observe que podemos unir el punto P con el foco secundario Fy, formando
el tridngulo representado en la figura 2.12. Como la suma de las distancias de
P a los focos es 2a y sabemos que la distancia de F a P es p, la distancia de
F5 a P es 2a — p. Ahora, note que tenemos un triangulo rectangulo con catetos
2c y p y hipotenusa 2a — p, por lo tanto, por el teorema de Pitdgoras:

(2a — p)® = p* + (2¢)?

4a2—4ap—|—pzzprz—|—402

a’ —ap=c?

Pero como ¢ = ea, tenemos:

a’> —ap=-e®a® = |p=a(l —é%)

Figura 2.12: Semi-latus rectum
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Observe que, en el ejemplo 5, calculamos el valor de r para una anomalia
verdadera particular: § = 90°. Sin embargo, es posible dar un paso mas y
calcular una expresién general para r(f), que se llama forma polar de la
elipse. En su deduccién, la tnica diferencia con respecto al ejemplo 5 es el uso
de la ley de cosenos'® en lugar del teorema de Pitdgoras. Véase la figura 2.13.

Figura 2.13: Forma polar de la elipse

Por la ley de cosenos en AF| PFs:

(2a —7)* =% 4+ (2¢)* = 27 - (2¢) - cos(180° — )

Como cos(180° — ) = — cos(6)'6:

e (2a—7)2=r*4+(2¢)2+2-7r-(2c) - cosf
402 — dar + 7% = y£ + 4c? + 4drccos b

158i no la conoce, se recomienda estudiarla antes de continuar, como en el capitulo 1, por
ejemplo
16Si no conoce esta relacién, revise el circulo trigonométrico.
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Dividiendo todos los términos por 4 y usando ¢ = ea, podemos hacer:

& a? —ar = e2a® + reacosf

a—r=c%a+recosd

Finalmente, la ecuacion final es:

. a(l—e?)
" 14+ ecosh

Recuerde que esta ecuacién nos proporciona la distancia r para cualquier
anomalia verdadera. Probemos algunos valores de 6 y comparelos con lo espe-
rado:

e 0 =90° — semi-latus rectum

Como cos90° = 0:

a(l—e€?) a(l-é€?)
 14ecos90° 140

=a(l —€?)

Tal como se esperaba.

En astronomia, es comun usar los términos periastro y apoastro para refe-
rirse a los puntos mas cercano y mas lejano que una masa orbitante se encuentra
respecto a la masa centrall”, respectivamente. Sea rp la distancia al periastro
y 7, la distancia al apoastro:

e () = 0° — periastro

Como cos0° = 1:

a(l—e?)  a(l—¢*)  a(l—e)(d+ey =a(l—e)

rpzl—&—ecosOOi 1+e 1+€

Donde se utiliz6 el producto notable de la diferencia de cuadrados:
1-e2=12-e2=(1—-¢e)(1+e)

Observe que, segin la figura 2.8, la distancia esperada era DF} = a — ¢ =
a(1l — e), por lo que nuestro resultado estd comprobado.

17En el caso del Sol, se pueden llamar estos puntos perihelio y afelio, respectivamente.
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e O =180° — apoastro
Como cos 180° = —1:

B a(l—e?) _a(l—eg)_a(1+e)M_a(l+e)
 14ecosl80°  1—e 1—= N

Ta

Observe que, segin la figura 2.8, esperdbamos F1 B = ¢+ a = a(1 + e), por lo
que nuestro resultado estd comprobado.

Cabe notar algunas propiedades méds sobre el periastro y el apoastro. Pri-
mero, observe que 7, + 14 = a(l —e) + a(l 4+ ¢) = 2a, lo que coincide con lo
esperado, ya que esta suma representa la distancia desde el foco hasta la ex-
tremidad izquierda mas la distancia desde el foco hasta la extremidad derecha.
Ademsds, note que 1, —7p = a(l+e) —a(l —e) = (2a) - e, es decir:

Ta —Tp Ta —Tp
e = =
2a Ta +Tp

La ultima propiedad que veremos sobre la elipse trata de su drea. Cabe
resaltar que esta expresion es de extrema importancia para la segunda ley de
Kepler, la ley de las Areas, que serd estudiada en las préximas secciones. Ana-
lizaremos una deduccién correcta, aunque poco rigurosa (no todo se probard,
aunque todos los resultados son correctos) de dicha expresion:

AY AlY

- b
Multiplicando as coordenadas y por —
a

Figura 2.14: Area de la elipse
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Vimos en la tercera definicién de la elipse que puede verse como un circulo
achatado, pero ;cudl es el significado matemético de esto? Comencemos con
un circulo de radio a, como el representado en la figura 2.14. Si multiplicamos
la coordenada y de todos los puntos de este circulo por un mismo valor k, se
puede demostrar que la figura final obtenida serd una elipse. Para adaptarnos

a la notacién actual, elegiremos un valor especifico de k: —. Asi, observa que

a
el punto més alto del circulo (que tenfa coordenada y = a) tendrd una nueva

coordenada vy’ = y-k = a-— = b, es decir, la figura final es una elipse de semieje

a
mayor a y semieje menor b. La gran idea es que, al igual que las coordenadas y
de cada punto de la elipse, su area también se multiplica por la constante —.

a

Asf, como el area del circulo es Aciculo = ma?, tenemos que el drea de la elipse,
Aelipsev €s:

— _ 2
Aelipse - Acirculo : a =ma" -

2.4 Leyes de Kepler

Durante los siglos 16 y 17, el astronomo Tycho Brahe, con grandes inver-
siones del gobierno danés, realizé diversas observaciones de las posiciones de
los astros, con la mayor precisién hasta entonces. Para analizar todos estos
datos, Tycho contraté al matemético Johannes Kepler. Después de la muerte
de Tycho, Kepler, en posesion de todos los datos, estaba libre para crear mode-
los a partir de las observaciones. Asi, formulé tres leyes para los movimientos
planetarios:

e 12 Ley: Las 6rbitas de los planetas son elipticas, con el Sol en uno de los
focos. Veremos en las préximas secciones que una érbita también puede
ser hiperbdlica o parabdlica;

e 22 Ley: Imagine un segmento que conecte el foco primario de la elipse
con el cuerpo orbitante. En intervalos de tiempo iguales, el area barrida
por este segmento debe ser la misma. La figura de abajo muestra el area
barrida por el cuerpo orbitante en dos intervalos de tiempo idénticos - que
es igual en ambos casos.



144 CAPITULO 2. MECANICA CELESTE

Mesmas areas

Cabe resaltar que una consecuencia de la Segunda Ley de Kepler es que la
velocidad de los cuerpos cercanos al periastro es mayor que aquella en las
proximidades del apoastro. Ademads, es comun definir la velocidad areal
de un cuerpo como la tasa temporal del drea barrida, que es constante.
Para una orbita eliptica de semiejes mayor y menor a y b y periodo P,

tenemos:

oo = DA _mab_
areal—At—P_ .

e 32 Ley: Para un mismo sistema, debe obedecerse la siguiente relacién

P2
el K
Donde K es una constante que depende de las caracteristicas del sistema,
P es el periodo orbital y a es el semieje mayor de la érbita. Mas tarde,
Isaac Newton utiliz6 la ley de la Gravitacién Universal para encontrar
el valor de la constante K en términos de las masas de los cuerpos del
sistema M y m, y de otras constantes, como la constante de la gravitacion
universal G:
p? 472

a®  G(M+m)

Demostraremos la relacion anterior para el caso de érbita circular, y en
que M >> m. Observe la imagen de abajo.
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Para esta érbita circular, tenemos que la resultante centripeta es la propia
fuerza gravitacional, luego:

mv? GMm
ch:Fgrav:T: )
Es decir:
, GM
=2 =
r

Ademaés, sabemos que la velocidad en oOrbitas circulares es constante y

2rr
tiene médulo v = % Asi:

9 (27r7‘>2 GM
v = _— = —

P T
4722 ~GM
P2

Ahora, puede observarse que la distancia constante r de m hasta M seria
el propio semieje mayor a de la érbita circular, luego:

52_ 472
a3 GM

2.5 Energias

Muchas veces es conveniente tratar un problema a partir de otras magnitu-
des, ademads de las fuerzas. Para ello, existen relaciones entre una determinada
fuerza y otras magnitudes, que llamamos trabajo y energia. Estas relaciones se
mostraran solo con fines de ilustracién (no es necesario que las entiendas):

e Trabajo: W = f:o F.dr

e Energia potencial: U = —W
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e Energia cinética: K = ;30 vdp

A pesar de que estas expresiones parecen calculos complicados, bajo ci-
ertas circunstancias, exhiben resultados simples, “iguales” y, principalmente,
escalares (no poseen direccién ni sentido, solo magnitud). Asi, resulta muy
conveniente utilizar estos resultados directamente. Esos son:

2
mu
e Energia cinética: K = —
GMm
e Energia potencial gravitacional'®: Ujy=———
r

Es importante notar que la energia es solo un concepto abstracto, no siendo
tan visualizable como una fuerza, por ejemplo. Como se dijo anteriormente,
bajo ciertas circunstancias, las energias exhiben ciertas propiedades. La mas
importante de ellas para nuestros propésitos es la conservacion de la energia
mecanica F,,, donde:

E,.=K+U

Es decir, la energia mecénica es la propia energia total de nuestro sistema,
que posee un término asociado al movimiento (cinético) y otro relacionado con
las condiciones a las que el sistema estd sujeto (potencial), las cuales pueden
ser solamente gravitacionales o no'?. Podemos reescribir esta relacién para dos
instantes distintos 1 y 2:

Ki+Ui =K+ U,

A partir de la definicién de energia mecanica, podemos llegar a la siguiente
relacién de la energia mecéanica para una elipse:

GMm

E,, =—
2a

Con esto, podemos juntar todos los resultados anteriores para obtener una
expresion general que nos da la velocidad de un cuerpo en una orbita eliptica
como funcién de la distancia r entre él y el cuerpo central. Esa ecuacién se
llama VIS-VIVA vy dice que:

M 2 M
EmzK—i—Ug(:)—G mo_mu ~ GMm
2a 2 r

18Si ya hubieras visto la expresién Uy = mgh, esta es solo una aproximacion de la expresién
mostrada para alturas mucho menores que el radio de la Tierra. Ademds, no te preocupes por
el signo negativo - recuerda que la energia es un concepto abstracto, asi que no hay ningin
problema con eso, al menos para la energia potencial.

19En mecénica celeste, solo nos interesa la energia potencial gravitacional, asociada a la
fuerza gravitacional. Sin embargo, este resultado es ttil en numerosos otros campos de la
fisica, habiendo energias potenciales relacionadas con otras fuerzas, como la eléctrica, elastica
y centrifuga.
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Reescribiendo esta expresion, podemos obtener el resultado final:

UQZGM(Q—l)
roa

Ahora, veamos un ejemplo de aplicacién de esta ecuacion.

Ejemplo 6
Un pequeno cuerpo de masa m orbita una estrella de masa M > m en una
orbita eliptica de semieje mayor a y excentricidad e. Calcule:

a) La velocidad de este cuerpo en el perihelio de la dérbita;

b) La velocidad de este cuerpo en el afelio de la drbita;

;U .
c¢) La razén £ de esas velocidades.
Va

Solucién

a) Basta con encontrar la distancia de M hasta m cuando este estd en el pe-
rihelio, 7,. Ya vimos en la seccién de elipses que r, = a(1 — e), luego:

2 _ 2 1) _ 2 1
UPGM(TP a =M a(l—e) a

Reescribiendo, tenemos:
s G 1+e
vi=——
p a \l-—e

b) De manera ansloga al {tem a), tenemos que r, = a(1 = e), luego:
v = GM 2 DN_em(—2__1
re @ a(l4+e) a
Reescribiendo, tenemos:
s GM (1 - e>
vy = ——
a 1+e

c¢) Tenemos v, y v,, luego basta con calcular la razén:

1+e
vp \/m_l—i—e
ve [I-e 1-—ce¢
1+e
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Cabe recordar que, como veremos en la seccién de momento angular, jexiste
una manera mucho més rapida de llegar a este resultado!

2.6 Tipos de Orbitas

Definimos, primeramente, dos “clases” de orbitas: las 6rbitas cerradas y las
orbitas abiertas. Las dérbitas cerradas incluyen las érbitas circulares y elipticas
y son Orbitas “ligadas”, es decir, el cuerpo en 6rbita no escapa del sistema. Por
otro lado, las érbitas abiertas incluyen las orbitas parabdlicas e hiperbdlicas,
y son Orbitas que no estan ligadas, es decir, el cuerpo se acerca al cuerpo de
mayor masa una sola vez y luego se aleja para siempre. Algunos cometas poseen
orbitas abiertas. Dicho esto, definimos:

e Si E,, <0, la dérbita es cerrada (eliptica o circular);

L ] o
Foco

seeunddrio

FO
aco
secundirio Foco

elipse circunferéncia

Figura 2.15: Orbitas elipticas y circulares

e Si E,, > 0, la érbita es hiperbdlica;
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Figura 2.16: Orbita hiperbélica

e Si E,, =0, la 6rbita es parabdlica;

‘(hipérbole

.

Figura 2.17: Orbita parabdlica

Esta relacién directa entre el signo de la energia mecénica de una érbita y
su forma implica que podemos determinar la forma de una érbita a partir de
su energia mecéanica en cualquier punto, como se representa en el ejemplo a
continuacion:

Ejemplo 7
Considere una pequena regién del espacio en la cual una pequena masa m
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interactiia gravitacionalmente con una estrella de masa M. A continuacién
se listan 4 posibles situaciones iniciales para m en esta configuracién. Asi,
determine la forma de la 6rbita de m en cada caso.

a) m con velocidad nula a una distancia muy grande de M;
b) m con velocidad no nula a una distancia muy grande de M;

¢) m con velocidad nula a una distancia considerable de M;

d) m con velocidad 4/ 2C;M a una distancia d de M.

Solucion

De manera general para todos los items, calcularemos la energia mecanica
inicial (que es la misma durante toda la érbita) en funcién de las distancias y
velocidades iniciales ro y vg:

mvs  GMm

En=K+Uy=— ;
0

Como ya hemos visto, el signo de E,, determina la forma de la 6rbita.

1
a) Tenemos que vg = 0 y ro es muy grande, es decir, — = 0 (esto significa que
T

la energfa potencial gravitatoria inicial es despreciable por ser tan pequena).
Ast:
0

2
EMWGMm%O
2 To

Es decir, la 6rbita es parabdlica.

b) Tenemos:
0
2
m(vg) —GMm 1A m(vg)
2 To 2

Ep =

Como m es positivo, asf como v (todo?’ niimero al cuadrado es positivo),
tenemos que F,, > 0, es decir, la orbita es hiperbdlica.

¢) Tenemos que vg = 0 y que 7o es un valor considerable, es decir, no podemos
decir que su inverso es nulo. Asi:

E,, =
To To

20Excepto nimeros complejos, que afortunadamente no es el caso de la velocidad.
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Como M, m y 7 son positivos, E,, < 0, es decir, la érbita es eliptica?!.

2GM  2GM
d) Tenemos que g = d y v3 = ¢ = G7, asi:
To d
B - m(vg)? ~ GMm _ 2GMm  GMm _0
me 2 To o 2d d n

Es decir, la 6rbita es parabdlica, al igual que en el {tem a).

Ya hemos estudiado las principales relaciones matematicas y fisicas en érbitas
elipticas y circulares. Ahora, vamos a ver un resumen de las 6rbitas hiperbdlicas
y parabdlicas.

2.6.1 Hipérbola

La hipérbola es, en diversos sentidos, la cara opuesta de la elipse, ya que
muchas relaciones de la elipse pueden aplicarse en la hipérbola con pequenas
modificaciones. Antes que nada, definamos los elementos que componen la
geometria de la hipérbola:

Foco

Figura 2.18: Orbita hiperbdlica

211,a 6rbita circular es un caso particular de una 6rbita eliptica tal que la direccién de la
velocidad inicial debe ser muy especifica, asi como su mdédulo. Asi, como solo conocemos el
signo negativo de la energia, lo maximo que podemos afirmar es que la 6rbita es eliptica.
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Observe que las dos rectas asintéticas se encuentran con la hipérbola en
el infinito. En este sentido, el ”semieje menor”b puede interpretarse como el
parametro de impacto de la orbita, que es la menor distancia entre la recta
definida por la direccién de la velocidad de la masa en el infinito (i.e. la propia
asintota) y el foco de la hipérbola.

Por el tridngulo rectangulo de catetos a y b e hipotenusa ¢, tenemos, por
Pitagoras:

A =a?+b?

Ademas, la excentricidad e de la érbita hiperbdlica es:

c
e=—-—>1
a

También podemos encontrar el &ngulo a relacionado con las rectas asintéticas
por:

tana = —

AR M
(foco)

Figura 2.19: Orbita hiperbdlica

La ultima propiedad geométrica relevante es acerca de la ecuacién polar de
la hipérbola. Tenemos:
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a(e? —1)
’]":7
1+ ecost

Volviendo a la fisica, podemos relacionar la energia mecanica FE,, de una
6rbita hiperbdlica de manera andloga a la relacién de la érbita eliptica. Observe:

B, - muv? B GMm :+GMm >0
2 r 2a

Reescribiendo esta expresion:

v= GM<2+1)

r a

Como vimos en el ejemplo 7, si la masa de prueba m tiene velocidad inicial
vg a una distancia muy grande de M, la energia mecanica es:

2
mug
2

Sin embargo, como la érbita es hiperbdlica, podemos encontrar el semieje
mayor a a partir de vy mediante:

Ep =

mv% _ GMm N GM

= a
2
2 2a g
Las expresiones para el momento angular en una 6rbita hiperbdlica también
son esenciales en astronomia, pero el momento angular solo se estudiard en la
seccién 2.8. En este sentido, colocaremos los resultados mas relevantes aqui,
aunque solo seran probados en el ejemplo 12.

Sea vy la velocidad de m a una distancia infinitamente grande de M, tene-
mos:

Sea v, la velocidad de m en la posicién més cercana a M posible, donde la
distancia entre ellos es ¢ —a = a(e — 1), tenemos:

‘L = mupale — 1)‘

Como el momento angular se conserva, también podemos llegar a la siguiente
relacion:

vob = ale — 1)
Pero b? = ¢ —a? = a?(e® — 1) = b= ave? — 1. Asf:
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vo ale—1)  Je—1
Up_a\/eQ—l_ e+1

Cabe destacar que esta ecuaciéon no debe memorizarse, ya que en un examen
solo se obtendrian puntos si también se sabe deducirla.

2.6.2 Parabola

m

M (foco)

oS

Figura 2.20: Orbita parabdlica

A diferencia de lo que observamos en la elipse y la hipérbola, la tnica di-
mension geométrica relevante en la pardabola es el semilatus rectum p, como se
ilustra en la imagen anterior. En este sentido, la menor distancia entre m y M
en una 6rbita parabdlica es g

A partir de p y 6, podemos encontrar el valor de r mediante:

rzip
1+ cosf

Observe que 7(90°) = p, ya que cos90° =0, y 7(0) = g, dado que cos0 = 1.
También cabe destacar que la excentricidad de una pardbola es e = 1.

Por tltimo, la energia mecénica en una 6rbita hiperbdlica es nula. Asi, la
velocidad v de m cuando su distancia hasta M es r vale:
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mu? GM 2GM
E,=0= porab _ m = Uparab =
2 r T
Eliptica Parabdlica Hiperbdlica
Excentricidad O<exl1 e=1 e>1
a (1 — 62) p a(€2 —1)
ortia rotat " 1+ ecost " 1+ cosf " 1+ecosh
—-GM GM
Energia E,, = —am E, =0 E,, = mn
2a 2a
2 1 2GM 2 1
Velocidad v=4/GM ( - ) v = v=4/GM < + )
roa r r o oa

Tabela 2.1: Resumen de los tipos de érbitas

2.6.3 Velocidad de Escape

Imaginemos una situacién en la que hay dos cuerpos m y M (>> m) sepa-
rados por una distancia d en el espacio. Si m adquiere una velocidad inicial vy
en cualquier direccién, dos factores “competiran” entre si para determinar el
movimiento subsiguiente de m: la inercia (tendencia al movimiento, velocidad)
y la atraccién gravitacional. Si la gravedad es mucho mayor que la inercia, la
6rbita serd cerrada (eliptica o circular) y m nunca se alejard demasiado de M.
Sin embargo, conforme aumentamos vy, el semieje mayor de la drbita eliptica
de m también crece. Eventualmente, llega un momento en que la velocidad
inicial es suficientemente grande para que la érbita deje de ser cerrada. En esta
situacién, m nunca regresard a las proximidades de M, ya que su érbita serd
parabodlica. La velocidad inicial necesaria para esto se llama velocidad de es-
cape vgs.. Ahora, vamos a encontrar su valor algebraico como funcién de M y d.

Tenemos la siguiente situacion: inicialmente, m estaba a una distancia d de
M y recibi6 una velocidad inicial vg. En el caso en que vg = vegc, m realizara una
6rbita abierta (parabdlica) hasta llegar a una distancia infinitamente grande con
velocidad tendiendo a 0. Asi, podemos conservar la energia entre estos puntos:
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mv% GMm mv]%mal GMm

2 d 2 dfinal
Pero vfinat = 0y dinas — 00, es decir, = 0. Asi:
final
mvi, GMm —0

2 d

. [26M
esc — d

Cabe destacar que la érbita recorrida por m en esta situacién de “escape”
es parabdlica, ya que la energia mecanica es nula.

Es decir:

Figura 2.21: Visualizacién de la velocidad de escape

Ejemplo 8

Moénica desea lanzar su conejo de peluche a un punto infinitamente lejano.
Despreciando fuerzas disipativas y la atracciéon gravitacional de otros cuerpos
ademas de la Tierra, ;cudl seria la velocidad con la que necesitaria lanzar su
conejito?

Datos:
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o G =667 107" Nm2kg—2
e Masa de la Tierra: 5,97 - 10*kg
e Radio de la Tierra: 6,37 - 103km

Solucion

Basta utilizar la expresién para la velocidad de escape:

L [26Ms
esc — R@

Realizando el célculo, obtenemos vese =|11,2km/s |

2.6.4 Radio de Schwarzschild

Analicemos la ecuacién de la velocidad de escape:

[2GM
Vesc = T

A primera vista, puede parecer que, independientemente de cudn grande
sea M o cudn pequena sea d, siempre hay una velocidad v.s. suficientemente
grande para que el cuerpo pueda escapar de la atracciéon gravitacional de M.
Sin embargo, sabemos que la mayor velocidad posible para un cuerpo en nues-
tro universo es la velocidad de la luz ¢. Por lo tanto, si M y d son tales que
Vese > ¢, nada, ni siquiera la luz, podré escapar de la atraccién gravitacional de
M. Esta definicién se asemeja mucho a la descripcién de un agujero negro, y
por lo tanto podemos encontrar una expresién para el radio de su horizonte de
eventos en funcién de su masa, llamado radio de Schwarzschild.

Consideremos un cuerpo que se encuentra a Rg., del centro de un agujero
negro de masa M. Si vese = ¢, esta posicion esta en el limite del horizonte de
eventos de un agujero negro. Asi:

2GM
Vesc = C=
Rsch
Es decir:
2GM
Rsch = 2

Cabe destacar que estamos utilizando conceptos de mecénica clasica para
trabajar con agujeros negros, por lo que la deduccién realizada no posee un
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rigor fisico estricto. Sin embargo, utilizando conceptos de relatividad general,
el valor de R,.p, es idéntico al encontrado con la fisica newtoniana. Esto no es
mas que una coincidencia, aunque bastante interesante.

Figura 2.22: Representacién artistica de un agujero negro y del radio del hori-
zonte de eventos

Ejemplo 9

JHasta qué radio seria necesario comprimir los siguientes objetos para que
se convirtieran en agujeros negros? Considere que ninguna masa se pierde en
este proceso.

a) Sol
b) Tierra
Datos:
e G=6,67 10" Nm2kg~?
e Masa de la Tierra: 5,97 - 10%*kg
e Masa del Sol: 1,99 - 103%kg
e c=3-10%m/s

Solucion

Basta encontrar los valores del radio de Schwarzschild para Mg y Mg:

2G - 1,99 - 1030
a) Rsch@ = W ~|2,95 km
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DR 26597107
) S%—W~
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2.7 Momento Lineal

Como hicimos con la energia, definamos ahora una nueva magnitud: el

momento lineal.

También es conocido como Cantidad de Movimiento. Nétese que es una
magnitud vectorial, a diferencia de la energia, es decir, posee médulo, direccién
y sentido. En la secundaria, conocemos la 22 Ley de Newton como:

—

Fres = mad

Sin embargo, el caso general, que también fue el descrito por Newton, es:

N
Fres =
B At

La relacién F,..s = md surge en la situacién especifica en la que la masa del
cuerpo es constante, donde:

Ap_ Av
At VAL

AP = mAT = =ma

Al igual que la energia, bajo ciertas circunstancias, el momento lineal se
conserva. Para el alcance de este libro, podemos decir que esta condicién se
cumple si no existen fuerzas externas actuando sobre el sistema analizado. Por
ejemplo, el momento lineal de un sistema de dos cuerpos que interactiian entre
s{ Unicamente por la fuerza gravitacional, sin ninguna interferencia externa,
se conserva. Un ejemplo clasico de ello son las asistencias gravitacionales, en
las que los cuerpos (generalmente sondas) aprovechan la enorme masa de los
planetas para ganar mas velocidad sin gastar combustible. Esta situacion es
analoga a la colision de una bolita con una enorme pared en movimiento en
la direccién contraria (bolita moviéndose hacia la derecha y la pared hacia la
izquierda, por ejemplo), como se muestra en la figura siguiente.

oy

<t

Figura 2.23: Asistencia gravitacional. vy > v;
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2.8 Momento Angular

Otra magnitud (vectorial, al igual que el momento lineal) muy importante es
el momento angular. Al igual que la energia y el momento lineal, se conserva
bajo ciertas circunstancias especificas, sin embargo, basta saber que esto es
valido en sistemas con dos cuerpos orbitando entre si. Para los propésitos de
este libro, el momento angular de un cuerpo puntual de masa m es:

L = morsen(0)

Donde 6 es el angulo entre el vector velocidad y el vector radio, como se
ilustra en la imagen de abajo.

U9

m

=

< Origem
(referéncia)

Un hecho interesante es que la 22 Ley de Kepler proviene directamente de
la Conservacién del Momento angular, donde se puede demostrar que:

AA L
At 2m
Como L es constante, la velocidad areolar también lo es, es decir, la Segunda

Ley de Kepler queda demostrada. Este resultado numérico se muestra solo por
curiosidad, no siendo tan relevante por ahora.

Vimos en el ejemplo 6 un método - un poco pesado - de encontrar la razén
entre las velocidades en el perihelio y en el afelio mediante la conservacién de
la energia. Sin embargo, existe un método mas conveniente para resolver este
problema utilizando la conservacién del momento angular:

Ejemplo 10
Una masa m estd en una 6rbita eliptica de excentricidad e alrededor de una
v
masa M > m. Calcule la razén - de las velocidades en el periastro y en el

Vq
apoastro.
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Solucion

Calculemos el momento angular L en el periastro y en el apoastro en funcién
de vy ¥ vq, y luego usemos la conservaciéon del momento angular para encontrar
la razén deseada.

En el periastro, el angulo 6 entre el vector posicién y el vector radio es
6 = 90°, la velocidad es v, y la distancia r de m hasta M es r, = a(l —e),
luego:
L = mu,r, = mupa(l — e)

En el apoastro, r, = a(1 + e), luego:
L = mu,r, = muga(l + e)

Igualando estas expresiones, tenemos:

vp _l+e

1—¢)=mvga(l+e)=|L2=""C
mupa(l — e) = myga(l + e) o 1

iTal como se encontré en el ejemplo de la seccién de energia! Observa que el
célculo fue bastante reducido, mostrando la conveniencia de usar el momento
angular en ciertas situaciones.

Ahora, calcularemos una expresion generalizada para el momento angular
de una orbita eliptica a partir de los pardmetros a, e, M y m. Es conveniente
para encontrar el angulo 6 en cualquier punto de la érbita, siempre que la dis-
tancia r hasta ese punto sea conocida (ya que podemos hallar la velocidad a
partir de ella mediante la ecuaciéon VIS-VIVA).

Sabemos que el momento angular es el mismo en todos los puntos de la
orbita, es decir, podemos tomar cualquier punto - incluso los mas convenientes
- para calcular Lej;pse. Analicemos lo que ocurre en el perihelio (el célculo para
el afelio serfa andlogo). En esa posicién, el dngulo 6 entre el vector posicién y
el vector radio es 6, = 90°, la distancia a M es r = r, = a(l —e) y, como vimos
en el ejemplo de la seccién de energia, la velocidad v es:

GM1+e
V== a 1l—e

De este modo, podemos juntar todo en una sola expresion:

GM1+e
a l—e

) (a(1 —e))sen(90°)

Leiipse = muprpsen(f,) =m (
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Como sen(90°) = 1, podemos reorganizar esta expresién para obtener el
resultado final:

Letipse = my/GMa(l — e2)

Ejemplo 11

En una orbita de excentricidad e, encuentre el dngulo entre los vectores
velocidad y posiciéon cuando un astro esta en el:

a) Semieje menor

b) Latus rectum

Solucion

a) En este caso, basta recordar que el vector velocidad es paralelo al semieje
mayor, es decir:

i
N

Figura 2.24: Inciso a)

Observa que el dngulo entre los vectores posicién y velocidad es 180° — 6.
Ahora podemos hallar § mediante la geometria de la elipse:

C
cos)l = —=e
a
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Asi, el d4ngulo buscado es ‘ 180° — cos™*(e) |

b) El dngulo 6 entre los vectores posicién y velocidad es:

\

\

Figura 2.25: Inciso b)

En ese punto, el momento angular L es:

L =mupsenf

Donde v es la velocidad del cuerpo en el semi-latus rectum y p es la distancia
del foco hasta ese punto. Ademads, sabemos que el momento angular de la érbita
es constante y vale:

L =my/GMa(l — e?)

Por lo tanto, basta con encontrar v y p. Ya vimos en la seccién de elipses
que p = a(l — e?). Asi, podemos hallar v mediante VIS-VIVA:

v2:GM<2—1>
p a

Sustituyendo p, obtenemos:
s GM1+e?
v = —
a 1—e¢2

Juntando todas estas expresiones:
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VGMa(l — e?) GMa(1l — e?)

senf = =
pv GM 1+ 2

Reescribiendo:

GMa(1l — e?)
VGMa(1l —€2)(1 + ¢2)

senf =

Es decir:

f =sen”! <1)
e

165

Cabe destacar que también seria correcto proporcionar el suplementario de

este dngulo (180° — @), ya que no conocemos la direccién de la velocidad.

Por otro lado, podemos encontrar una expresién generalizada para el mo-
mento angular de una érbita hiperbdlica. Sea v, la velocidad de m cuando su

distancia a M es minima (= ¢ —a = a(e — 1)), tenemos:

Ly = mupa(e — 1)

Sin embargo, podemos hallar v, mediante la energia mecanica de una érbita

hiperbdlica:
B _ GMm _ mvg B GMm
" 2a 2 ale—1)
Reescribiendo:
GMe+1
Vp =4 ——
P a e—1

Asi, el momento angular L de la 6rbita hiperbdlica es:

GMe+1

Lpip = ma(e — 1) P

Es decir:

Ly = my/GMa(e? — 1)
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Ejemplo 12

V) 1—e
En una o6rbita hiperbdlica, muestre que la razén 2= ”ﬁ’ en la cual
Up e

vp es la velocidad de la masa de prueba en el periastro y vy es la velocidad de
la masa de prueba infinitamente distante de M, mediante:

a) Conservacién de la energia mecédnica

b) Conservacién del momento angular

Solucion

a) Cuando m estd infinitamente distante de M, la energia mecdnica es:

— 0 =

5 _ GMm  mv? GM

2a 2 a

Por otro lado, cuando la anomalia verdadera de m es nula (distancia minima
entre M y m):

Observe que r, = c—a =a(e—1). Asi:

2 1
“p‘\/GM<a<e—1>+a)
_ [t

Up = a e—1

Tomando la razén de tales expresiones:

Vo e—1
Up S Ve+1
b) Ya vimos que el momento angular cuando m posee velocidad v, es L =

mupa(e—1). Sin embargo, para encontrar la expresién de L cuando m estd muy
distante y posee velocidad vg, primero debemos analizar la siguiente imagen:

Reescribiendo:
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Observe que esta imagen no es ideal, ya que la distancia entre m y M deberia
ser infinitamente grande. Sin embargo, podemos obtener una intuiciéon de lo
que realmente esta ocurriendo. Por definicién del momento angular, tenemos:

L = mugrg sen 3

Sin embargo, note que tenemos un triangulo rectangulo con cateto b e hipo-
tenusa r. Asf:

b
sen(180° — 5) = —

r
Como sen(180° — z) = senx:

rosen 3 = b

Es decir:

Ahora, como b? = ¢® — a® = a?(e? — 1), podemos encontrar la razén entre
las velocidades mediante la conservacién del momento angular:

L = muvpa(e — 1) = mupa/e? — 1

Reescribiendo, obtenemos el resultado buscado:
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Vo e—1
Vp e+1

Por ultimo, podemos encontrar una ecuacién para e como funcién de L
y E que funciona tanto para orbitas elipticas como hiperbdlicas. Primero,
encontremos esta ecuacién para la érbita eliptica. Tenemos:

L2,
Letipse = my/GMa(l — e?) = % = GMa(1 —€?)

—GMm —GMm

Eeli = > 0= —-
pse
2a 2Eciipse

Sustituyendo la expresiéon de a como funcién de la energia en la ecuacién
del momento angular:

LQ[' —GMm
elipse _ GM 1— 2
m2 2Eelipse ( c )

Reescribiendo:

2E€i seL2 1
e — \/1 + elip elipse
G?M?2m3

Realizando el procedimiento andlogo para la érbita hiperbdlica, obtenemos
el mismo resultado. De este modo, podemos llegar a la siguiente expresién
general:

2EL?

=V @
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2.9 Problemas

2.1. (Principiante) Un estudiante analiza la 6rbita de un pequeno cuerpo en el
Sistema Solar y nota que sus mayores y menores distancias al Sol son 10 UA y
3UA, respectivamente. Asi, encuentre la excentricidad de esa 6rbita.

2.2. (Principiante) Un estudiante estd utilizando un teléfono celular que in-
tercambia informacion con un satélite geoestacionario directamente sobre su
cabeza. Considerando que el tiempo entre que el satélite recibe y devuelve
senales es nulo, jcuantos segundos transcurren entre el envio y la recepcién de
una senal por parte del alumno?

2.3. (Principiante) Apasionado por la Astronomia, Raulzito decide estudiar a
fondo el cometa TVEOQSAM. En sus observaciones, nota que el objeto esta a
3,4UA de distancia del Sol y posee una velocidad de 20 km/s. ;Qué tipo de
6rbita ejecuta el cometa alrededor del Sol?

2.4. (Principiante) Investigadores estdn analizando un cometa que orbita el Sol
en una o6rbita eliptica con un periodo de 8 anos. En cierto instante, calcularon
que este cometa posee una velocidad de 16500 m/s con respecto al Sol. Asi,
jcudl es la distancia del Sol al cometa en ese instante?

2.5. (Principiante) En cierto ctimulo globular de radio 103R,, la velocidad de
escape en la superficie es 220 km/s. Suponiendo que las estrellas de ese grupo
son parecidas al Sol, jcudntas estrellas existen en ese cimulo?

2.6. (Principiante) El cinturén de asteroides es una regién del Sistema Solar
con multiples cuerpos de formas irregulares, situados entre 2,06 y 3,65 UA.
Considerando un asteroide con periodo orbital P = 4,00 anios, calcule las excen-
tricidades minima y maxima para que el objeto permanezca siempre dentro de
esa region.

2.7. (Intermedio) Despreciando efectos relativistas, jes posible que un cuerpo
orbite un agujero negro con una masa un millén de veces mayor que la masa
del Sol en un periodo de 10 segundos?

2.8. (Intermedio) (P1 Barra/2019) Un astronauta se encuentra sobre un pe-
queno cuerpo del Sistema Solar, con una densidad igual a la densidad media de
la Tierra. Al saltar en direccién vertical, logra escapar de la atraccién gravita-
cional del cuerpo. En la Tierra, con el mismo impulso, no podria saltar mas de
30 cm. Determine un limite superior para el radio de este cuerpo, suponiéndolo
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esférico. Considere la aceleracién de la gravedad en la superficie terrestre como
2
9,8m/s”.

2.9. (Intermedio) (Thiago Paulin) Considere un escenario ficticio en el que un
enorme meteorito colisiona con la Tierra, como se ilustra en la figura siguiente.
Sabiendo que la velocidad de la Tierra después de la colisién es tangente a la
orbita original de la Tierra, que era circular, y tiene médulo vy, encuentre el
afelio de la nueva drbita terrestre.

Antes da coliséo

Vo

Depois da coliséo

2.10. (Intermedio) (IOAA /2008 adap.) Considere un objeto en érbita alrede-
dor de la Tierra bajo la influencia exclusiva de la fuerza gravitacional terrestre.
Sea u el inverso de la distancia entre el objeto y el centro de la Tierra, y p la
magnitud de su momento lineal. Al moverse entre los puntos A y B, los valores
correspondientes de u y p estdn presentados en la tabla a continuacion:

p (10kg m/s) [ u (10 8m™1)
A 0,052 9,15
B 1,94 194,17

En estas condiciones, determine:

a) la masa del objeto.

b) su energfa total.

2.11. (Intermedio) Considere un asteroide en érbita heliocéntrica, de forma
esférica, con didmetro D = 10km. La trayectoria del asteroide es hiperbdlica,
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con excentricidad e = v/2, y velocidad asintética (es decir, en un punto infini-
tamente distante) igual a vy, = 54,4km/s. A continuacién, se representa un
esquema de la trayectoria descrita:

Suponga que, en el momento en que la Tierra se encuentra en el punto T, el
asteroide estd en el punto P, y que alcanza el punto Q exactamente 60 dias
después. Determine el didmetro angular del asteroide en el cielo de la Tierra
cuando esté en el punto Q.

2.12. (Intermedio) (OLAA/2019) Un cohete es lanzado desde el polo Norte

de la Tierra, indicado con la letra N en la figura siguiente, con velocidad v =
G Mg
Rg
resistencia del aire y la rotacién de la Tierra. Adopte: Fy y Fs son los focos de
la elipse de la érbita del cohete.

de modo que caiga en el Ecuador, indicado con la letra C. Ignore la
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a) Encuentre la longitud del semieje mayor de la érbita del cohete.

b) ;Cudl es la altura maxima h que alcanza el cohete en relacién con la super-
ficie de la Tierra?

¢) Cudl es el tiempo de vuelo del cohete? Considere gg = 9,8 m/s2.

2.13. (Avanzado) (IOAA adap.) Ménica recibe un aviso de su padre Mauri-
cio de que la Tierra y todos los planetas del Sistema Solar desaparecerdn en
instantes. Con el objetivo de salvar a su conejito, lo lanza en una orbita pa-
rabdlica alrededor del Sol inmediatamente antes de la catdstrofe. Considerando
las érbitas de la Tierra y Marte como circulares y coplanares, de radios 1,0 UA y
1,5 UA respectivamente, calcule el d&ngulo 6 que el conejo formard con la érbita
de Marte.

2.14. (Avanzado) Una maniobra muy utilizada para trasladar un cuerpo de
una orbita a otra es la transferencia de Hohmann, en la que el cuerpo
realiza impulsos para pasar de su érbita original a una érbita de transferencia
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y de esta a la 6rbita final. La imagen siguiente muestra un cuerpo realizando
dicha maniobra.

Siendo asi:

a) Determine los valores de los impulsos de velocidad Av; y Awvs necesarios
para realizar la transferencia. Considere que las 6rbitas azul y roja son
circulares de radios r1 y ro, respectivamente, y coplanares.

b) Calcule la duracién de la transferencia.

2.15. (Avanzado) Un cuerpo es abandonado a una distancia Rg, de la superficie
terrestre. Calcule el tiempo de caida.

. . . . . " a .
Pista: Las ecuaciones cldsicas de cinemética (S = Sp +vot + 5752, por ejemplo)
no funcionan en este caso, ya que la gravedad varia continuamente. Intente tra-
tar la linea que representa la érbita como una elipse extremadamente alargada
(elipse degenerada).

2.16. (Avanzado) Suponga que, en un determinado instante, un cometa de
excentricidad e = 0,995 es observado con una paralaje geocéntrica p = 2,2” y
con una separacién angular respecto al Sol de A = 100°. La geometria de la
situacién estd esquematizada en la imagen siguiente:
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Sabiendo que, en el momento en cuestién, la Tierra se encuentra en una de las
intersecciones de su orbita con la del cometa, calcule el perihelio de la trayectoria
del objeto.

2.17. (Avanzado) En un futuro préximo, surge una nueva tecnologia: jel canén
espacial de satélites! Esta tecnologia consiste en colocar objetos en drbitas
elipticas desde una estacién espacial en orbita circular. Un astrénomo, con
el objetivo de probar esta innovacién, decide lanzar un satélite desde una base
espacial de radio orbital r = %R@ en una direccién perpendicular al movimiento

3Ra

algunos parametros relacionados con la drbita:

de la estacion y con velocidad v = . Ahora, ayude al cientifico a calcular

a) Calcule el semieje mayor de la érbita generada.

b) Usando la conservacién del momento angular, calcule la excentricidad orbital
del satélite.

Después de reflexionar sobre la trayectoria del satélite, el astrénomo se dio
cuenta de que cometi6é un grave error: el perigeo del objeto es menor que Rg,
jhaciendo que colisione con la Tierral

¢) Calcule el menor dngulo que el vector velocidad del satélite forma con la
superficie de la Tierra (¢).

d) Considerando la velocidad relativa del satélite con respecto a la superficie
terrestre y que el objeto se movia en el mismo sentido de rotacién de la
Tierra, calcule la energia cinética liberada durante la colision.

Datos: la masa del satélite es m = 500 kg.

2.18. (Avanzado) (ROSAOC) Cierto asteroide se mueve alrededor del Sol en el
plano de la ecliptica, sin entrar nunca en la érbita de la Tierra. Las condiciones



2.9. PROBLEMAS 175

de su observacion se repiten exactamente cada 2 anos, y su magnitud aparente
varia en 8 mag con el mismo periodo. Determine el valor minimo posible de la
excentricidad de la érbita del objeto. El asteroide es una esfera lisa y uniforme,
con albedo superficial constante. La érbita de la Tierra puede considerarse
circular.

2.19. (Avanzado) (OWAO/2023) Una nave espacial estd en una érbita circular
de radio r = 1,3UA en el plano de la ecliptica. Se le da instantdneamente una
velocidad adicional de 5km/s en la direccién del movimiento, de modo que su
Orbita pasa a interceptar la érbita de Ceres. ;jCudl sera la velocidad relativa
entre la nave espacial y Ceres cuando la nave cruce la érbita del astro por
primera vez? La distancia entre Ceres y la nave en ese momento es 10% km.
Suponga que la 6rbita del planeta enano es circular con radio r¢ = 2,8 UA. Las
direcciones del movimiento orbital de los objetos son las mismas.

2.20. (Avanzado) La determinacién de la masa de una estrella es, sin duda,
uno de los puntos centrales de la astrofisica, ya que este parametro es determi-
nante en la evolucién estelar. Sin embargo, no siempre es posible determinar
facilmente dicha caracteristica, especialmente si el astro estd aislado.

En sistemas binarios, afortunadamente, es posible utilizar los conocimientos de
mecénica celeste para determinar la masa de una estrella a partir del compor-
tamiento de la otra. Esto se expresa en la llamada funcién de masa, que se
escribe en funcién de las masas de las dos estrellas (M; y Mz) y de la inclinacién
del sistema con respecto a la linea de visién (4):

M3 sen? i

My, Myyi) = —2——

f( 12 ) (Ml + M2)2

a) Demuestre que, considerando un sistema binario de excentricidad despreci-
able, la funciéon de masa puede escribirse en términos de la velocidad radial
maéxima observada de la estrella 1 (K) y del periodo orbital del sistema (P):

K3p
My, Ms,3) =
f( 1, 2,1) ony

Pista: Debido a la inclinacién de la érbita del sistema con respecto a nuestra
linea de visién, la relacion entre la velocidad radial observada y la real esta
dada por la siguiente expresion:

Ur,obs
sen ¢

Ur,real =

b) En cierto sistema binario con perfodo P = 6,26anos, K = 36,7km/s y
My = 3,57 Mg, ;cual sera el valor minimo que podra asumir la masa de la
segunda estrella?
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2.10 Solucién

2.1. Las situaciones de distancia minima y méxima corresponden, respectiva-
mente, al perihelio y afelio. Asi, podemos encontrar la excentricidad a
partir de la expresion vista en la seccién 2.3:

o Tapoastro - Tperiastro

Tapoastro + Tperiastro
Sustituyendo los valores:
10-3
e =
10+ 3

2.2. El periodo de un satélite geoestacionario es igual al periodo de la Tierra,
por lo que, segin la Tercera Ley de Kepler:

= 0,538

Realizando el célculo, encontramos as.; ~ 42227 km, que es la distancia
del centro de la Tierra al satélite. Con esto, podemos encontrar su altura
respecto a la superficie terrestre:

H= Agaqt — R@ = 35850 km

Como la senal tiene que ir y volver, la distancia total recorrida por la senal
es de 2H = 71700 km. Para hallar el tiempo, basta dividir este valor por
la velocidad de la luz.

71700 km

R 0,239
3105 km/s 00

2.3. Para determinar el tipo de érbita, basta encontrar el signo de su energia
mecanica F. Tenemos:

2
E:m<v_GM>
2 T

El enunciado dio v y 7, luego:

_ (201092 6,67-10711-1,99-10%) .
E_m( 2 3,4-1,496 - 101! =m-(-6,1-10 )kg

Como m > 0 (masa del cometa), tenemos que E < 0. Asi, la 6rbita es
eliptica.
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2.4. Como el cometa orbita el Sistema Solar, podemos utilizar la Tercera Ley
de Kepler para encontrar su semieje mayor a. Como la Tierra también
orbita el Sol:

P2 B 1 afio?
a®  1UA®

Realizando el calculo, obtenemos a = 4 UA. Ahora, utilizamos la ecuacién
VIS-VIVA:

2 1 v2 1 2

2
:GM - — = — _ = —
Y (7’ a> GM, "ar

Sustituyendo los valores del enunciado:

165002 N 1 2
1,33-1020 © 4.1,5-101

r=538-10"m

2.5. Reescribiendo la ecuacion de la velocidad de escape:

v2. - R

esc

M==G

Sustituyendo los valores del enunciado:

(2,2-10%)% - 10% - 6,96 - 108

M =
2-6,67-10-11

=252-10% kg

Esta es la masa combinada de todas las N estrellas parecidas al Sol. Asi,
podemos hallar N mediante:

M
NZ%N

2.6. Podemos obtener el semieje mayor de la 6rbita del asteroide mediante la
tercera ley de Kepler:
P:_ x| GMoP?\'/?
—_— = — a = —_—
a3 GM@ 471'2

a~252UA
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La excentricidad minima corresponderd a un perihelio ubicado en 2,06 UA:

2,06 UA
Qmin = a(l - emin) = emin = 1— T = | emin ~ 0,183

La excentricidad méaxima, a su vez, correspondera a un afelio ubicado en
3,65 UA:

3,66 UA
Amazr = a(l + emaw) = €maz = : -1 = Cmaz ~ 07449
a

Podemos calcular la distancia del centro del agujero al cuerpo que realiza
la orbita de periodo 10s a partir de la Tercera Ley de Kepler:

B i,/PQGM ~2[/10%-G-1,99 - 10% - 10°
“= 4r2 472

a=6,95- 10® metros
Ahora, podemos calcular el radio de Schwarzschild del agujero negro:
2GM  2-6,67-107" 1,99 - 10%°
2 91010

Tseh = 2,95 - 10? metros

Rsch =

Note que a < Rs.p, entonces la distancia que el cuerpo deberia tener del
centro del agujero negro es menor que el propio radio de Schwarzschild,
del agujero negro, i.e. la situacién es imposible.

En la Tierra, la velocidad inicial proporciona energia cinética suficiente
para que el astronauta suba 30 cm. Asi, conservando la energia mecdnica
en los instantes inicial y final (altura méxima):

1
Emv2 = mgh = v*> = 2¢gh
En el pequeno cuerpo, esta velocidad es suficiente para que el astronauta
escape de su atraccién gravitacional, por lo que v es la velocidad de escape.

Tenemos:

929G M,
R,

V = Vesc <& 29 =

Ahora, necesitamos utilizar el hecho de que la densidad del cuerpo es igual
a la densidad de la Tierra. Como ambos son esféricos:

_ 3Mg
o 47TR§’9

Pec = P
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2.9.

Combinando estas expresiones:

Reescribiendo:

- 3gh
R = \/ 4G pg

Podemos calcular la densidad de la Tierra por:

Mg
Po = 1

gﬂ'R%

Realizando el célculo, obtenemos | R, = 1,38 km |.

Note que el perihelio de la nueva érbita es el propio radio de la érbita
original:

~550-10% kgm™3

Tp = ag

Sabemos que r, + r, = 2a, es decir, basta encontrar el semieje mayor de

la nueva érbita para resolver el problema. La energia total de esta érbita
GM@m

es — , por lo que:
2a
mvg  GMgm ~ GMgm
2 ag a 2a
Aislando a:
1
a =
2 vg
ag GM@
Como 1, = 2a — ag:
2
Tq = a
2 vE @
ag GM@

Reescribiendo:
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2,2
ag vy

o= QGMQ — a@vg

También es posible resolver este problema conservando el momento angu-
lar y la energia entre el perihelio y el afelio, pero el cilculo serfa mucho
mayor.

2.10. a) La energia total del objeto estd dada por la siguiente expresién:

mu? ~ GMgm

E:
2 r

Por la definicién de momento lineal (p = mv), podemos escribir F en
funcién de las variables del problema:

P2
E=-——GMgmu
2m
Utilizando el hecho de que, en este sistema, la energia se conserva,

podemos igualar las expresiones de energia en los puntos A y B:

2

P’ p
£4 GMgmua = 2—3 — GMgmup
m

2m

Multiplicando ambos lados por m y aislando la masa:

P2 i
?A — GM@TTLQUA = 73 — GM@mQUB
2 9
— Pa"Pp 5 PB _ GMgm?(ua — up)

2 2
Pa —PB
— =
" \/QGM@(UA —U,B)

|m~50-10"kg|

b) Sabiendo la masa, podemos calcular la energfa total con base en la
expresion encontrada en el {tem (a):

p?
E=-——GMgmu
2m

Usando los datos del punto A, tenemos:

E~ —1,0-10'%J

2.11. Para la resolucién de esta pregunta, considere la siguiente imagen:
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Podemos obtener el angulo 6 a partir de la férmula polar de la hipérbola:

~ale?—1) 1 (a(e? —1)
a@—m - COS(G)—e(a@—l)

Podemos obtener el semieje mayor considerando la energia mecanica del
asteroide en el punto de velocidad v, €l cual posee energia potencial
gravitatoria tendiendo a cero:

GMom mu2, e GMg
26 2 w2
Calculando:
a~ 0,300 UA
0 ~ 103,5°

En 60 dias la Tierra se habra desplazado un angulo ¢, que puede obtenerse
mediante regla de tres:

¢ 60dfas

360° - lamo 97992

Podemos obtener la longitud QT por la ley de cosenos:
(QT)? = a2, + a2 — 2a2, cos(0 — ¢) = QT = ag+\/2 — 2cos(0 — §)

QT ~ 0,754 UA
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Por dltimo, el didmetro angular sera simplemente:

P
QT

0 ~ 18,3 mas

2.12. a) Podemos utilizar la conservacién de energfa en el punto N:

E=K+U
GMgm mv?  GMgm _ GMgm  GMgm
2a N 2 R@ n 2R@ R@
_GM@m - _GM@m
2a 2Rg

Con esto, tenemos:
a = R@

a = 6380 km

Con este resultado, podemos concluir que el poligono formado por los
puntos N, C, Fi y Fy es un cuadrado, hecho que serd tutil en los
siguientes items.

b) Sabiendo que el semieje mayor es igual al radio de la Tierra, podemos
afirmar que el punto N estd sobre el semieje menor de la érbita. Por
simetria, los segmentos F1 /N y FoN son iguales. Con base en esto,
podemos obtener la excentricidad orbital a partir de la diagonal del
cuadrado formado:

2
F1F2:2ae:R@\/§ - ezg

La altura maxima puede obtenerse considerando que se da en el apogeo:
h=a(l+e)— Rg

V2
T2

h ~ 4510 km

c¢) Siendo AA el drea del sector eliptico recorrido por el cohete, tenemos,
segun la segunda ley de Kepler:

h R

AA t

Tab T

Para obtener el drea del sector eliptico, considere la siguiente imagen:
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AA entonces puede obtenerse sumando la mitad del drea de la elipse

de la orbita y el drea de dos tridngulos isésceles con lado RQ}T\E:

2
RQ
AAM+2~1<R@\E> — AAmzb(;Jr 69)

2 2 2 2mwab

1 R
t=|= T
<2 * 27rab)

Rgp V2
@2\[, tenemos:

De esta manera:

Comoa=Rg yb=

Segun la tercera ley de Kepler:

T2 472 47r2R§’9
a3 GM@ GM@

(1 \/§> An2R3,

Con esto:

2+27T

2.13. Como la energia total de una 6rbita parabdlica es 0, podemos encontrar
la velocidad inicial del conejo (vp) y su velocidad cuando cruza la érbita
de Marte (var). Tenemos:

2" o G My
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De manera analoga:

mu?3, B GMam PN 1112% _ 2G' M,

2 apnr apnr

Donde agy = 1UA y apr = 1,5 UA. Ahora, podemos conservar el momento
angular entre estos dos puntos. Inicialmente, el angulo entre los vectores
posicion y radio era 90°, por lo que:

Li = mugag sen90° = mugag

Por otro lado, el dngulo entre estos vectores es 90° — 6 cuando el conejo
cruza la orbita de Marte. Asi:

Lo = muprans sen(90° — 60)

Como sen(90° — z) = cosz y el momento angular se conserva, tenemos:

L1 = Lo & mugag = mupsans cos 0

Asi, sustituyendo vg y vas:

2G' M,
ag
a
COStg = 7@
2GMg
ang
an

Reescribiendo:

Realizando la cuenta, obtenemos | § = 35,3° |.

2.14. a) Por la geometria de la situacion, observe que la 6rbita de transferencia
(en verde) posee semieje mayor a tal que 2a = r1 + ro. Asi, para
que el cuerpo vaya de la orbita original a la de transferencia, debe
poseer una velocidad que satisfaga la ecuaciéon VIS-VIVA de la drbita
de transferencia, es decir:

U%:GM<2_1>:GM<2_ 2 >:T2GM1"2
1

rna rL T 4+Te (r1+12)
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Observe que antes de realizar el primer impulso, el objeto poseia la
velocidad de la orbita circular de radio 71, por lo que su velocidad
inicial era:

GM
Vo = e
™

El impulso Av; debe hacer que la velocidad del cuerpo pase de vy a
v1, asi v1 = vg + Avy. Entonces:

QGMT’Q

1 (7”1 + 7“2) B

Podemos reescribir esta expresién como:

A’Ul _ \/GM <\/ 27’2 . 1>
1 r1+ 1o

Para encontrar Avy, podemos realizar un procedimiento similar. Ob-
serve que, después del primer impulso, el cuerpo estaba en el periastro
de la oOrbita de transferencia. Por otro lado, inmediatamente antes
del segundo, estard en el apoastro. Siendo vy la velocidad antes del
segundo impulso (en el apoastro), tenemos, por VIS-VIVA:

UV, =

2 2 > ) 2GMry
—
T2 T1 + T2

2_aoMm | = — el
=G ( ra(ri +12)

Por otro lado, el cuerpo queda en una 6rbita circular de radio ro
después del segundo impulso. Podemos hallar la velocidad vy en esta
situacién por:

GM
vf = ——
2
Tenemos que vy = vy + Awvy, asi:
GM 2
AUQ = <1 — " )
T2 1+ T2

Podemos encontrar el periodo asociado a la érbita de transferencia
mediante la Tercera Ley de Kepler:

p2_ ("N +r9\? 4n? . p_ (r1 + 12)3m?
2 GM 2GM

Seguin la Segunda Ley de Kepler, el cuerpo barre areas iguales en ti-

empos iguales. Durante la maniobra, va del periastro al apoastro, por
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lo que el tiempo At necesario para esto es la mitad del perfodo P
encontrado por la Tercera Ley de Kepler. Ast:

PV Y CE N L T,
o 2GM 8GM

2.15. Es necesario?? conocer el concepto de elipse degenerada para resolver esta

pregunta. Es una elipse con excentricidad tendiendo a 1, es decir, casi un
segmento de linea. Asi, podemos considerar la 6rbita del cuerpo (que es un
segmento de linea) como una elipse degenerada. La imagen a continuacién
ilustra este anélisis.

P

Centroda Terra "

f

Figura 2.26: Elipse degenerada (e — 1)

Para encontrar el tiempo de caida, necesitamos encontrar el area barrida
por el cuerpo (en rojo en la imagen) y usar la Segunda Ley de Kepler.
Observe en la imagen que el eje mayor de la elipse es la distancia entre el
punto inicial y el centro de la Tierra, es decir:

2a:2R@:>a:R@

Vale la pena destacar que ¢ — a en elipses degeneradas. Ahora, el drea
roja AA puede dividirse en un cuarto de una elipse y un triangulo de base
a'y altura b. Asi:

wab  ab
AA = — + —
4 * 2

Segun la Segunda Ley de Kepler:

At aa N1 1,1
P A ab - 4 27

Donde P es el perfodo de la érbita y A es el drea total de la elipse (wab).
Tenemos, segin la Tercera Ley de Kepler:

22También es posible resolverlo mediante calculo diferencial e integral, pero el célculo excede
el alcance de cualquier olimpiada de astronomia.
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2.16.

P2 472

a®  GMg

Combinando estas expresiones:

ar=(Ly LY, fire
B 4 2 GM@

Reescribiendo y usando a = Rg:

A= (147 2

Realizando la cuenta, obtenemos | At = 2080 s |.

187

En posesion de la paralaje geocéntrica del cometa, podemos calcular la

distancia entre la Tierra y el objeto:

R
dre = 7@ — drc ~4,0UA

Ahora, mediante la ley de los cosenos, podemos descubrir la distancia del

cometa al Sol en el instante analizado:

d%c = d%S + d%C — 2drgdrc cos(A) = dgc ~ 4,3UA

Siendo « el dngulo Tierra-Sol-Cometa y § el angulo Perihelio-Sol-Tierra,
podemos relacionar tales angulos a través de la ecuacién polar de la elipse:

de — a(l —e?)
ST 1r e cos(p)
dse = a(l —e?)

1+ ecos(8+ a)

Dividiendo las ecuaciones:

dsc 1+ ecos(B)
drs 1+ ecos(B+ a)

Podemos calcular o por medio de la ley de los senos:

sen(a) _ sen(\) 0~ 66T
drc dsc
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Podemos aislar el cos(8) y descubrir el valor de 8 por iteracién:

cos(B) = ! <dSC (14 ecos(a+ ) — 1)

~ e \drs
— B 657°

Ahora, podemos utilizar el dngulo calculado para descubrir el valor del
semieje mayor de la 6rbita del cometa:

_ dps(1+ecos(f))
“= 1—e2

De este modo, el perihelio sera simplemente:

g=a(l—e) = |¢~0,71UA

a) Calculando la velocidad orbital de la estacién espacial:

2G Mg
Vo =
3Re
v = 6,45km/s

Como v es perpendicular a vg, podemos calcular la velocidad del satélite
con respecto al referencial de la Tierra (u) por el teorema de Pitdgoras:

u? =0v? + 0] = u=/v?+ v}
u = 7,90km/s

Ahora, por conservacién de energia:

mu? ~ GMgm _ GMgm GMgr

- g=——"9
2 r 2a 2GMg — ru?

= a ~ 141 UA

a~191-10"km|

b) Siendo 4 el dngulo entre el vector velocidad y el vector radio posicidn,
podemos escribir el momento angular de la siguiente forma:

L = mursen(0)

Tal magnitud puede escribirse también en funcién de la excentricidad:

L =m+/GMga(l — ¢€?)

Igualando las dos expresiones:

2.2 qon2
mursen(d) = my/GMga(l —e?) = e= \/1 - w

Para obtener 6, podemos considerar la siguiente geometria:
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De esta forma:

cos(90° — 0) = U—uo = sen(f) = %O

Con esto:

2.2
VoT

B GM@GJ

¢) Por Vis-Viva, podemos obtener la velocidad orbital del satélite en el

punto de colisién:
2 1
=4/GMg | — — -
! \/ ¢ <Rea a>

u~~10,2km/s

e=4/1

Ahora, podemos obtener ¢ por el mismo razonamiento del item (b):
Rgusen(90° + ¢) = \/GMga(l — e?)

GMga(l — e?)
R@u

d) Calculando, inicialmente, la velocidad de rotacién de la Tierra en la
linea del ecuador:

= cos(¢) =

27TR@

= Te .~ 465
Y9 = 93156 min 045 Vo m/s

Ahora, podemos calcular la velocidad del satélite con respecto a la
superficie terrestre considerando la siguiente imagen:
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Ug
¢

u

Y

Opel

Con esto, podemos obtener v,.; por la ley de los cosenos:
V2 = V3 + u? — 205U cos()

De esta forma: )

MU

2

m 2vg v/ GMga(l — e2
Eliverada = 5 (U% + U2 - © R@ ( )>
@D

Eliberada =

‘Eliberada ~ 2,38 - 10" J‘

2.18. Por el enunciado, podemos concluir que el periodo del asteroide es de
2 anos, ya que, pasado ese tiempo, tanto la Tierra como el objeto retornan
a la misma posicién relativa. Por la tercera ley de Kepler, podemos calcular
el semieje mayor del asteroide:

ad

———=1My; = a=159UA
(2 afios)? ©
Ahora, es importante entender que la variacién de magnitud del asteroide
se dara por la alteracion del flujo recibido, que cambia conforme varia la
distancia. Como el flujo se “dispersa” tanto en la propagacién de la luz del
Sol hasta el asteroide como del asteroide hasta la Tierra, el flujo dependera
de ambas distancias:
—2 ;-2
Focdygdag

Considerando dos instantes arbitrarios 1 y 2, tenemos:
2
B <dA@,2dA®72>
Fy das1dac
Por la ecuacion de Pogson:

dae.od
My — my = Am = 5log (A@“@z)

dag,1dac,1
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Una vez en posesion de esta ecuacién, necesitamos relacionarla con la ex-
centricidad orbital mediante el andlisis de la configuracion que la minimiza.
Considerando que, segin lo dicho en el enunciado, la érbita del cometa es
siempre exterior a la de la Tierra, podemos representar la situacion con la
siguiente geometria:

Imaginando que la Tierra se encuentre en el punto T en ambos instantes,
las distancias de T a los puntos 1 y 2 se configuran como las minimas y
maximas distancias que el asteroide puede asumir tanto de la Tierra como
del Sol, respectivamente. Es intuitivo pensar que, cuanto mayor sea la
excentricidad de la érbita del asteroide, mayor sera la diferencia entre las
distancias mencionadas y, consecuentemente, mayor serd el Am. Una vez
fijado el valor de Am en 8 mag, maximizar la razén % implicara

minimizar el valor de la excentricidad.

Con base en todo esto, podemos escribir:
daw2=a(l+e)+ag
dag,2 =a(l+e)
dagir =a(l—e) —ag
daw, = a(l—e)
De modo que:

_ (a(l+e)+ag)(a(l+e)
"~ (a(l —e) —ag)(a(l —e)) ~ 39,8

oo

10
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Podemos manipular tal ecuacién para escribir e en funcién de si misma y
resolver por iteracion:

Y CEC R B

a a(l+e)

€min ~ 07284

Tal solucién cumple la condicién de que a(l — epin) > ag.

Velocidad de la nave justo después del impulso:

GMo,

v= +Av = v~3,12-10"m/s

Semieje mayor de la nueva orbita de la nave espacial:

2 1 GMgr
2 ©
=GMp |- —-- ) = a= ———
v (r 7‘) 2G Mg — v3r

— a~334-10"m

Velocidad de la nave espacial al cruzar la érbita de Ceres:

1 1
vi = GMg ( - ) — v ~ 1,55-10*m/s
TC a

Usando conservacién del momento angular, obtenemos el angulo « que el
vector velocidad forma con la direccién radial:

ur

L=L, = mvr =muviresen(a) = sen(a) =
nrc

o~ T0°

Ahora, por la ley de los cosenos, podemos convertir la velocidad de la
nave espacial del referencial heliocéntrico al de Ceres (que se mueve con

velocidad ve = 4/ GyQ ):

v2,, = vi +vE — 20100 cos(90° — a)

=

rel 7 6,25 - 103 m/s\

a) Siendo vy y a; la velocidad orbital de la estrella 1 y su semieje mayor,
respectivamente, tenemos:

2maq

P

v =
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Considerando la inclinacién del sistema, podemos relacionar vy y K
mediante la siguiente expresién:

K

sent

v =

Por la tercera ley de Kepler, tenemos:
p? _ A2

a®  G(M; + My)

Ademis, por la ecuacion del centro de masas, podemos escribir:

M,
[ 7M1 n Mga
Sustituyendo en la primera ecuacién:
2w Msa P 2w M sen i

- — :> S
T (M, + My)P a (M + MK

Reescribiendo la tercera ley de Kepler en términos de % y sustituyendo
la expresion anterior:

P\’ 1 472 27 My sen i Ar2P
<a> P~ G(M + My) — <(M1 + Mz)K> T G(M + M)
Manipulando la expresién y simplificando:
M3 sen® i B K3P
(M + M>)? 2rG

De modo que:

K3p
Mi,Ms53) =
f( 1, 271) omC

Calculando el valor de la funcién de masa:

f A~ 11,7 M,

De este modo, podemos escribir la siguiente ecuacion:
M3 sen® i = 11,7(3,57 + My)?

Como podemos notar, la inclinacién es una incégnita. Sin embargo, al
analizar posibles valores, observamos que, con i = 90°, el valor de M,
serd minimo, ya que, al aumentar el valor del lado izquierdo de la ecu-
acién, My debera disminuir para mantener la igualdad. Considerando
esto, podemos simplificar la ecuacién de la siguiente manera:
3
M2,min ~11.7=0
7=
(3,57 + My min)?
Resolviendo esa ecuacion por interacion:

| Momin ~ 17,5 Mo |




Capitulo 3

Fotometria

La fotometria es la rama de la astronomia que estudia la luz procedente de
objetos astronémicos, sean estos visibles para nuestros ojos o no. A lo largo
de este capitulo, estudiaremos la diversa informacién que nos puede proporcio-
nar una simple muestra de radiacion—esencial para comprender mejor nuestro
universo—.

3.1 Espectroscopia

3.1.1 Radiacién Electromagnética

La radiacién electromagnética forma parte de numerosos aspectos de nu-
estra cotidianidad: interviene en la visién humana, en el funcionamiento de
los microondas, en las tecnologias de comunicacion, entre otros. En la astro-
nomia, no solo constituye el principal medio para obtener informacién sobre
los objetos celestes, sino que durante mucho tiempo fue el tinico medio dispo-
nible (actualmente, también existen otras técnicas, como la deteccién de ondas
gravitacionales). Es asi que casi toda la informacién que tenemos de nuestro
universo fue obtenida a través de la deteccién de radiacion electromagnética, ya
fuese en luz visible o en otras bandas del espectro electromagnético, que sera
presentado mas adelante.

Por el momento, estudiaremos la naturaleza ondulatoria de la radiacién
electromagnética.

¢ Ondas Electromagnéticas:
Una carga eléctrica oscilante genera campos eléctricos y magnéticos varia-

bles que se sostienen mutuamente. Este fenomeno de la origen a la propagacién
de ondas electromagnéticas, como la luz.

194
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Las oscilaciones de los campos eléctricos y magnéticos son perpendiculares
entre si y pueden entenderse como la propagacién de una onda transversal.
En otras palabras, la oscilacion se produce perpendicular a la direccién de
propagacién, como se puede observar a continuacién:

Diregdo de

Campo _ Propagagéo/

Elétrico (F)

Campo |
Magnético (B)

Comprimentm
\A/

Figura 3.1: Onda eletromagnética

Algunos elementos de las ondas electromagnéticas son extremadamente im-
portantes para su estudio. Observe la siguiente figura:

QL

Figura 3.2: Parametros de una onda

Tenemos:

e Velocidad de la luz (¢): velocidad de propagacién de una onda electro-
magnética cualquiera en el vacio (¢~ 3108 m/s)

e Longitud de onda (A): menor distancia entre dos puntos de onda en con-
cordancia de fase. Por ejemplo, la distancia entre dos crestas (puntos més
altos de una onda) consecutivas

e Frecuencia (f): Cantidad de oscilaciones de onda por unidad de tiempo

e Periodo (7T'): Intervalo de tiempo de una oscilacién de onda completa
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e Amplitud de onda (A): Distancia maxima entre un punto de onda y su
posicién de equilibrio.

Ahora, vamos a encontrar algunas relaciones entre estas magnitudes. Si una
onda realiza n oscilaciones en un intervalo de tiempo At, su frecuencia es:

n

N

Por otro lado, el intervalo de tiempo At asociado a n oscilaciones se relaciona
con el periodo T por:

At =nT

Dividiendo estas ecuaciones:

1
f=7

Ademsds, podemos relacionar la longitud de onda A con la frecuencia f de
una onda. Después de un intervalo de tiempo T, recorrié una distancia A con
una velocidad c¢. Asi, por cinemaética:

1
Como 7= f, podemos llegar a la ecuacién fundamental de la ondulacion:

c=Mf

A partir de esta ecuacién, podemos percatarnos de que la longitud de onda A
y la frecuencia f de una onda electromagnética son inversamente proporcionales,
o en otras palabras, que cuando una aumenta, la otra disminuye.

e Fotones:

Debido al principio de dualidad onda-particula, La luz puede entenderse
tanto como una onda electromagnética como un haz de diversos paquetes de
pequenas particulas energéticas, los fotones. La energia de un fotén de frecu-
encia f puede calcularse a través de la ecuacién de Planck-Einstein:

Donde h es la Constante de Planck, cuyo valor es h = 6,63 - 10734J - s.
Note que, cuanto mayor sea la frecuencia de una onda electromagnética,

mayor serd su energfa. A su vez, como f = c¢/\ = E = he/)\, cuanto mayor sea
la longitud de onda, menor serd la energia de una onda electromagnética.
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A partir de la idea de cuantizar la energia en pequenos paquetes, el fisico
danés Niels Bohr desarrollé su modelo atémico, proponiendo que el dtomo es-
taba formado por un ntcleo positivamente cargado, rodeado de electrones aco-
modados en Orbitas circulares de diferentes niveles de energia, como se puede
ver a continuacion:

Aumento da energia
dos orbitais

Um foton ¢ emitido
com energia E = hf

Figura 3.3: Estructura del modelo atémico de Bohr

Si un electron salta de un nivel orbital de mayor energia a uno de menor
energia, como en la figura 3.3 (del nivel 2 al 1), un fot6n es emitido con energia
exactamente igual a la diferencia de energia entre los 2 orbitales involucrados.
Anélogamente, cuando un electrén absorbe un fotén suficientemente energético,
este salta de un nivel orbital de menor energia a un nivel orbital de mayor
energia. Este mecanismo es la causa de la emisiéon de luz por parte de las
estrellas.

3.1.2 Espectro Electromagnético

El espectro electromagnético es el intervalo completo de todas las posibles
frecuencias de radiacién electromagnética, abarcando no solamente el espectro
visible (por medio del ojo humano) sino también frecuencias mucho menores
o mayores. La imagen de abajo ilustra todas las bandas del espectro electro-
magnético:
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< Aumento da Frequéncia (v)
1?“ 1?2: l?zo 1?18 1?16 l(l)u 1?12 1?10 llos llos lIOA lloz 1|00 v (Hz)

Raios y Raios X UV | | Infravermelho | Microondas |FM AM Ondas longas de radio
(Ondas de radiof

| | | | | | I I I | |
JE T T e S ) e [ S T 10°° 107 10° 10° 10° 10* 10° 10% % (m)

eeemTTTT T T Aumento do Comprimento de Onda (1) —

! Espectro Visivel

I
400 500 600 700

Aumento do Comprimento de onda (%) em nm —
Figura 3.4: Espectro electromagnético

Note que los rayos gamma tienen longitudes de onda del tamano de fracci-
ones de un atomo, mientras que las ondas de radio poseen longitudes del orden
de miles de kilémetros.

Es interesante notar que el rango visible corresponde apenas a un estrecho
intervalo de frecuencias, lo que muestra que la vision humana es bastante limi-
tada. Es por esta razén que utilizamos detectores especializados que realizan
observaciones en otras longitudes de onda.

De todos estos tipos de ondas electromagnéticas, la mayor parte no es capaz
de penetrar en la atmoésfera terrestre, haciendo dificil la observacién de esas
ondas desde la superficie de la tierra. Este punto demuestra la importancia de
telescopios espaciales, ya que se encuentran por encima de la atmésfera.

3.1.3 Leyes de Kirchhoff

A vpartir de la experimentacién, el aleman Gustav Kirchhoff formulé tres
importantes leyes de la espectroscopia, que serian conocidas posteriormente
como Leyes de Kirchhoff. Estas son:

e Un cuerpo opaco caliente, independientemente de su estado fisico, emite
un espectro continuo.

e Un gas enrarecido (contrario de denso) frio produce un espectro de lineas
de emision (lineas brillantes).

e Si la luz de un objeto con espectro continuo pasa por un gas enrarecido
frio, lineas de absorcién (lineas oscuras en el espectro continuo) surgiran.
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Espectro continuo Espectro de emissdo

gas frio

Fonte quente

Espectro de absorcdo

Figura 3.5: Leyes de Kirchhoff

3.1.4 Espectro de las Estrellas

El espectro de una estrella permite a los astréonomos determinar algunas
de sus caracteristicas como temperatura, composicion quimica, masa, edad e
incluso la posible presencia de un exoplaneta.

De acuerdo con las leyes de Kirchhoff, las estrellas presentan un espectro
continuo con lineas de absorcién. Esto ocurre porque se genera un espectro
continuo en la superficie visible (fotosfera), pero parte de esa luz es absorbida
por la capa fina y més fria de atmésfera que esta justo encima de la fotosfera,
generando lineas de absorcién. Estas lineas dependen de los elementos quimicos
y de la temperatura de la estrella.

Ademds, tal y como propone el modelo de Bohr, cada elemento solo puede
emitir fotones con energias determinadas por sus niveles de energia, es decir, la
frecuencia de la luz emitida por un elemento especifico no es arbitraria. De ma-
nera similar, los atomos solo pueden absorber fotones de esas mismas energias
para el proceso inverso. De este modo, la deteccién de una linea espectral, ya
sea de emision o de absorcién, es una prueba directa de la presencia de ciertos
elementos en una estrella.

Para obtener el espectro de una estrella, es necesario utilizar una red de
difraccién que separe la luz procedente de las diferentes longitudes de onda
presentes, lo que daria como resultado un grafico como el que se muestra a
continuacion:
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1.2
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Comprimento de Onda(A)

Figura 3.6: Espectro de una estrella

Las lineas de absorcion son facilmente identificables en la figura 3.6 mediante
la observacion de las diversas caidas abruptas en el flujo relativo.

3.2 Efecto Doppler y Redshift

3.2.1 Efecto Doppler

El Efecto Doppler es un fenémeno fisico relacionado con el cambio en la fre-
cuencia de ondas emitidas o reflejadas por un objeto que estd en movimiento con
respecto a un observador. En la astronomia, nos interesamos mucho més por la
relacién de este efecto en ondas electromagnéticas (como la luz) que en ondas
mecdnicas (como el sonido), ya que estas no se propagan por el vacio del espacio.

Imaginemos una fuente con una velocidad radial (en la direccién de la fuente-
observador) no nula con respecto a un observador. Esa fuente emitird pulsos
de luz cada Atg, asi como se puede ver en la siguiente imagen:
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Figura 3.7: Efeito Doppler

Un observador situado a la izquierda de la fuente recibird dos pulsos con-
secutivos en un intervalo de tiempo At; mayor que Aty debido a la velocidad
radial positiva de la fuente. Por otro lado, un observador a la derecha recibira
senales consecutivas separadas por un Ats < Atg. Ahora, comparando estos
pulsos con la emisién de ondas, podemos relacionar las frecuencias de la luz con
los intervalos de tiempo mediante:

1 1 1
fo*Ato YT Al fQ*AtQ
Es decir, f1 < foy fo > fo, 0 A1 > Ao ¥ A2 < Ag. A esta variacién en la
frecuencia (o longitud de onda) causada por el movimiento relativo entre una
fuente y un observador se le conoce como Efecto Doppler.

3.2.2 Redshift no relativista

Como hemos visto anteriormente, cuando los astrénomos observan un cu-
erpo celeste alejdndose o acercandose a la Tierra, la longitud de onda de la luz
que reciben se desplaza hacia arriba o hacia abajo de lo que se esperaria si la
fuente estuviere detenida. Si la fuente de luz se estd alejando del observador
(v > 0), entonces A > Ay, donde \ es la longitud de onda observada y Ao es
la longitud de onda emitida. Este desplazamiento hacia una longitud de onda
mayor se denomina corrimiento al rojo (redshift). Del mismo modo, si la fu-
ente se estd acercando al observador (v, < 0), entonces A < Ao, es decir, hay
un desplazamiento hacia una longitud de onda menor, un corrimiento al azul

(blueshift).

La mayoria de los objetos del universo mas alld de la Via Lactea se estdn
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alejando de nosotros', por lo que los redshift son més comunes que los blueshift.
Utilizamos el pardmetro z, conocido como redshift?, para cuantificar el efecto
Doppler de la luz. Este parametro se define como:

LAk M
X o

El redshift también puede ser escrito como funcién de la frecuencia, ya que
c = \f. Tenemos:

c_c 1 1 fo—Ff
_A=X _f fo_f fo_ f-fo _So—f _Jfo—7f
ST T 2 A

fo Jo Jo

Ahora, despreciando efectos relativistas, vamos a encontrar una relacién
entre el redshift z y la velocidad radial v, de una fuente. Para un tiempo ¢t = 0,
la fuente emite su primer rayo de luz. Después de un intervalo de tiempo At,
esta emite su segunda senal. La imagen de abajo concibe esta situacion:

t=0 .Y, c

Fonte

Diregéo do observador
—_—

= Ato
.&.Foutc\ c
) ’UTAt() CAtU

Figura 3.8: Redshift / Corrimiento al rojo

La distancia entre dos senales es (¢ + v,)At. Como estas se mueven a la
velocidad de la luz, el intervalo de tiempo At entre la recepcién de estas por
parte del observador puede ser descrito como:

1Esto es una consecuencia directa de la ley de Hubble, que se estudiaré en el apéndice de
cosmologia.

2Es un nombre muy desafortunado, ya que z puede representar tanto un corrimiento al
rojo como un corrimiento al azul de la luz, pero es la notacién estandar.
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(¢ + v.) Aty
c

At =

Comparando esta situaciéon con una onda, la frecuencia f de la luz recibida
se relaciona con la frecuencia fj de la luz emitida por:

Como A\ f=ce Ay fo =c, tenemos:

T >\ T

)\:(1+v—>)\0¢—71:v—

c Ao c

L A A .
Por definicién, s 1, entonces podemos llegar a la relacion final:
0 0

A=) AN v,
z = = —_—— —
)\0 )\0 c

Esta relacion es muy ttil, ya que nos permite calcular la velocidad de aleja-
miento o acercamiento de los objetos astronémicos con solo observar su espectro.
Esto se hace identificando el desplazamiento de lineas de absorcién conocidas
(por un A)\). De este modo, conociendo la longitud de onda en reposo (\g) de
estas lineas (magnitud medible en laboratorio), es posible calcular el redshift z
y, por ende, la velocidad radial v,..

Por ejemplo, en la imagen siguiente, el espectro superior corresponde a algu-
nas lineas de absorcién medidas en el laboratorio (la posicién de una linea seria
Ao) v el espectro inferior se obtuvo a partir de observaciones de una estrella
(la posicién de la linea nos proporciona A). Se puede observar que las lineas
de absorcién se han desplazado hacia la derecha con respecto al espectro del
laboratorio, lo que indica un desplazamiento al rojo, por lo que esta estrella se
estd alejando del observador.
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Figura 3.9: Lineas de absorcién desplazadas

En términos practicos, analizar el espectro de esta manera no es tan eficiente,
ya que no presenta datos cuantitativos sobre la frecuencia ni sobre la intensidad
de las lineas espectrales, siendo mas provechoso un gréafico convencional, como
el de la figura 3.6.

3.2.3 Redshift Relativista

La deduccién que encontramos en la tltima subseccion solo es valida para
velocidades muy inferiores a la de la luz (v, < ¢), en las que podemos despreciar
los efectos relativistas. En este caso, vamos a deducir la expresién general
utilizando algunos efectos de la relatividad restringida®. Tenemos la siguiente
situacion:

3Si atn no has estudiado esto, puedes saltarte esta deduccién. Solo las fases finales de las
pruebas de seleccion de astronomia suelen exigir conocimientos béasicos de relatividad.
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t=0 _Yr, c

Fonte

Direc&o do observador
————

t = At

Uy Fonte C

v, At eAY
Figura 3.10: Redshift relativista - referencia del observador

Ahora bien, la gran diferencia es que el intervalo de tiempo entre la emisién
de dos senales consecutivas depende del sistema de referencia analizado. En

1
el sistema de referencia de la fuente, es Atg = —, donde fy es la frecuencia

0
de la luz emitida. Sin embargo, en el marco de referencia del observador, este
intervalo es At’ > Aty. Por la dilatacién del tiempo:

Aty
V1—wv2/c?

Ahora, queremos encontrar el intervalo de tiempo At entre las recepciones
de sefial por parte del observador. Como la distancia entre senales es (c+wv, ) At/
y tienen la velocidad de la luz, nos queda que:

At =

I At T
Ap = (et o)At (1+2) ar
c c
. 1 .
La frecuencia de la luz observada es f = —. Ya solo queda unificar las

expresiones. Reescribiendo la ecuacién de At en términos de la frecuencia:

cy/1—v2/c?

c+ v,

f=/fo
Manipulando esta expresiéon, obtenemos:

[
c+ v,

f=ro
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Como A = © v A = fi’ podemos escribir esta relacién en términos de la
0
longitud de onda:
N agy [CF 0 A et
c— Uy Ao c— Uy
AX A
Dadoquez:)\—oz)\—o—lz

Lo et
c— v

Note que el cdlculo del redshift considerando efectos relativistas siempre
tendra un resultado exacto, mientras que la ecuacién no relativista ofrece un
valor aproximado. En olimpiadas de astronomia, la convencién general es que,
para z < 0,1, es aceptable despreciar efectos relativistas y, consecuentemente,
utilizar la férmula aproximada del redshift.

Entonces, por practicidad, se recomienda utilizar z = == cuando 2z < 0,1 y

ctu,
c—v,

z= — 1 cuando z > 0,1, a menos que el enunciado sea mas especifico.
Por dltimo, hay que tener en cuenta que es facil hallar la velocidad o el
desplazamiento al rojo a partir del otro en el caso no relativista, ya que z =

Uy ., . . .y ..
— es una expresion muy reducida. Sin embargo, la ecuacién relativista que
c

mostramos arriba es conveniente para encontrar z a partir de v,., pero no esta
del todo claro como seria el proceso inverso. Por lo tanto, vamos a deducir una
ecuacién que nos dé v, para un z conocido en el caso relativista:

c+ vy 71®(Z+1)2:z:c+vr
C— Uy Cc— vy

z =

. . . 2 .
Donde definimos, por conveniencia, la variable z = (z + 1)”. Assim:

rz—1
z+1

ctuv.=xz(c—v.)=v.=c¢

Por tanto:

(z+1)>%-1
(z4+1)°+1

Uy =C
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3.3 Luminosidad y Flujo

Cuando una estrella brilla, estd emitiendo energia en forma de luz, la cual
llega a nosotros. Podemos realizar mediciones para cuantificar la energia que
estamos recibiendo de esta estrella y asi conocer diversas variables como su dis-
tancia, temperatura, radio, composicién quimica, etc.

Para comprender mejor como podemos determinar estas incégnitas a partir
de la luz, debemos estudiar algunos procesos asociados a la radiacién emitida
por un cuerpo (bajo nuestro enfoque, principalmente las estrellas).

3.3.1 Luminosidad

Definimos como Luminosidad L a la energia total que una estrella emite
por segundo, es decir, su potencia. Esta se mide en Watts [W] (o, equivalen-
temente, J/s) en el Sistema Internacional de Unidades. Note que esta es una
magnitud intrinseca de la estrella, es decir, no depende de las condiciones de
la observacién (como la distancia hasta el astro).

Figura 3.11: Ilustracion de una estrella emitiendo energia en forma de luz en
todas las direcciones. La cantidad de energia emitida por segundo es la lumi-
nosidad.

3.3.2 Flujo

Mientras que la luminosidad es una magnitud intrinseca de una estrella,
el flujo es una relacionada con el brillo de un astro, es decir, depende de las
condiciones de observacién, como la distancia del observador al cuerpo emisor.
Asi, definimos al flujo de un astro como la energia que estamos recibiendo de
este por unidad de tiempo y drea. Por ejemplo, considere un farol emitiendo
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luz en una playa. Si un detector circular de 30cm de didmetro mostrase una
potencia de 4W debido al farol, podriamos concluir que el flujo del farol en la
posicién del detector es:

energia 4 9
F= = ~ 56,6 W
drea 70,152 6 W/m

En este caso, los 4W de potencia no deben confundirse con la potencia
"total”4 del farol-solamente una fraccién de esta llega al detector, por ende,
es intuitivo pensar que cuanto mas lejos estemos de una fuente de luz, menor
serd su brillo y, consecuentemente, el flujo observado. Ahora, vamos a analizar
cualitativamente esta dependencia del flujo con la distancia.

Figura 3.12: Vela emitiendo radiacién en todas las direcciones

La imagen arriba ilustra una vela emitiendo radiacién en todas las direcci-
ones. Dado que su luminosidad es constante, podemos analizar una porcién de
luz que ocupa un drea A a una distancia r del centro. La energia contenida en
esta porcion es constante, es decir, independientemente de la distancia a la que
coloques un detector que cubra toda su area, la energia recibida sera la misma.
Asi, analicemos lo que ocurre cuando esa misma porcién se encuentra a una
distancia 2r del centro: como la nueva drea ocupada por la porcién depende del

4Para una estrella, esta potencia total es la misma luminosidad
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cuadrado de la distancia al centro®, que se ha duplicado, vale 44. Asi, compa-
raremos los flujos F', a una distancia r, y F’, a una distancia 2r, teniendo en
cuenta que la energia E' que pasa por cada porcion es la mismas:

FE
F=—
A
Por otro lado:
E
F ==
4A

Es decir, el acto de doblar la distancia provoca que el flujo sea una cuarta
parte de su valor original. Lo que acabamos de demostrar aqui es la ley del

1
cuadrado de la distancia, que dice que F Pk

Podemos entonces llegar a la ecuaciéon fundamental de flujo:

_ L
T 4rd?

Donde F es el flujo medido, L la luminosidad de la estrella y d es la distancia
hasta la estrella. El factor de 47 surgié porque el drea de una esfera que contiene
toda la energfa emitida por una estrella a una distancia d es 4wd?, es decir, lo
que estamos haciendo es dividir la potencia total por el drea en que la energia
de la estrella se esparcio.

Por ejemplo, el Sol tiene luminosidad Ly = 3,83 x 10%°W y estd a una
distancia d = 1,496 x 10'! m de la Tierra, entonces su flujo medido aquf es:

Ly 383x10%W
 4md?  4m- (1,496 x 1011 m)

Como las otras estrellas son supremamente mas distantes, es de esperarse
que el flujo sea mucho mas pequeno para ellas, lo que efectivamente ocurre.

Fo

~ 2
S ~ 1362 W/m

5Recordemos que la dimensién del drea es L2, i.e. longitud al cuadrado, tal y como se vio
en el capitulo 1.
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3.4 Cuerpo Negro

Al incidir luz sobre algiin objeto, como un vaso de vidrio, parte de la luz sera
absorbida, calentando el vaso; otra parte de la luz sera refractada, siguiendo su
rumbo en alguna direccién; una dltima parte serd reflejada, también siguiendo
su camino en otra direcciéon alternativa.

N\

Reflexdo Absorgao Transmissao

Figura 3.13: Diferentes comportamientos de la luz al incidir en un cuerpo.

Cada tipo de objeto refleja, absorbe y refracta de forma diferente (basta
notar, por ejemplo, que una camisa negra absorbe luz muy bien, mientras que
un espejo refleja la mayorfa de la luz incidida).

En este sentido, Cuerpo Negro es aquel que absorbe toda la radiaciéon
incidente sobre él (quiere decir que no refleja ni refracta la luz). Como es de
esperarse, estos cuerpos son ideales, es decir, no existen en el mundo real. Aun
asi, poseen dos caracteristicas extremadamente importantes, dignas de analisis:

e Los cuerpos negros también emiten radiacién, conocida como radiacion
de cuerpo negro.

e La manera en que un cuerpo negro emite radiacién puede ser descrita
completamente a partir de su temperatura y area.

La figura abajo muestra la distribucién de radiacién de un cuerpo negro
como funcién de su temperatura y de la longitud de onda de la luz observada.
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Figura 3.14: Radiancia espectral (o intensidad especifica) en funcién de la lon-
gitud de onda para cuerpos negros con temperaturas diferentes.

Note que la cantidad de radiacién emitida por un cuerpo negro para inter-
valos de longitud de onda idénticos® depende de dénde se ubique la longitud
de onda central. Por ejemplo, vemos que la radiancia espectral es mayor cerca
de A = 600 nm en comparacion con los alrededores de A = 2000 nm. Atn asi,
independientemente de donde esté el A céntrico, los cuerpos negros con mayor
temperatura siempre tendran una mayor radiancia espectral.

3.4.1 Radiancia Espectral

Hasta ahora, estabamos utilizando el término ”radiacién” de manera un poco
arbitraria para representar el eje y del gréifico de la figura 3.14. Mas precisa-
mente, el término correcto seria ”radiancia espectral”, que puede ser tanto una
radiancia espectral de frecuencia (B, ) como una radiancia espectral de longitud
de onda (B)), la cual fue representada en el gréfico. Asi como el flujo repre-
senta la energia emitida por unidad de tiempo y area, la radiancia espectral
(de longitud de onda) es la energia emitida por unidad de tiempo, drea, dngulo
sélido y longitud de onda (o frecuencia, en el caso de la radiancia espectral de

SPor supuesto, no es posible que un detector absorba fotones de una tnica longitud de
onda especifica, siempre existe un intervalo.



212 CAPITULO 3. FOTOMETRIA

frecuencia). Asi, sus unidades son:

[BA] = Wm~2m~'sterad
[B,] = Wm2Hz 'sterad ™"

Al principio, esta magnitud puede parecer bastante arbitraria, sin embargo
es sumamente relevante por aparecer en la ley de Planck, aquella que describe
todas las curvas representadas en el grifico de la figura 3.14. La expresién
completa de esta ley no es relevante para los fines de este libro, sin embargo,
una de sus caracteristicas mas relevantes es que esta solamente depende de
la temperatura. Esto implica que basta conocer la temperatura de un cuerpo
para determinar como es su curva de radiancia espectral.

3.4.2 Importancia de los Cuerpos Negros

Como es de esperarse, no existen cuerpos negros en el mundo real. Sin em-
bargo, las estrellas se asemejan mucho al comportamiento de estos y, por lo
tanto, podemos aplicar las propiedades de los cuerpos negros en ellas!

Figura 3.15: Estructura del Sol: 1 - Nucleo; 2 - Zona Radiativa; 3 - Zona
Convectiva; 4 - Fotosfera (de donde es irradiada la mayor parte de la luz); 5 -
Cromosfera; 6 - Corona; 7 - Manchas Solares; 8 - Granulo; 9 - Protuberancia.
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Figura 3.16: Fotosfera Solar (y algunas manchas solares).

3.4.3 Ley de Wien

Observe en el grafico 7?7 los picos de radiancia espectral para cada tempe-
ratura. Se puede ver que la longitud de onda )\,,,; asociada a la méxima
radiancia espectral disminuye conforme la temperatura del cuerpo
negro aumenta, asi como puede ser observado en la figura 3.17. Posterior a
este andlisis tenemos que, dada una cierta temperatura 7' de un cuerpo negro,
es posible encontrar el A4, (v viceversa) a partir de la ley de Wien:

AmazT = b

Donde b es conocida como la Constante de Wien, cuyo valor estd en torno
ab=2898-10"2 m - K. Note que M\ae y T son magnitudes inversamente
proporcionales: si una aumenta, la otra disminuye.

Diminuicdo do
A, conformea
temperatura

aumenta

Radiancia espectral

500 1000 1500 2000 nm
Comprimento de onda (nm)

Figura 3.17: Diminucién de A4, conforme T aumenta
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Temperatura Efectiva

La temperatura efectiva de un cuerpo cualquiera, como una estrella o un
planeta, es aquella temperatura que un cuerpo negro deberia tener para emitir
la misma cantidad de radiacién que ese cuerpo. Por ejemplo, la temperatura
efectiva de una estrella como el Sol (radio 1R y luminosidad 1Lg) es aquella
que tendria un cuerpo negro ideal con el mismo radio y luminosidad que el Sol.
De este modo, podemos aplicar la ley de Wien, que ”solo vale” para cuerpos ne-
gros, y asi encontrar la temperatura efectiva de una estrella cualquiera. Vamos
a analizar el caso del Sol:

25— T 1 T T L T T T T T T

—_
w
— T

SSI[W.m2.nm™]

|
|
I
I
|
|
|
I
!

05

' A_,~500nm
A

500 1000 1500 2000 2500 3000

A [nm]
Figura 3.18: Espectro del Sol, curva de cuerpo negro y Amaz

Primeramente, note que el gréfico no representa aquella curva continua y
armonica que vimos en los espectros de cuerpos negros. Esto tiene que ver con
la presencia de lineas de absorcién del Sol. Sin embargo, es posible observar
que la forma de la curva es muy similar a aquella de un cuerpo negro ideal,
representada por la linea roja en la imagen.

Ademais, se hace evidente que el pico de intensidad ocurre para Ap,q, =~ 500
nm. Asi entonces, podemos utilizar la ley de Wien para encontrar la tempera-
tura efectiva del Sol:

b 2,898 103
T.; = = o ~[5800K

)\maw
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3.4.4 Ley de Stefan-Boltzmann

Visto que es posible determinar diversas propiedades importantes de los
cuerpos negros a partir de la ley de Planck (como la temperatura a partir de
la ley de Wien), se espera que también sea posible encontrar su luminosidad
L—y esto es exactamente lo que hace la ley de Stefan-Boltzmann—:

Donde L es la luminosidad, que mide la potencia total de un cuerpo negro,
entonces [L] = J/s = W. Por su parte, la letra griega o = 5,67-10~% Wm 2K ~*
representa la constante de Stefan-Boltzmann’. Finalmente, A es el drea super-
ficial del cuerpo negro. Note que, para un cuerpo negro esférico de radio R,
tenemos que A = 47 R?, es decir que para estos cuerpos:

L = A7 R%cT*

Cabe destacar que, de acuerdo con la definicién de temperatura efectiva, la
temperatura utilizada en la ley de Stefan-Boltzmann para cuerpos cualesquiera
(p. €]. estrellas, planetas, etc) es la misma temperatura efectiva.

Ejemplo 1
Calcule la luminosidad del Sol, sabiendo que su radio es Rs = 6,96 - 108 m
y que posee un pico de emisiéon en 500 nm.

Solucién
Antes que nada, note que podemos utilizar la ley de Wien para encontrar

la temperatura efectiva del Sol:
b 2,898 1073
Amaz 5001079

Ahora, podemos utilizar la ley de Stefan-Boltzmann para calcular la lumi-
nosidad Lg:

T, = K = 5796 K

Lo =4nR%oTs = 3,90 - 10*°W

Cabe resaltar que el valor tabulado de la luminosidad del Sol es 3,83- 1025V,
por lo que nuestro resultado se considera suficientemente cercano (y no es
exacto, puesto que el Sol no es un cuerpo negro ideal).

7Sea cuidadoso para no confundirla con la constante de Boltzmann, que se se suele repre-
sentar con la letra kg.



216 CAPITULO 3. FOTOMETRIA

3.5 Albedo

Vamos ahora a unir aquello que vimos en las tltimas secciones para estudiar
el comportamiento de la reflexién de la luz para cuerpos "no-negros”, también
conocidos como cuerpos grises. De manera general, existen 3 posibles destinos
para cualquier radiacion incidente en un cuerpo: absorbida, reflejada o transmi-
tida. Hemos visto ya que los cuerpos negros absorben toda esta radiacion, sin
reflejar o transmitir ninguna porcién de esta. Por otro lado, los cuerpos grises
son aquellos que absorben y reflejan radiacién, sin transmitirla. El albedo « es
una medida de cuantificacion de la "reflectividad” de estos cuerpos en la forma:

Donde P; ([P;] = W) es la potencia incidente, P, ([P.] = W) es la potencia
reflejada y a es una magnitud adimensional llamada albedo. Note que un cuerpo
negro no refleja radiacién, por tanto para estos a = 0. Por otro lado, un cuerpo
perfectamente reflector (que refleja toda la radiacién incidente) posee a = 1.
Veamos entonces un ejemplo clasico que aborda tales conceptos:

Ejemplo 2

Considere la Tierra como un cuerpo gris de albedo «. Siendo P; la potencia
incidente en su superficie debido al Sol, calcule:

a) La potencia P,s absorbida por la Tierra;

b) P; en funcién del radio R de la Tierra, la luminosidad L del Sol y la distancia
d del Sol a la Tierra.

Solucién
a) Como vimos anteriormente, la potencia P; serd divida en dos partes: una
reflejada y otra absorbida. Como la potencia reflejada es, por definicién, P, =
aP;, podemos escribir:

H:Pr+Pabs:>Pabs:Pi_(api):(]-_a)-Pi

b) Ya aprendimos que el flujo del Sol a una distancia d de su centro es:

_ L
T 4nd?

Sabemos también que el flujo es potencia por area, por lo que la potencia
P; incidente en la Tierra es:

PZIFAt
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Donde A; es el area transversal de la Tierra. Necesitamos tomar en cu-
enta solamente el area transversal, pues la componente longitudinal no absorbe
ninguna radiacién—Claro, si la Tierra fuera plana y alineada con la luz solar,
ninguna radiacién seria absorbida (A; despreciable)—. En el caso de nuestra
Tierra esférica, la proyeccién transversal de su semiesfera es un disco de area
A; = mR?, por ende:

TR?
P=—:
4md?
La imagen 3.19 puede ayudar a entender esta idea. Cabe resaltar que el
TR?
término 2 & el mismo angulo sélido de la tierra cuando es vista desde el
™
Sol 8.

J % radiagdo emitida pelo Sol

”~ AN esfera comtoda a " N ‘ & \
° RERRRE

secgdo transversal »

da Terra

~-lpo--

Figura 3.19: Area transversal

Ahora, estudiaremos dos tipos de problemas muy recurrentes en cuestiones
de astronomia que envuelven los conceptos de flujo, luminosidad y albedo.

3.5.1 Temperatura de um Planeta

Siguiendo con el contexto dado por el ejemplo 2, podemos analizar lo que
ocurre con la radiaciéon absorbida por la tierra, partiendo de que una porcién
de esta se manifestard en un aumento de la temperatura terrestre. Por otro
lado, la radiacion restante serd irradiada de manera semejante a la radiacion de
cuerpo negro. Cuando se trata de cuerpos grises, usualmente escribimos la ley
de Stefan-Boltzmann como:

L =cAcT?

8Ver el apéndice de angulo sélido.
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Donde € representa la emisividad (antes llamada emitancia) del cuerpo,
variable que va de 0 hasta 1. Un punto importante que habia sido ignorado
hasta ahora es que el albedo y la emisividad de un cuerpo dependen de la lon-
gitud de onda de la luz implicada. Sin embargo, lo mas comin es no tomar
en cuenta tales dependencias. Ademds de eso, también es habitual considerar
e =1, a menos que este sea dado®.

Ahora bien, tenga en cuenta que estamos buscando la temperatura de equi-
librio (constante) del planeta. Esto significa que la parte de la energia que se
destinaria a calentar el planeta es nula: toda la radiacién absorbida se irradia
segun la ley de Stefan-Boltzmann. Asi, para un planeta en equilibrio térmico:

Pabs = Irad

Podemos clasificar la situacién de calcular la temperatura de un planeta de
albedo a en dos casos: cuando estd girando rapidamente y cuando esta girando
lentamente. Vamos a analizar cada una de estas.

Planeta en rotacién rapida:

En este caso, consideramos que toda la superficie del planeta estd expuesta
a la luz de la estrella y, por lo tanto, emite radiaciéon en la forma de la ley de
Stefan-Boltzmann. Eso equivale a decir que P,qq = 47R?0T*. Encontramos en
el ejemplo 2 la expresiéon de P,ps, por lo que inmediatamente hacemos:

TR?

_ 2 4
47rd2L = 4w R°0T

Pabsz rad<:>(1_a)

Reescribiendo:

p_ ((-al 1/4
~\ 1670d?

Planeta en rotacién lenta:

En esta situacién, notamos que solamente uno de los hemisferios del pla-
neta—aquel expuesto a la luz—irradiard energia en la forma de la ley de Stefan-
Boltzmann, mientras que el otro serd esencialmente bastante frio. De este modo,
P,.oq = 2nR?0T?, vy asi:

TR?

_ 2 4

Pabs = Frad < (1 —Oé)

Es decir:

9 Algunos autores llegan a utilizar que € = 1 — o a causa de las leyes de Kirchhoff, sin
embargo los libros méas conocidos de astronomia suelen considerar € = 1.
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()

8mod?

3.5.2 Brillo de la Luna

Como ya sabemos, la Luna es una fuente de luz secundaria, es decir, no
produce luz propia. Su brillo es consecuencia de la luz solar que incide en su
superficie y es reflejada (aqui entra el concepto de albedo), eventualmente lle-
gando a la Tierra. Entonces, surge la pregunta: ;cudl el flujo de la Luna en
la Tierra? Para un modelo més simple, analizaremos la situacién de Luna Llena.

En primer lugar, analicemos el camino recorrido por la luz: después de
ser emitida, se distribuye isotrépicamente alrededor del Sol, eventualmente im-
pactando en la Luna. En el caso de la temperatura del planeta, estdbamos
interesados en la radiacién que era absorbida. En este caso, el foco es la radi-
acion reflejada en la superficie de la Luna. Asi, los rayos de luz incidentes en la
superficie lunar serén reflejados, distribuyéndose de manera aproximadamente
isotrépica alrededor de la Luna hasta impactar en la Tierra. Las figuras 3.20 y
3.21 ilustran ese proceso.

Lua

Figura 3.20: Rayos de luz siendo reflejados en la superficie de la Luna



220 CAPITULO 3. FOTOMETRIA

) /
-—

/
[

\
\

/
/

/

\\

Figura 3.21: Radiacién reflejada en la Luna llegando a la Tierra (fuera de escala)

Cabe destacar que, en la figura 3.21, existe una regién en la cual ningin
rayo de luz reflejado llega, que posee una drea préxima al drea transversal de
la Luna (7R%). Sin embargo, como la distancia Tierra-Luna d_, es mucho
mayor que el radio de la Luna, tal porcién puede ser despreciada. Atun asi,
recuerde que, por practicidad, estamos asumiendo que la radiacion reflejada se
distribuye isotropicamente alrededor de la Luna.

Ahora, analizaremos esto cuantitativamente. La potencia P; de los rayos
solares en la superficie de la Luna es, como vimos en el ejemplo 2:

nR?
47rd%_L

P,

Recuerde que la distancia dg,— 1, entre el Sol y la Luna en la situacién de Luna
Llena es aproximadamente dg_1 = do—7 +dr_1, ya que la Tierra queda entre
el Sol y la Luna en esta configuracién. A su vez, es pertinente aclarar que es
comun despreciar la distancia Tierra-Luna en comparacién a la Sol-Tierra, so-
bre todo si la primera no es dada, sin embargo realizaremos el anélisis completo.

Debido al albedo « de la Luna, la potencia reflejada P, es:

Ry \?
P, =aP; = L
= (2d®—L> ©

Esta potencia reflejada se distribuye de manera aproximadamente isotrépica
cuando ya ha llegado a la tierra, de modo que el flujo observado por nosotros,
Fps, sera:

P,

Fo s = T _ =
’ 4rd%

Uniendo todo:
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Ri

“Tordz_,2_,

Fobs =
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3.6 Magnitudes

Mirando el cielo nocturno, podemos observar que las estrellas y los plane-
tas poseen brillos muy variados. Con el objetivo de distinguir el brillo de las
estrellas de manera menos subjetiva, Hiparco de Nicea decidi6 clasificar esas es-
trellas en 6 diferentes grupos, donde las mas brillantes eran llamadas ”estrellas
de primera magnitud”y las menos brillantes ”estrellas de sexta magnitud”.

En la modernidad, se descubrié que la sensibilidad del ojo (y en general,
los sentidos humanos) funciona de forma logaritmica!?. Un ejemplo de esto: en
una alcoba con, inicialmente, una lampara prendida, encender una lampara mas
resultarfa en un cambio bastante significativo para el brillo de la habitacién.
Sin embargo, si la sala tuviera 20 ldmparas al inicio, encender solamente una
lampara no resultaria en la misma variacién de antes—seria necesario encender
20.

Como Hiparco clasifico el brillo de las estrellas al ojo desnudo, tratamos la
escala de magnitudes como una escala logaritmica. Asf:

m=klogF +c

Donde F es el flujo del astro y k y ¢ son constantes relacionadas al ajuste
(referencia) utilizado. El astrénomo Norman Pogson noté que la clasificacién de
Hiparco era tal que estrellas de primera magnitud (m; = 1) eran 100 veces mds
brillantes (flujo 100 veces mayor) que las estrellas de sexta magnitud (mq = 6).
De este modo, fue posible determinar el ajuste de la escala de Hiparco:

Para una estrella de magnitud m; = 1 y flujo Fi:

mpy=1=klogF; +c¢

Por otro lado, para mg = 6 y Fy = 0,01F; (100 veces menos brillante):

mo =6 = k‘lOg0,0lFl +c

Restando estas ecuaciones, tenemos:

1
mo —mq = klog0,01F, — klog F} = 5 = klog (100>

Como el logaritmo vale —2, tenemos que k = —2,5. De este modo:

m=—25log F + ¢

10La presencia de patrones exponenciales y logaritmicos estd bastante presente en la na-
turaleza. De hecho, si se le pide al lector completar el 3° término de la secuencia 1, 3, ...
, probablemente la respuesta obtenida serfa ”5”. Sin embargo, algunas pruebas hechas en
ninos sugieren que estos piensan primero en el ”9” como préximo término de la secuencia, i.e.,
pensando de forma logaritmica/exponencial, y no lineal!
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El signo negativo de k indica que cuanto mayor el flujo, menor la magnitud!

Mientras la constante k es intrinseca al concepto de magnitud originalmente
propuesto por Hiparco (que es utilizado hasta hoy), la constante ¢ depende
del ajuste del problema! Eso quiere decir que esta no posee un valor fijo'!,
lo que puede parecer un obstaculo, sin embargo, nosotros solamente nos intere-
samos por la diferencia de la magnitudes de dos astros, ya que una de estas
generalmente es dada por el enunciado (como la magnitud del Sol). De este
modo, tenemos:

my —mg = (—2,5log F} +¢) — (—2,51og F» + ¢)

Es entonces que podemos encontrar la Ley de Pogson, utilizada para com-
parar las magnitudes y los flujos de dos astros:

mp — mo = 72,510gF1
2

Valga resaltar que, asi como el flujo, la magnitud que estamos trabajando
hasta ahora varia con la distancia hasta el astro (cuanto mayor sea la distan-
cia, mayor también la magnitud) y, por tanto, recibe el nombre de magnitud
aparente.

Ejemplo 3

. Cudntas veces es més brillante la estrella Vega en relacién a una estrella de
magnitud aparente +47 Considere que todas las observaciones fueron realizadas
desde la tierra.

Solucao

Como ya vimos, Vega es una estrella particularmente especial por poseer
una magnitud de aproximadamente 0. Considerando que el indice 1 representa
Vega y que el indice 2 representa la estrella de magnitud +4, tenemos, por
Pogson:

F F
my; —mg = —2,5log F; = (0) — (4) = —2,5log —

Fy
Reformulando:
F 4 1a 16
log—=—=16= — =10"° =398
og F2 75 ’ F2 ’

HEs relativamente comtin la convencién de que la magnitud de Vega es 0, lo que resultarfa
en ¢ &~ —18,85. Sin embargo, el enunciado indicard si es necesario hacer uso de esto (p.ej.,
dando el flujo de Vega).
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Es decir, Vega es unas 39,8 veces mas brillante que una estrella de magnitud
aparente +4. Note que esperdbamos un resultado mayor que 1, dado que la
magnitud de Vega era méas pequena que la magnitud del otro astro.

Exemplo 4

Determine el flujo de Sirio en la Tierra, sabiendo que su magnitud aparente
es m = —1,46 y su distancia hasta el sistema solar es de 2,64 pc. Se conoce que
el flujo del Sol en la Tierra es cercano a 1372 W/m? y que la magnitud del Sol
es —26,7.

Solucao
Por la ecuacién de Pogson:
Fsirius
Msirius — Me = _1746 - (_26,7) = —2,510g —_—
Fo
= Fsirius = 8702 . 10_11 F@

A pesar de que Sirio es la estrella mas brillante del cielo nocturno, su flujo
es muy pequeno en comparacién con el del Sol. Esto ocurre pues su distancia
hasta nosotros es muchisimo mayor que la distancia Tierra-Sol.

3.6.1 Magnitud Absoluta

La magnitud absoluta se define como la magnitud aparente de un astro
cuando es observado a una distancia de d = 10 pc. A diferencia de la magnitud
aparente, que depende de la posicién del observador, la magnitud absoluta es
una magnitud intrinseca al astro.

Ahora, adaptemos la ley de Pogson para relacionar magnitudes absolutas
en vez de aparentes. Note primero que, como se vio anteriormente, el flujo
se relaciona con la luminosidad y la distancia al astro a través de la ecuacién

L
F= .
4 d? i i
astros en el caso en que ambos distan 10pc del observador, es decir, d; = dy =
10 pc. Asi, por ley de Pogson:

En este caso, estamos comparando las magnitudes aparentes de dos

L1 47Td%
47Td% LQ

F
my —me = —2,5log Fl = —2,5log
2

Como d; = ds = 10 pc para la magnitud absoluta, tenemos:

L
M; — My = —2,5log =+
Ly
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Donde M; y Ms son las magnitudes absolutas de los astros, mientras que
L1 y Lo son sus luminosidades.

Existen dos ideas importantes relacionadas con las magnitudes aparente y
absoluta que se deben tener presentes al resolver problemas que impliquen estos
conceptos:

e Si se conoce la magnitud aparente de un astro, es posible hallar su flujo

e Si se conoce la magnitud absoluta de un astro, es posible hallar su lumi-
nosidad

A la hora de utilizar estas equivalencias, es esencial determinar cudl es la
otra magnitud con la que comparard en la ley de Pogson (p.ej., la magnitud del
Sol).

Ejemplo 5
Sabiendo que la magnitud absoluta de una estrella A es 5 mag mayor que la

magnitud absoluta de una estrella B, calcule la razén entre las luminosidades
de By de A.

Solucion

Por la ley de Pogson para magnitudes absolutas:

L

Ma— Mp = —25log =2 =5

Lp
Luego, reordenando:

La 5 Ly 9
log—/—=——=-2=—=10
®T." 25 Lp

L
Por ende, =B — 100.
La

3.6.2 Medindo Distancias

Reflexione acerca de lo siguiente: ”Dadas las magnitudes aparentes y ab-
solutas de un astro, es posible encontrar su distancia hasta el observador?”.
La respuesta es si! Recuerde que la magnitud aparente nos de la el flujo y la

absoluta nos de la la luminosidad. Asi, como F = es posible hallar d.

4md?’

Vamos a utilizar la ley de Pogson para comparar las magnitudes aparente
(astro de luminosidad L que dista d del observador) y absoluta (astro de lumi-
nosidad L que dista 10 pc del observador):
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Fa arente L 477(10 pc)2
— M = —-25log [ =22 ) = 251 :
B 0 (F) o (m[d(pc)]? 7

Que puede ser reescrita como:

0 \2
d(pc)) = —5(log 10 — log d(pc))

Como log 10 = 1, podemos llegar al resultado final:

m—M = —275log<

‘m—Mleogd(pc)—5‘

Vale resaltar que la diferencia m — M es conocida como médulo de dis-
tancia. Por cierto, no olvide que la unidad de la distancia en esa férmula debe
ser el parsec!

Ejemplo 6
Sabiendo que una estrella posee magnitud absoluta M = 4,83 y magnitud

aparente —26,74, calcule su distancia hasta nosotros, en U A, e identifique cudl
es esa estrella.

Solucion

Por médulo de distancia:

m — M = 5logd(pc) — 5 = (—26,74) — (4,83)

Reescribiendo:
—26,74 — 4,83+ 5
log d(pc) = ’ 5 SO +0 —5,308 = d(pc) = 1072398 =492 .107% pc
A su vez, sabemos que 1pc =~ 206265U A, entonces:
2062 A
d=4,92-10"°pe- (0665U> =1,01UA
Lpe

Ahora, existe solamente una estrella que dista cerca de una unidad as-
tronémica de la Tierra: el Sol! Note que su magnitud aparente de —26,74
estd asociada a un brillo astronémicamente enorme. En comparacion, la mag-
nitud aparente de una Luna Llena es &~ —13 y la estrella més brillante del cielo,
Sirio, posee una magnitud aparente de —1,46. Sin embargo, la magnitud abso-
luta del Sol (4,83) es relativamente alta (la de Sirio es 1,42), indicando que este
no es especialmente brillante por poseer una alta luminosidad, mas si lo es por
estar muy préximo a la Tierra.
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3.6.3 Bandas

Cuando medimos la energia que proviene de una estrella en el mundo real,
casi nunca tenemos en cuenta intervalos de longitud de onda que cubren gran
parte del espectro electromagnético, por el contrario, tomamos algunos pedazos
bien definidos que son llamados bandas. Las bandas més comunes son las del

conjunto UBV:
e Ultravioleta (U) - 370 + 33 nm
e Azul (B) - 435 + 45 nm
e Visible (V) - 550 £+ 45 nm

100% —
T U
4 /7 \\ R
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& 4 | |
[ | |
i | ||
1 |
- I| II|
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300nm  400nm  500nm  &00nm 700 nm  B0Onm 900 nm

Wavelength

Figura 3.22: Transmitancia (fotones absorbidos/total de fotones) de la luz para
cada una de las principales bandas (R es la banda del rojo).

Visto eso, cuando estemos hablando de la magnitud de una estrella, a rigor,
la banda deberia ser citada. Sin embargo, la omisién de esta informacién no
suele influir en la resolucién del problema'?. Ademés de eso, es comtn tratar
la magnitud aparente simplemente de magnitud, entonces tenga cuidado para

no confundirse.

Entendiendo que la magnitud de un cuerpo depende de cuél banda (inter-
valo de longitud de onda) se estd analizando, podemos introducir el concepto
de magnitud bolométrica, que se define como la magnitud de un cuerpo to-
mando en cuenta todo el espectro electromagnético. Note que eso implica que

12En la mayoria de los casos, la magnitud tratada es la bolométrica, dado que la ley de

Stefan-Boltzmann integra todas las longitudes de onda.
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la magnitud bolométrica siempre serd menor (més negativa) que la magnitud
en cualquier otra banda.

Otro concepto relevante relacionado con la magnitud bolométrica es la cor-
recciéon bolométrica CB, definida como:

‘ ‘CB| = My — Mol

Donde m, es la magnitud en la banda del visible y mp,; la magnitud bo-
lométrica. El médulo fue colocado pues la notacién utilizada para la correccién
bolométrica no es muy consistente alrededor del mundo, siendo positiva o ne-
gativa dependiendo del cientifico.

3.7 Clasificacion Estelar

La clasificacién estelar es una clasificacién de incontables estrellas basada en
sus caracteristicas espectrales. Esta permite describir diversas caracteristicas
fisicas de una estrella utilizando menos que 5 letras y nimeros. Por ejemplo, al
afirmar que una estrella es del tipo K5III, se puede concluir que es relativamente
fria y anaranjada, sin embargo, bastante grande y luminosa.

3.7.1 Clasificacién Espectral de Harvard

Desarrollada en el Observatorio de Harvard en 1910, por Annie J. Cannon
y sus colaboradores, fue la primera clasificacién espectral de estrellas. Los ci-
entificos obtuvieron el espectro de cada estrella analizando la intensidad relativa
de las lineas de absorcion de una estrella, asi como se estudié en la seccién 3.1.
Esta intensidad estd fuertemente asociada a la temperatura de la estrella'?, por
lo que esta es una clasificacién espectral de temperatura. Finalmente, como
consecuencia de la ley de Wien, cada clase de temperatura tendra un color
tipico asociado a la estrella.

En la tabla de abajo se encuentra la divisién de clases espectrales, sus in-
tervalos de temperatura, color y algunos ejemplos de estrellas:

13Como vimos en la seccién 3.4, la distribucién de intensidad depende solamente de la
temperatura de la estrella.
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’ Clase \ Temperatura \ Color \ Ejemplos
O > 33000K azul Mintaka
B 10000 — 33000K blanco azulado Rigel y Spica
A 7500 — 10000K blanco Sirio y Deneb
F 6000 — 7500K | blanco amarillento | Procyon e Canopus
G 5200 — 6000K amarillo Sol e Capela
K 3700 — 5200K naranja Aldebarén y Arturo
M 2000 — 3700K rojo Betelgeuse e Antares

Tabela 3.1: Clasificacién Espectral de Harvard

Uma mnemotecnia para memorizar el orden OBAFGKM es la oracién en
inglés: “Oh, Be A Fine Girl: Kiss Me”.

Con el tiempo, surgié la necesidad de crear subclases de temperatura, divi-
diendo cada clase en 10, numerando después de la letra correspondiente con un
nimero de 0 a 9, siendo 0 la més caliente dentro de la clase y 9 la mas fria. Por
ejemplo, en orden decreciente de temperatura: B0, B1, B2, ..., B9, A0, A1, A2,
... y asi sucesivamente.

Posteriormente, se anadieron dos tipos espectrales: L y T (en orden de-
creciente de temperatura), que corresponden a clases de las ”estrellas” enanas
marrones. Estos son cuerpos celestes menos masivos que las estrellas pequenas,
pero mas masivos que los planetas gigantes. Rigurosamente, estas no pueden
ser clasificadas como estrellas (pues no cuentan con la masa suficiente para fun-
dir hidrégeno) ni como planetas (pues funden deuterio). Las enanas marrones
poseen temperatura del orden de 1000K — 2000K y, por lo tanto, su radiacién
es emitida principalmente en el infrarrojo.

3.7.2 Clasificacién Espectral de Yerkes

Introducida en 1943 por William Wilson Morgan, Phillip Childs Keenan
y Edith Kellman del Observatorio Yerkes, la clasificacién espectral de Yerkes
es una clasificacién espectral de luminosidad (a diferencia de la de Harvard)
bastante 1til en el estudio de la evolucién estelar.

En la tabla abajo esta la division de las clases espectrales, sus descripciones
y algunos ejemplos de estrellas:
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’ Clase Descripcién \ Ejemplos ‘

0 hipergigantes -
Ia supergigantes luminosas Rigel
Ib supergigantes Betelgeuse
I gigantes luminosas Antares
III gigantes Aldebaran
v subgigantes Acrux
\Y% enanas (secuencia principal) Sol

VI (prefijo sd) sub-enanas -

VII (prefijo D) enanas blancas Sirio B

Tabela 3.2: Clasificacién espectral de Yerkes

El objetivo de esta seccién no es profundizar en el drea de evolucion estelar,
aunque es importante comprender que estas clases poseen una profunda relacion
con la fase evolutiva de la estrella. Por ejemplo, todas las estrellas pasan por
la secuencia principal (clase V), que es la etapa evolutiva de mayor duracién
en la vida de una estrella, caracterizada por la fusién de hidrégeno en el nicleo
de la misma. Una estrella sale de la secuencia principal después de consumir
todo el hidrégeno en su nicleo y, por ende, la duracién de la fase depende de la
masa estelar, siendo que dura mucho menos tiempo para las estrellas masivas
(millones de anos) que para estrellas de poca masa (hasta billones de afos).

Las clases 0, Iba, Ib, II, IIT o IV son estégios evolutivos después de la secu-
encia principal en los cuales las estrellas pasan antes de llegar en sus estagios
finales, siendo que la masa de la estrella determina por cudles desalas clases ella
ird a pasar. De forma bien resumida, después de eso, se llega en el estagio final,
en que estrellas muy massivas se transformaran en agujeros negros, estrellas de
masa intermediaria se transformarén en estrellas de néutrons y estrellas de baja
masa, como el Sol, se transformardn en enanas blancas (clase VII o D).

Ahora que ya fueron presentadas las dos clasificaciones espectrales, es im-
portante saber que unimos ambas a la hora de describir el tipo espectral de
una estrella. A excepcién de las clases de luminosidad VI y VII, el tipo espec-
tral sigue el modelo: XY, donde X es la clasificacién de temperatura y Y es la
clasificacién de luminosidad. Por ejemplo, la clasificaciéon espectral del Sol es
G2V, indicando que su clase de temperatura es G2 (temperatura en el rango
de los 5800K) y que su clase de luminosidad es V, i.e. se encuentra en la SP
(Secuencia Principal).

Un ejemplo de la excepcion comentada es el tipo espectral de Sirio B, que
es DA2. El prefijo D surge dado que su clase de luminosidad es VII, mientras
que el A2 estd relacionado con su clase de temperatura (misma A2). En ese
caso, note que la clase de luminosidad vino antes de la clase de temperatura,
sin embargo, eso es una excepciéon para las clases de luminosidad VI y VII,
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asi como fue mostrado en la tabla 3.2 (tales clases poseen prefijos sd y D,
respectivamente).
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3.7.3 El Diagrama HR

El Diagrama de Hertzsprung-Russell, conocido como diagrama HR, fue pu-
blicado independientemente por el danés Ejnar Hertzsprung (1873-1967) en
1911, y por el americano Henry Norris Russell (1877-1957) en 1913, como una
relacién existente entre la luminosidad de una estrella y su temperatura efectiva,
como se visualiza en la imagen de abajo. Ademads, como la magnitud absoluta
depende sélo de la luminosidad de la estrella y la clase espectral depende sélo
de la temperatura efectiva, el diagrama también puede ser presentado como un
grafico de magnitud absoluta por clase espectral.
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Figura 3.23: Diagrama HR

Dado que el Diagrama HR relaciona la luminosidad y la temperatura de las
estrellas, una ley extremamente importante para su interpretacién es la ley de
Stefan—Boltzmann:

L = 4roR?*T*

En el diagrama, la luminosidad L y la temperatura T estdn conveniente-
mente en escala logaritmical®. Asi, extrayendo el logaritmo de ambos:

14En el caso de la luminosidad, cada divisién es 10 veces mayor que la anterior. Si la escala
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log L = log(4na R*T*) = log(47r0) + log(R?) + log(T?)
log L = log(4mwo) + 2log R+ 4logT
—— ——
Yy x
y = 4x + log(4nwo) + 2log R

Donde la sustitucién y = log L y = log T fue hecha para facilitar la visu-
alizacién de la relacién lineal existente entre log L y log T1°.

Cada valor del radio R esta asociado a una recta en el diagrama HR con un
coeficiente lineal diferente, i.e., todas las rectas serdn paralelas pero levemente
desplazadas. Eso puede observarse en la figura 3.23 para las rectas de 0,001 R
, 0,01Rs, 0,1Rg, 1Ry v 10R.

Ademsés de esta peculiaridad, también es interesante notar cémo las dife-
rentes clases de luminosidad estan distribuidas y posicionadas a lo largo del
diagrama HR, demostrando su importancia para el estudio de la evolucién es-
telar. Observe la siguiente imagen:
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Figura 3.24: Diagrama HR

fuera lineal, las divisiones estarian separadas por un valor constante (p.ej. 1, 2, 3, 4).

15Recuerde que funciones del tipo y = az + b, donde a (coeficiente angular o pendiente) y b
(coeficiente lineal o término independiente) son constantes, son lineales, es decir, se expresan
graficamente mediante una recta.
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En la figura, se puede notar que las estrellas de la Secuencia Principal (clase
V de luminosidad) estén distribuidas a lo largo de un rango que cubre todas
clases espectrales de temperatura (excepto L y T) y una gran extension del in-
tervalo de luminosidad. La mayoria de las estrellas se localizan en la Secuencia
Principal, al fin y al cabo, es la fase evolutiva de mayor duracion.

Finalmente, una importante relacion entre la masa y la luminosidad de las
estrellas de la SP establece que, cuanto mayor sea su luminosidad, mayor sera
su masa. Una consecuencia de eso es que a lo largo del rango ocupado por la
SP en el diagrama HR, las estrellas en la esquina inferior derecha seran poco
masivas, mientras que las estrellas en la esquina superior izquierda seran muy
masivas. Observe en la Figura 3.23 que hay una indicacién de la masa de las
estrellas en determinadas regiones de la secuencia principal, indicando masas
mayores para las regiones de mayor luminosidad.

Empiricamente, se puede verificar la siguiente relacion Masa-Luminosidad
para estrellas de la Secuencia Principal'®:

L o< M?5, se M < 0,5M
L o< M*, se 0,5Ms < M < 3Mg
L o< M3, se M > 3M
Por medio de estas relaciones, es posible estimar el tiempo de vida de una

estrella en la SP. Haciendo una generalizacion de las 3 relaciones anteriores, es
posible escribir:

L ox M*
donde a depende de la masa de la estrella.

Suponiendo que la luminosidad de la estrella permanece constante a lo largo
de la SP:

= — =cte.
At

Podemos relacionar la energia emitida por la estrella con la variacién de su
masa a través de la equivalencia masa-energia £ = mc? (la famosa ecuacién de
Einstein):

AFE = Amc?
Por lo tanto, sustituyendo en la luminosidad:
2

Am-c
L= At

16No es necesario memorizarlas.
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Hemos visto que una estrella sale de la SP después de consumir todo su
hidrégeno (que esté en el nicleo de la estrella) y este corresponde a una cierta
fraccién de su masa. En general, esta fraccién es cercana al 10%, sin embargo,
consideraremos una fraccion f cualquiera, es decir, Am = fM. Ademaés de eso,
siendo g, el tiempo de permanencia de la estrella en la SP, se obtiene:

Mc? M
tsp:f EENY
L tsp

Finalmente, utilizando la relaciéon generalizada de masa-luminosidad L
M, concluimos que:

M
—ocMaﬁtSpochfa
tsp

Como « > 1 en todos los casos, cuanto mayot sea la masa de la estrella,
menor tiempo permanecerd en la Secuencia Principal!

3.8 Problemas

3.1. (Principiante) Una estrella se aproxima a nosotros con una velocidad de
v = 50,00 km/s. Una determinada linea espectral es observada con una longitud
de onda de A = 537,00 nm. Considerando el efecto Doppler, cual es la longitud
de onda original de esta linea?

a) 536,82 nm
b) 536,91 nm
) 537,09 nm
) 537,18 nm

C

d

3.2. (Principiante) Una estrella 2 posee la mitad del radio y el doble de la
temperatura de una estrella 1. Encuentre la razén entre sus luminosidades.

3.3. (Principiante) La sonda espacial Voyager 1 estd actualmente a una dis-
tancia de aproximadamente 160 Unidades Astronémicas (UA) del Sol. Calcule
el flujo de energfa solar (en W/m?) que alcanza los paneles de la Voyager 1.
(Acuérdese: 1UA ~ 1,5 x 10*m).

3.4. (Principiante) En un sistema binario, una de las estrellas posee magnitud
my = 7,0 y la otra posee ms = 8,0. A partir de esto, encuentre la magnitud
combinada del sistema, considerando que no es eclipsante.
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3.5. (Principiante) Considere dos estrellas, la Estrella A y la Estrella B, que
pueden ser aproximadas como cuerpos negros perfectos. Mediante observaciones
astrondémicas, se determina que la temperatura superficial de la Estrella A es
significativamente mayor que la de la Estrella B. Conociendo esto, acerca de la
radiancia espectral de ambas estrellas, se puede afirmar que:

a) La Estrella A emitird mdas energfa total por unidad de drea y su pico de
emisién ocurrird en una longitud de onda menor que la de la Estrella B.

b) La Estrella B emitird mds energia en todas las longitudes de onda, pues su
temperatura mas baja favorece una emision més uniforme.

¢) La forma de la curva espectral de ambas serd idéntica, difiriendo sélo en la
intensidad total, que depende del tamano y de la temperatura de la estrella.

d) Las dos estrellas emitirédn la misma energfa por unidad de drea, pero el pico
de emisién de la Estrella A se encontrard en una longitud de onda mayor.

e) Para determinar la radiancia espectral de una estrella es necesario conocer,
ademas de la temperatura, su composicién quimica y distancia.

(Principiante) La estrella Sirio, de la constelacién del Can Mayor, es la més
brillante del cielo nocturno y emite una gran cantidad de luz con una longitud
de onda préxima a 290 nm.

a) Calcule la energfa, en Joules, de un dnico fotén emitido por Sirio con esta
longitud de onda.

b) Si un detector recibe una potencia de 2 - 10710 Watts de esta luz, cuantos
fotones estdn alcanzando al detector por segundo?

3.6. (Intermedio) Determine la distancia del Sistema Solar a la Galdxia de
Andrémeda, en anos-luz. (luminosidad y magnitud aparente de Andrémeda:
Lana = 2,610 Lg, mana = 3,44)

3.7. (Intermedio) Cuadles de los conjuntos de informacién nos permiten calcular
la distancia hasta una estrella dada? Justifique cada item.

a) Radio y didmetro angular.

=)

Luminosidad y magnitud aparente.

o

Flujo y magnitud absoluta.

o

@

Luminosidad y magnitud absoluta.

—h

Clase espectral (OBAFG...), radio, flujo.

)

)

)

) Flujo y magnitud aparente

)

)

) Porcentaje de hierro en el nicleo, magnitud absoluta y aparente.

g
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3.8. (Intermedio) Estime el tiempo de vida ¢ en la secuencia principal de una
estrella de masa M =5 M. Utilice L oc M3 y t ~ 10*%afios.

3.9. (Intermedio) El Diagrama HR puede ser usado como un mapa para trazar
la evolucién de una estrella:
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Considere los tres puntos morados de arriba, que representan las etapas de la
vida de una estrella como el Sol. Coloca los tres puntos (A, B y C) en el orden
cronoldgico correcto de la evolucién de una estrella como el Sol y justifique
brevemente su respuesta.

3.10. (Intermedio) (Thiago Paulin) Considere que una estrella de magnitud mg
se dividi6 en un cimulo (aglomeracién) de N estrellas mas pequenas. Encuentre
la magnitud m’ de este ciimulo, considerando que:

e La masa se conservo en el proceso de fragmentacién

e La densidad media y la temperatura efectiva de la estrella original y de
las estrellas mas pequenas son iguales

e Ninguna de las estrellas mas pequenas obstruye la luz de sus companeras

3.11. (Intermedio) El brillo total de un sistema estelar no resuelto, como un
cumulo distante, es la suma de los flujos de todas sus estrellas constituyentes.
La escala de magnitud, por ser logaritmica, requiere un tratamiento cuidadoso
al combinar el brillo de multiples fuentes. En esta cuestién, vamos a explo-
rar cémo calcular la magnitud aparente total de un sistema estelar hipotético
cuyas estrellas siguen un patrén de brillo bien definido. Considere el sistema de
estrellas Ordisi Oluap, que posee las siguientes caracteristicas:

El sistema estd compuesto por un conjunto de estrellas cuyas magnitudes apa-
rentes siguen un patréon ordenado. La primera y mas brillante estrella po-
see magnitud 0. La magnitud de las estrellas siguientes sigue una progresién
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aritmética de razon 1, hasta la ultima estrella del conjunto, que posee magnitud
N.

Su tarea es determinar el brillo combinado del sistema. Encuentre una expresion
para la magnitud total (mq) del sistema en funcién de N.

3.12. (Intermedidrio) La magnitud aparente es una medida macroscépica del
brillo de una estrella, pero la luz que recibimos es, en verdad, un flujo de
particulas cuanticas: los fotones. En el siguiente problema, vamos a conectar
estos dos mundos para descubrir cuantos fotones de una estrella débil puede
detectar un telescopio moderno cada segundo.

Considere la siguiente situacién: Un astrénomo apunta un telescopio con un
espejo de 2 metros de didametro a una estrella con magnitud aparente en la
banda V (visual) de my = 15. La banda V tiene una longitud de onda central
de Ay = 550nm. Suponga en este problema que el rayo de luz de la estrella es
monocromatico, con una longitud de onda igual a la central. El flujo de una
estrella de magnitud 0 en la banda V es Fy = 3,6 x 1078 W/mQ. El detector
del telescopio tiene una eficiencia cudntica del 75%.

a) Usando la ley de Pogson, calcule el flujo de energia (Fy) en W/ m? que llega
de la estrella de magnitud 15.

b) Calcule la potencia total (Pie1), en Watts, que es recolectada por el drea del
espejo del telescopio.

¢) Determine la energia (Ffotsn), en Joules, de un unico fotén con longitud de
onda de la banda V.

d) Calcule el ndmero de fotones (Nin.) que alcanzan el detector del telescopio
cada segundo.

e) Finalmente, aplicando la eficiencia cuéntica del detector, determine el niimero
de fotones (Nget) que son efectivamente registrados por segundo.

3.13. (Intermedio) Un exoplaneta orbita la estrella enana naranja Rotieh, que
posee una luminosidad de L = 9,5 x 102> W. EI planeta, de radio R, = 6.400
km, se encuentra en una érbita estable a una distancia de d = 0,5 UA de la
estrella y posee un albedo de o« = 0,35.

(a) Calcule la potencia total (en Watts) que es absorbida por el exoplaneta.
(b) Considerando que el planeta posee una rotacién lenta (sincronizada), de

modo que un hemisferio estd siempre iluminado, y que este esta en equilibrio
termodinamico, calcule la temperatura de la superficie iluminada en Kelvin

(K).

3.14. (Avanzado) (P1 Barra/2018) Suponga que lo que mata un vampiro no
sea la luz del Sol, sino el valor del flujo de la luz (W/m?) que lo alcanza. Asf:
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a) Calcule el flujo de la Luna llena en la Tierra.

b) Es un hecho conocido la distancia media Tierra-Luna estd aumentando. Ad-
mita que la tasa de alejamiento sea de 4 cm/afo y que un vampiro soporte,
a lo sumo, sélo 500 uW/m? de flujo. Asi, calcule el tiempo (en afios) que
un vampiro tendria que esperar para poder salir sin problemas bajo la luz
de la Luna Llena.

Datos:

Radio de la Luna (rz)= 1,74 - 105 metros

Distancia media Tierra-Luna (dg_ )= 3,84 - 10® metros
Albedo de la Luna ()= 0,11

3.15. (Avanzado) (P1 Barra/2018) El movimiento de la Tierra es responsable
de la llamada anisotropia de dipolo en relaciéon con la Radiacién de Fondo
Césmico de Microondas (RFC). Debido al efecto Doppler, la radiacién de esta
temperatura es ligeramente més caliente en la direccién del movimiento de la
Tierra (llamado apex). Mediciones del satélite COBE, y posteriormente del
satélite Planck, mostraron que la diferencia de temperaturas en la direccién del
apex y anti-apex es de AT = 1,08-1072 K.

Calcule la velocidad a la que la Tierra estd moviéndose en relacién a la RFC.
Utilice TRFC = 2,7 K.

3.16. (Avangado) (Barra/2021) Uma ana branca é um remanescente estelar
composto principalmente por matéria eletronicamente degenerada que nao mais
produz energia por fusdo nuclear. A medida que perde energia por radiagao,
ela esfria com o tempo e, eventualmente, espera-se que atinja o equilibrio de
temperatura com o espaco, emitindo tao pouca energia que pode vir a ser
chamada de ana negra. Nesse problema, analisaremos o resfriamento de la ana
branca mais proxima do sistema solar: Sirio B.

Considere que Sirio B seja composta integralmente por carbono e que tenha uma
massa de 1,02 Mg, raio de 0, 0080 R e luminosidade de 0,024 L. Considere,
também, que Sirio B tenha raio constante em todos os itens abaixo.

a) Considerando que la estrella se encuentra a una distancia de 2,64 pc del
sistema solar, encuentre su magnitud aparente bolométrica. Ignore cualquier
fuente de extincién.

b) Suponga que Sirio B se enfrie desde una temperatura efectiva T hasta una
temperatura efectiva T'— AT. Encuentre la razén entre la variacién de mag-
nitud bolométrica y la variacién de temperatura efectiva ﬁ—’;. Considere
<

h .
Si es pertinente, utilice: In(1 + x) =~ x para < 1 Exprese su respuesta en
funcién de T.
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¢) Considere que Sirio B se enfrfa 10 K. Calcule la variacién de su magnitud
bolométrica Am.

d) La temperatura interna de una enana blanca es aproximadamente constante
en todo su volumen. Sin embargo, en las proximidades de la superficie, su
temperatura efectiva cae drasticamente debido a efectos de opacidad. Asi,
su temperatura efectiva T, ff se relaciona con su temperatura interna T;,;
de acuerdo con la siguiente ecuacién:

T
8

Tefr = o (Ting)® donde a =~ 0,014 K%

A partir de lo anterior, calcule el tiempo (en anos) para que la temperatura
efectiva T.ry de Sirio disminuya 10 K. Para tal, considere que el calor es-
pecifico molar a volumen constante del carbono es igual a ¢, = 3R donde
R es la constante universal de los gases. La masa molar del carbono es de
12 g/mol. Para fines de simplificacién, considere que la estrella sélo pierde
energia por emisién de radiacién. Recuerde que (1 4+ x)" = 1 4+ na para
z < 1, si es necesario.

3.17. (Avanzado) (OBOA/2024) Para resolver las cuestiones que surgen a lo
largo de la serie Loki, los personajes necesitan alcanzar el Telar Temporal: un
cilindro de longitud infinita y radio R que representa la fusion de todas las lineas
temporales. Para evaluar el impacto de la energia irradiada por esas lineas en
el ambiente alrededor, Loki utiliza un espectrofotémetro, con el cual captura la
frecuencia f correspondiente al pico de emisién de la onda electromagnética. Sin
embargo, Loki no posee el conocimiento suficiente en fotometria para calcular
una distancia segura hasta el Telar Temporal, por lo cual necesitara de tu ayuda
en las préoximas etapas. Suponiendo que tanto el Telar Temporal como el traje
de Loki se comportan como cuerpos negros, responda a la siguiente cuestion:

(a) Determine la temperatura del Telar temporal.

(b) Sabiendo que la temperatura maxima soportada por el traje de Loki es
150°C, determine la distancia minima a la que se debe mantener del centro
del Telar Temporal, considerando que su traje posee un formato esférico
con radio R’.

3.18. (Avanzado) Considerando que las estrellas estan distribuidas uniforme-
mente en el universo, muestre que la cantidad de energia que recibe la Tierra
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proveniente de una corona esférica (del universo) de radio r y espesor Ar es la
misma que la proveniente de una corona esférica de radio R y espesor Ar, con
r # R. Considere también que ambas coronas esféricas tienen a la Tierra como
centro y que Ar < r.

Curiosidad: Este fue uno de los calculos que llevé a la Paradoja de Olbers,
que basicamente cuestiona por qué el cielo es oscuro si existen tantas estrellas.

3.19. (Avanzado) Puede parecer una paradoja, pero la luz, compuesta por fo-
tones sin masa (en reposo), ejerce una fuerza real sobre todo lo que ilumina.
Este fenémeno, conocido como presién de radiacién, ocurre porque la energia
de cada fotén le confiere momento lineal. Al alcanzar una superficie, la transfe-
rencia continua de momento de incontables fotones genera una fuerza medible,
capaz incluso de impulsar ”velas solares”en el vacio del espacio.

Para entender cuantitativamente cémo funciona, vamos a analizar el caso ideal
a continuacién. Considere un haz de luz monocromdtico (todos los fotones
tienen la misma longitud de onda ) que incide perpendicularmente sobre una
superficie perfectamente especular, de area A.

(a) Un fotén, a pesar de no tener masa, posee momento lineal. Para un fotén
con longitud de onda A, el médulo de su momento es p = %, donde A es la
constante de Planck. A continuacién se esquematiza la situacion:

Sy

Cuando un fotén colisiona con una superficie perfectamente reflectora,
inverte su direccién. El momento transferido para la superficie es la dife-
rencia entre el momento del fotén antes y tras la colisién. A partir de lo



242

(b)

(c)

(d)
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anterior, determine la variacién de momento lineal (Ap) transferida para
la superficie por un tnico fotén.

El flujo de energia (®) es la energia total que incide por unidad de érea y
por unidad de tiempo. Si definiéramos N como el niimero de fotones que
inciden sobre un area A durante un intervalo de tiempo At, determine la
ecuacion para el flujo ® en funcién de N, A, At, A\, hy c.

La segunda ley de Newton nos dice que la fuerza es la tasa de variacién
del momento en el tiempo (F = %). La tasa de variacién total del
momento es el ntimero total de fotones que alcanzan el drea A en un
intervalo de tiempo, multiplicado por el momento que cada uno transfiere.

Usando los resultados de los items anteriores, encuentre una expresién para
la fuerza F' que el haz de luz ejerce sobre toda la superficie de area A.

La presién (P) es definida como la fuerza por unidad de drea (P = F/A).
Con base en los resultados anteriores, encuentre la presiéon de radiacién
sobre una superficie totalmente reflectora de area A

3.9 Gabarito :) (Soluciones)

3.1.

3.2.

Si desarrollamos la formula del efecto Doppler:

A—A A
Ozg:>—:E+1:U+c:>)\0:)\ ¢
Ao c Ao C c c+wv

Dado que la fuente se estd acercando a nosotros, utilizamos signo negativo

para la velocidad, i.e. v = —50km/s. Sustituyendo los valores:
3-10°
A =037 ————
0 3-10% — 50

De este modo, hallamos que Ag ~ 537,09 nm (opcién c).

Por la ley de Stefan-Boltzmann, la luminosidad L; es:

Ly = 47 R3oT}

R
Por otro lado, la estrella 2 posee radio Ry = 71 y temperatura T, = 277 .

Entonces, su luminosidad es:

R 2
Ly =4n (21) o (2! = 4n - =L . 16T}
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Dividiendo ambas ecuaciones:

RQ
L, Am-—oleTt

L, 4rR%oTY

- (=1L

Para resolver este problema, utilizamos la ecuaciéon fundamental que rela-
ciona el flujo de energia (F') de una estrella con su luminosidad (L) y su
distancia (d) hasta un cuerpo:

_ L
T 4nd?

Necesitamos la luminosidad del Sol, que, de acuerdo con la tabla de cons-
tantes, es Lo = 3,83 x 1026W. El siguiente paso es convertir la distancia
hasta Voyager 1 de Unidades Astronémicas (UA) a metros:

d =160 UA x (1,5 x 1011{%) — 240 x 10" m = 2,4 x 10'* m

Ahora, reemplazamos los valores de L y d en la ecuacién de flujo:

383 x10% W
 47(2,4 x 1013 m)?2

Finalmente, calculamos:

3,83 x10%

Este flujo es aproximadamente 25.000 veces mas débil que aquel que reci-
bimos aqui en la Tierra (=~ 1362W /m?)

La magnitud combinada m,. estd asociada a un flujo F, = F} + F», ya
que los flujos individuales de las estrellas se suman. Entendiendo eesto,
comparamos m,. con m; mediante la ley de Pogson:

F, F + F F:
me —mp = —2,5log (F) = —251log (1;2) = —2,5log (F2 + 1)
1 1 1

: Fy .
Ahora, necesitamos encontrar la razén T a partir de Pogson:
1
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3.5.

3.6.
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mi— Mo = —Q,SIng1
2

F:
Como my; = 7,0 y mo = 8,0, calculamos Fz = 0,40. Sustituyendo en la
1

ecuacion de la magnitud combinada, obtenemos que .

La pregunta nos pide analizar la radiacién de dos estrellas, A y B, tratadas
como cuerpos negros perfectos, con la condicién de que la temperatura de
A es mayor que la de B (T4 > Tg). Para esta tarea, recurrimos a dos
leyes fisicas fundamentales.

En primer lugar, por la Ley del Desplazamiento de Wien, la longitud de
onda del pico de emisién (Ayax) €s inversamente proporcional a la tempe-
ratura (Amax -7 = constante). Como la Estrella A es mds caliente, su pico
de emision ocurrira en una longitud de onda menor que para la Estrella B
(M, max < AB,max)- Dicho esto, se admite descartar la alternativa (d).

En segunda estancia, por la Ley de Stefan-Boltzmann, la energia total
irradiada por unidad de drea (F') es proporcional a la cuarta potencia
de la temperatura (F = oT%). Siendo T4 > Tg, la Estrella A irradia
mucha mas energia por unidad de area que la Estrella B. Por esta razon,
eliminamos la opcién (b).

Finalmente, tanto (c¢) como (e) son incorrectas porque, en el modelo de
cuerpo negro perfecto, la radiacién depende exclusivamente de la tempe-
ratura. Alterar la temperatura modifica no sélo la intensidad total, sino
también la posicion del pico y la forma de la curva espectral. Ademds de
eso, factores como la composiciéon quimica o la distancia no influyen en la
radiacion de un cuerpo negro ideal.

De esta forma, la tnica opcién que concuerda con ambas leyes es la (a):
la Estrella A emitird més energia total por unidad de drea y su pico de
emisién ocurrird en una longitud de onda menor que la de la Estrella B.

Respuesta: (a)

a) La energfa de un tnico fotén es dada por la radiacién de Planck-
Einstein:

_ he

A

Donde h = 6,63 - 10734 J - s es la Constante de Planck, ¢ ~ 3-10% m/s
es la velocidad de la luz y A es la longitud de onda en metros. Primero,
convertimos la longitud de onda: A = 290 nm = 290 - 10~ m.

E

(6,63-10731) - (3-10%) 19,89 -102°
290 - 10—9 T 290-1079

o —|E~686-107]]
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b) La potencia (energia por segundo) recibida por el detector es la energia
de cada fotén multiplicada por el nimero de fotones que impactan por
segundo ().

P=FE-®

Despejando el niimero de fotones por segundo:

d=—
E

Usando la potencia dada y la energia calculada en el item anterior:

0 2:10719 /s
6,86 10719 J/fotén

— ’ P ~292-108 fotones/s‘

3.7. Este es un problema clasico en el que parecen estar faltando datos. Sin
embargo, podemos utilizar los datos del Sol (tabla de constantes) para
compararlo con Andrémeda mediante la ley de Pogson:

Lan
Mana — M@ =-25 1Og ( d)
Lo

Donde M4 es la magnitud absoluta de Andrémeda y M, es la magnitud
absoluta del Sol. Realizando el cédlculo:

= Myng = —2,5log (2,6 - 10'°) + 4,80 = —21,24
Por la ecuacién del médulo de distancia:
Mand — Mana = 5logd — 5

Es decir:

344421245

= logd
og 5

= 5,94 = d = 10>"* = 862 kpc

La pregunta pedia la distancia en anos luz, entonces es suficiente recordar

que 1 pc = 3,26 anos luz para obtener que | d = 2,8 millones de anos luz |

3.8. a) Radio y didmetro angular - VERDADERO

Tenemos la siguiente situacién:



246

CAPITULO 3. FOTOMETRIA

B
Ll

F 3

Figura 3.25: Didmetro angular

Asi, note que:

Reescribiendo:

R
0
sen 5

Note que, para 6 < 1:

Entonces:

2R
d
Luminosidad y magnitud aparente - VERDADERO

d=~

Sabemos que la luminosidad L de un astro esta intimamente relacio-
nada con su magnitud absoluta M, por lo que es posible hallar L, y
con este, aplicar médulo de distancia. Comparando esta estrella con el
Sol por Pogson:

L
M — M@ = —2,5 log (%)
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Reordenando:

L

Una vez descubierta la magnitud absoluta M y teniendo el valor de la
magnitud aparente m, basta usar el médulo de distancia para encontrar
el valor de d.

m— M =5logd—5
¢) Flujo y magnitud absoluta - VERDADERO

Este item se asemeja mucho al anterior. Podemos encontrar la magni-
tud aparente m comparando esta estrela con el Sol por Pogson:

F
m —meg = —2,5log F—@

Como ya tenemos M y m, podemos encontrar la distancia por el
moédulo de distancia:

m—M+4+5

logd =
og 5

d) Flujo y magnitud aparente - FALSO

Dado caso tuviésemos solamente el flujo, bastaria con utilizar la ley de
Pogson con el Sol para encontrar la magnitud aparente m. Andlogamente,
si s6lo m fuera dada, la ecuacion de Pogson nos permitiria hallar F'.
Asi, esencialmente sélo tenemos una informacién (F' o m), haciendo
imposible determinar la distancia.

e) Como vimos en {tems anteriores, la luminosidad y la magnitud absoluta
estan directamente relacionadas por:

L
M — M@ = —2,5 IOg (I/@)

Confirmamos entonces que contamos solo con 1 dato fotométrico de
la estrella, por lo tanto, no podemos determinar su distancia hasta
nosotros.
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f) Clase espectral (OBAFG...), radio y fluyjo - VERDADERO

Con la clase espectral, tenemos la temperatura T' de la estrella. Como
conocemos su radio R, podemos determinar la luminosidad L por la
ley de Stefan-Boltzmann:

L =47 R%*cT*

Como el flujo F' también es conocido, podemos encontrar la distancia

d por:
L L
F = d= B ——
i V i F

g) Porcentaje de hierro en el niicleo, magnitud absoluta y magnitud apa-
rente - VERDADERO

A priori, el porcentaje de hierro en el nicleo de la estrella no nos ayuda
a calcular la distancia hasta esta. Sin embargo, contamos con m y M,
con lo que podemos utilizar el médulo de distancia para encontrar d:

m—M =5logd -5

3.9. A partir de la relacién dada:

3
LO<M3:,L:(M)
Lo Mg

M

Mas, como L oc 5

Entonces, reformulando:

M 2
t=to (57)

Finalmente sustituyendo los valores:

1\2
t =~ 1010 (5) =t~ 4,0-10% ados
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3.10. El orden cronolégica correcta es A — B — C. Una estrella como el Sol pasa

3.11.

la mayor parte de su vida en la Secuencia Principal (A). Posteriormente,
al agotar el hidrogeno en su nicleo, se expande para hacerse una Gigante
Roja (B).Finalmente, por el desprendimiento de sus capas externas, se
encoge para hacerse una Enana Blanca (C).

Como ninguna de las estrellas pequenas obstruye a sus companeras, la
luminosidad combinada del aglomerado es L' = NL;, donde L; es la lu-
minosidad de cada estrella individual. Siendo Lg la luminosidad inicial,
tenemos, por Pogson:

NL; 4rnd?
m' —mg = —2,5log (47rd2 . Lo)

Es decir:

NL;
m' —mg = —2,5log ( )
Lo

Ahora, encontremos la relacién entre L; y Lg. Por la Ley de Stefan-
Boltzmann:

Lo = 47 R?cT*

L; = 4nr?oT?

Luego, dividiendo esas expresiones:

, T .. . -
Para encontrar la razén — como funciéon de N, necesitamos utilizar la
conservacién de la masa. Siendo p la densidad de las estrellas, tenemos:
4
MO =p- ?Rg

Como la masa combinada de las N estrellas es N veces la masa de una
estrella individual:

4
v (o)

Usando M’ = M, obtenemos:
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WzNﬁj%:NﬂB

Uniendo Pogson con la relacién entre las luminosidades:

2
m' —mg = —2,5log <N— (%) >
Como — = N~1/3.
7 :
r _ —2/3
m —mg=—25log (N -N

Utilizando la propiedad logz™ = nlogx, tenemos:

m' —mg = —2,5log N'/? = ﬁlogl\f

De este modo, llegamos a la respuesta final:

m' =mg — é log N

El principio fundamental para resolver este problema es que los flujos de
energia son aditivos, mientras que las magnitudes no son. La magnitud
total del sistema (mr) estd relacionada con el flujo total (Fr), que es la
suma de los flujos de cada estrella individual (F;).

A partir de la ecuacién de Pogson, podemos expresar el flujo de cualquier
estrella en funcién de su magnitud. Sitoméaramos una estrella de referencia
con myes = 0y flujo Fiet, €l flujo F; de una estrella de magnitud m; es:

Fi = Fref ' 10_074"”

La magnitud total, mr, es entonces relacionada a la suma de todos los
flujos individuales:

F; F;
mr = —2,5log;, (% ) = —25logy (Z = f)

ref

Sustituyendo la expresién del flujo, tenemos:
N
mp = —2,5logy, (Z 10_0’4"”)
i=0

En nuestro sistema, las magnitudes son m; = 0,1,2,..., N. Por lo tanto,
la suma se hace:

N
Z 10—0,41 — 100 + 10—074 + 10—0,8 et 10—0,4N
=0
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Esta es una Progresiéon Geométrica (PG) donde el primer término es a; =
1, la razén es ¢ = 107%* y el ntimero de términos es k = N + 1. Para
seguir con el procedimiento, requerimos la férmula de la suma de una PG.

Vamos a deducir la férmula para la suma S de los k& primeros términos
de una PG con primer término a; y razén ¢. La suma puede ser descrita

Ccomo:
1

S=a+aqg+ad®+---+arg"”
Multiplicando toda la ecuacién por la razén g:

¢S = ag+a1g’ + a1¢®* + - + arg"
Ahora, restamos la segunda ecuacién de la primera (S — ¢S):

S—q¢S=(m+aqg+-+ad"") = (mg+agd +-- +ad")

La mayoria de los términos se cancelan, quedando apenas el primer término
de S y el dltimo término de ¢S.

S(1—¢q)=a1 — alqk

Factorizando a;:
S(1—q)=ai(1-q")

Resolviendo para S, obtenemos la férmula de la suma de la PG:

Ahora, aplicamos la férmula de la suma de la PG que acabamos de deducir
en la expresion encontrada en la primera parte. Nuestros pardametros son:
e Primer término: a; =1
e Razén: ¢ = 10704
e Numero de términos: k= N + 1
La suma de los términos de la PG es:
1— (1070,4)N+1 1— 1070,4(N+1)

S=1- -
1—-10-04 1—-10-04

Finalmente, sustituimos esta suma en la ecuaciéon de la magnitud total:

mr = —2,5logy, (S)

1— 100’4<N+1>>

mr = 7275 loglo < 1— 10_074
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3.13. a) Utilizamos la ecuacién de Pogson para comparar la estrella observada
(my = 15) con la estrella de referencia (mg = 0).

F
m, —mo = —2,5log;, <FE>

F,
15—-0= —2,5 loglo (W)

Despejando el logaritmo:

F, 15
10g10(1%>—_25—6

Para encontrar la razén de los flujos, aplicamos el antilogaritmo (po-
tencia de 10):

F

—* _—10"¢
Foy 0

Finalmente, calculamos el flujo de la estrella:

F, =105 (3,6 x 1073 W/m?)

F, =3,6x 10" W/m?

b) La potencia es el flujo multiplicado por el drea de recoleccién del teles-
copio. El didmetro del espejo es de 2 m, por lo que su radio es Rt = 1

m.

Aiel = TR, = 7(1m)? = 7m?

Pl = F, - Ayl = (3,6 x 1074 W/m?) - (rm?)

Py~ 1,13 x 1072 W]

¢) La energia de un fotén estd dada por la relacién de Planck-Einstein:

hc
Efotén = 7
Con los valores h = 6,63 x 10734 J -5, c =3 x 108m/s y A = 550 nm =
550 x 1072 m:

(6,63 x 10734) - (3 x 108)
550 x 10—9

Efotén =

| Broson ~ 3,61 x 1077 |
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d)

3.14. a)

La tasa de fotones por segundo (Niyc) es la potencia total (energfa por
segundo) dividida por la energfa de cada fotén.

P 113x1073J/s

Nin = = 7
¢ EBogen 3,61 x 10719 J /fotén

Nine & 313.000 fotones/s ‘

Aplicamos la eficiencia cudntica de 75% (1 = 0,75) a la tasa de fotones
que inciden en el detector.

Nget = Ninc - = 313.000 - 0,75

Nyet ~ 234.750 fotones/s‘

El detector del telescopio registra, por lo tanto, aproximadamente 235
mil fotones por segundo provenientes de esta estrella.

Primero, calculamos el flujo de energia (F') de la estrella en la distancia
en que el planeta orbita. La distancia en metros es d = 0,5 x (1,5 x
10M) = 7,5 x 101° m.

L 9,5 x 1025 2
— — ) =~ ]. 44
Ind® ~ n(75 x 10102 13 /m

La potencia incidente (F;) es el flujo multiplicado por el drea de la
seccién transversal del planeta (A = WRZQ)). El radio del planeta en
metros es R, = 6,4 x 10° m.

P;=F 7R} =1344 - 7(6,4 x 10°)* ~ 1,73 x 10'" W
La potencia absorbida (P,ps) toma en cuenta el albedo:

Paps = (1 — )P, = (1 —-10,35) - (1,73 x 10'7)

| P ~ 1,12 x 1017 W]

En equilibrio termodindmico, la potencia absorbida es igual a la po-
tencia irradiada (Praq). Para un planeta de rotacién lenta, la energfa
es irradiada por el hemisferio iluminado, cuyo drea es A,q.q = 27TR127.

Prad = 0ApaqT* = o2 R2)T*
Igualando Paps = Praq:
1,12 x 10'7 = (5,67 x 1078) - (27(6,4 x 10%)?) - T*

1,12 x 1017 ~ (1,46 x 107) - T*
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Despejando T':

1,12 x 107
T4:%X1007z7,67x109 K4

T = (7,67 x 1094 = | T ~ 296 K

La luna no posee luminosidad propia; esta solo refleja la luz del sol. Por
este motivo, su luminosidad serd el flujo del sol en la luna multiplicado
por su area transversal y su albedo:

LL_< Lo )~<m~%>~aL

dmd?

Como la luna llena esta del lado opuesto del Sol en relaciéon a la Ti-

erral”, su distancia al Sol do—1 €s:

dosr =do—e +dosL

Asi, podemos realizar las debidas cuentas para obtener L; = 1,42 -
10 W. Ya con la luminosidad de la Luna llena, podemos determinar
su flujo incidente F, en la Tierra:

T 4nd?

®—L

o =7,65-10"*W/m?

El flujo de la luna llena en el caso limite (méximo flujo soportado por
el vampiro) sera 500 - 1076 W/m?, asf:

L
500 - 1076 = L

- drdZ,

La luminosidad de la luna puede ser descrita como:

Lo

LL = 77‘(7"%0[[,
dmd?
Juntando ambas expresiones:
Lo
500-107° = fa
67d2_, &2, “"*

Reformulando la ecuacién y utilizando los valores del enunciado:

da_,pd5_,, =5,07-10%

Quitando la raiz:

17Ver apéndice de eclipses.
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de—rdop = 7,12-10"

Ahora, como dg—; = do—g + dg—1, llegamos a una ecuacion del
segundo grado:

a3+ deoder —7,12-10 =0

Resolviendo por Bhaskara, encontramos:

dep = —3-10" 04,75 - 108

El valor negativo no tiene sentido, entonces la distancia Tierra-Luna
en la situacién limite donde el vampiro puede exponerse a la Luna
Llena es cerca de 4,75 - 10® m. Como la distancia Tierra-Luna inicial
era 3,84 -10% m y la tasa de alejamiento es de 4 cm/aifio, el tiempo At
que el vampiro debe esperar es:

4.75-108) — 4108
At:(,75 0)004(3’8 0):2'108aﬁ05

Cabe destacar que la respuesta final solo debe poseer una cifra signifi-
cativa, por lo cual no se deben colocar digitos después del 2.

3.16. Para resolver este ejercicio, vamos a necesitar solamente de la Ley de Wien
y del efecto Doppler de la luz:

b AN v

)\max - 7 N
T )\0 Cc

La siguiente imagen ilustra la situacién del enunciado:
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Anti-apex

Figura 3.26: Redshift y blueshift de la luz de la RFC

Donde A es la longitud de onda de mayor emisiéon de la RFC, i.e. b =
MTrrc. Ahora, determinemos A1 y Ao como funcién de Ag y v. En el
referencial (sistema de referencia) del observador 1, el ”universo”se estd
aproximando con velocidad v, por lo que ocurrird un blueshift. Entonces:

)\1 1 v

A() C
Por otro lado, en el referencial del 2, el "universo”esta alejandose con v,
inmediatamente:

)\2 v
2 =1 —
A() +C

v
Para simplificar la lectura, consintamos que § = —. Ademads, por la ley
c

b b
de Wien, T} = N y Iy = N Asi:
b Trrc
T, = =
(-8 1-8
y
b T
T _Irrc

T X(+8) 148
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Note que Ty > Ts. Como AT = T, — T», tenemos:

1 1
AT=T-T, =T —_— -
1— 42 RFC(lﬁ 1+5)

(conocido, ya que tenemos tanto AT como Trrc)

Denotemos r =
RFC » )
y ahora solo queda resolver la ecuacién de arriba. Tenemos:

1 1 28
T1-8 148 1-p°

r

Es decir:

2
ﬁ2+;ﬁ—120

Por Bhaskara:

2 [ 4
= —_— = —— — 1
g 2 r+\/r2+

Note que el &+ é 4, ya que tendriamos un 8 < 0 en caso de que fuese —.

1,08-1072
’T = 4-1073. Substituyendo en la

ecuacién, encontramos 3 = 2,0- 1073 = | v = 600 km/s|.

3.17. a) En primer lugar, tenemos la siguiente expresién para el flujo de la
estrella:

A partir del enunciado, r =

_ L
" 4nd?

Comparando con la magnitud absoluta del Sol:

Fyol 102
Mg — mpor = 2,5 log ( ) = 2,5 log ( ~0,024>
Fy 2,642

Sabiendo que Mg = 4,83, resolvemos que:

b) Podemos escribir que:

L T — AT)*
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En la ecuacién de arriba, a es una constante que depende de la distan-
cia, el radio y otras constantes fisicas. Asi, tendremos:

T — AT\ AT
Am = —-25 log (T) — Am = —10 log <1 — T>

Modificando el logaritmo para obtener una base neperiana:

m——i10 In 1—£ —>AmN710 AT
~ In(10) T T In(10) T

Es entonces que llegamos a la respuesta:

Am 1
ar ~ T

En este item, primeramente necesitamos calcular la temperatura efec-
tiva de Sirio B:
L =4rR*T};

e

Reemplazando los valores presentados en el enunciado, encontramos:

T.;f ~ 25400 K

Utilizando la férmula anterior, llegamos a:

4,34
=_—"— . (10) = |Am = +1,71-10*
™= 35200~ 10 B =1,
Aqui nos topamos con la siguiente relacién entre la variacién de la
temperatura y la energia emitida por la enana blanca:

Mc,AT = AE

AT AFE

Mcy— = —

“At T At

Podemos escribir la siguiente ecuacién:

Annt
At
Necesitamos encontrar una relacion entre ATy, y AT, ;¢. Utilizando la

ecuacion entregada en el enunciado, analizaremos lo que ocurre cuando
hay un decrecimiento de temperatura ATesy :

— _ 2 4
MCU =L =47R UTeff

7
. : ATin\ ¥
Topf— ATops = (T — ATipg)® = - T3, - <1 - ”t>
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Recurriendo a (1 + )" ~ 1 + na para ¢ < 1:

z 7AT‘1nt
Tepp = ATepy = a- Ty - <1 TR, )

Asi, obtenemos la siguiente relacion:

AT,
ATeff = 7 T !
8T 3
1
8- T3 AT,
ATint — int ff
Ta

Ahora, como conocemos la dependencia de Tj,; con T.ry basta que
introduzcamos T, ¢¢ en la relacién de arriba y, después, la utiliicemos
en la expresion que se asocia con la luminosidad:

1
- AT, T 7
ATy =2 =t ( cff)

1

. 7

MCU ° 8 ATEff . <T€ff) = LAt
Ta «

Como la luminosidad es aproximadamente constante (ya que la tempe-
ratura efectiva cambia muy poco), podemos considerarla inalterable.
Despejando At arriba:

1
8'AT€ff Teff 7

At = Mec, - .
¢ To- L < o

Sabemos que la masa molar del carbono es de 12 g/mol. Entonces,
tenemos que el calor especifico del carbono puede ser escrito como:

J 3-8,314-10% J
mol - K 12 kg - K

co =3-8,314

Podemos, entonces, calcular el At haciendo las debidas sustituciones:

At ~ 93.000 afios |

3.18. (a) Por la ecuacién fundamental de la ondulacién aplicada a ondas elec-

tromagnéticas:
c=Mf
c
A==
f

Por la ley de Wien:
AT =b
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Reemplazando b = 2,898 x 10m - K e ¢ = 3 x 10%m:

T =9.66 x 1072 f

(b) Aqui, la situacién es un poco diferente de los ejercicios convencio-
nales, jcierto? La distribucién de energia asume un formato cilindrico,
acompanando la estructura de la linea temporal. Podemos representar esa
configuracion de la siguiente manera:

YN
\/h%oo

R
N

El primer punto importante es que la energia no puede simplemente de-
saparecer, inmediatamente es conservada. Dado que potencia representa
energia por unidad de tiempo, la potencia irradiada por el cilindro P
debe ser la misma que la potencia recibida P;, por puntos en el cilindro
de radio d:

Pe=Pp,

Fe - 2nRh = Fp, - 2wdh
Fo-R=Fp-d
Sabiendo que el flujo F' puede ser expresado en funcién de la temperatura

T como F = oT*:
O’TC4 -R= O’TL4 -d
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R\ /4

Como la temperatura maxima soportada por el traje de Loki es 150°C, o
423 K, y la temperatura T del Telar fue determinada anteriormente como
Te = 9.66 - 107 '2 f, tenemos:

R 1/4
423 = 9.66 - 10712 f . (d)

d=Rx(2.28-1071f)

|d=2.28-10"R/*]

Denominamos L a la luminosidad media de las estrellas en nuestro uni-
verso, y 1 a la densidad numérica de estrellas (ndmero de estrellas por
unidad de volumen del universo). El nimero de estrellas entre r y r + Ar
esta dado por:

AN =5 - 47 Ar

Por lo tanto, la luminosidad de las estrellas en ese intervalo es:

dL, =L-AN =L -47r?Ar

Como Ar < r, el flujo (brillo) de esas estrellas en la Tierra es:

L,

4A7r?

dF,

= |dF, = 47nLAr

Como el resultado no depende de r, estd demostrado lo que el enunciado
pedia.

(a) El momento es una magnitud vectorial. Si definiéramos la direccién
de incidencia como positiva, el momento inicial del fotén es pinicial =
+%. Como la colisién es perfectamente reflectora, el fotén invierte

su direccién, y su momento final es pgpa = —L;.

La variacién de momento del foton es: Apfotén = Pfinal — Pinicial =
(-5) - (+h) = -2

by X T TN
Por la ley de la conservacion del momento, el momento transferido a
la superficie debe ser igual en modulo y opuesto en senal a la variacion
de momento del fotén. Por lo tanto:

2h

Ap = —Aptoton = By

El factor 2 surge porque la superficie no sélo absorbe el momento
del fotén, sino que también suministra el momento necesario para
”empujarlo”de vuelta.
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(c)
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El flujo de energia (®) es, por definicién, la energfa total (AFEiotal)
que incide por unidad de drea (A) y por unidad de tiempo (At).

_ AE’total
A-At

La energia total es el nimero de fotones (IN) multiplicado por la

energfa de un unico fotén (Fiotsn ). La energia de un fotén es Egoron =
hc
BN b
c
A-Etotal =N- Efotc')n = NT

Sustituyendo la energia total en la ecuacién de flujo, obtenemos:

N he Nhe
b= A -
A At A- AL

La segunda ley de Newton nos dice que la fuerza (F) es la tasa de
variacion del momento total en el tiempo.

Aptotal
F=——
At

El momento total transferido es el niimero de fotones (N) que colisi-
onan en el intervalo A¢, multiplicado por el momento que cada uno
transfiere (Ap del item a).

2h
Aptotal =N Ap = NT

Sustituyendo en la ecuacion de la fuerza:

1 2h 2Nh
F=x <N)\) = Ata

Ahora, podemos usar la relacién del {tem (b) para simplificar,a partir
Nh .

del cual, despejamos el término £;7%:

Nhe Nh ) Nh  ®-A

T AAN  AAN  © AN ¢

Sustituyendo esto en nuestra expresion para la fuerza:

N DA
F:2( h >—> F=2

At -\ c

La presién (P) es la fuerza por unidad de édrea.

P==
A
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Utilizando el resultado del item (c):
1 [20A
P53 (%)

Cancelando el drea A, llegamos a la expresion final para la presién
de radiacién sobre la superficie perfectamente reflectora:

ED
76

P




Capitulo 4

Telescopios y Detectores

Es comun decir que el cielo es el laboratorio de la astronomia, ya que es a
partir de él que realizamos todas las observaciones que fundamentan nuestro
conocimiento del Universo. Durante mucho tiempo, el ojo humano limitaba
cuanto podiamos estudiar el cielo; sin embargo, ese problema fue eventualmente
resuelto con el surgimiento de los telescopios, que se convirtieron en una de las
principales herramientas de ese estudio. En este capitulo, estudiaremos cémo
funcionan los telescopios y, de forma general, los detectores.

4.1 Luz

Antes de analizar el funcionamiento de los telescopios, es importante que
comprendamos el elemento que posibilita su propia existencia: la luz, la cual es
el agente fisico que, actuando sobre nuestros érganos visuales, produce la sen-
sacién de la vision. En la éptica geométrica nos interesamos por la trayectoria
seguida por la luz, y no por su naturaleza en si, la cual se estudia en la 6ptica
fisica. Asi, veremos los tres principios que rigen tal trayectoria:

1 - Principio de la propagacion rectilinea
“En los medios transparentes y homogéneos, la luz se propaga en linea recta”

Un medio homogéneo posee las mismas caracteristicas en todos los puntos,
asi que nada es més razonable que la luz se propague en linea recta en ellos.
Por ese motivo decimos ”rayos de luz”, pero no ”espirales de luz”, por ejemplo.

2 - Principio de independencia de los rayos de luz

“Cuando dos rayos de luz se cruzan, la trayectoria de cada uno de ellos no es
afectada por el otro”

Para verificar este principio, toma dos linternas y apuntalas de forma que la

264
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luz producida por una se cruce con la luz producida por la otra. La relevancia
practica de este concepto es que podemos analizar un rayo de luz especifico sin
preocuparnos por la presencia de otros rayos.

3 - Principio de reversibilidad de los rayos de luz

“En condiciones idénticas, la trayectoria seguida por la luz es independiente del
sentido de propagacion.”

Este es otro principio que tiene sentido intuitivamente. Viendo una foto de
un laser, es imposible determinar de qué lado surgié.

Aproximacion de largas distancias

En astronomia, nos interesa observar objetos extremadamente distantes.
Asi, una aproximacion razonable para los rayos de luz provenientes de esos
objetos es que llegan paralelos entre si, tal como puede observarse en la figura
4.1.

&

Figura 4.1: Rayos aproximadamente paralelos

4.1.1 Reflexién y Refraccion

La reflexion y la refraccién de la luz son los principales fenémenos épticos
que vemos en nuestro dia a dia. Son ellos los que posibilitan el uso de espejos
(reflexién) y lentes (refraccién) en telescopios, y por eso son extremadamente
importantes para nuestros fines.

Reflexion de la luz

La reflexién de la luz es un fenédmeno que consiste en el hecho de que la luz
vuelve a propagarse en el medio de origen tras incidir en una superficie de se-
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paracion de ese medio con otro. La principal propiedad de la reflexién es que
el angulo de incidencia (i) es igual al dngulo de reflexién (r), tal como puede
observarse en la figura 4.2.

Figura 4.2: Reflexion de la luz

Figura 4.3: Ejemplo de la reflexiéon de la luz

Refraccion de la luz

La refraccién de la luz es un fenémeno que ocurre cuando la luz es transmitida
entre dos medios diferentes. Para nuestros objetivos, basta saber que la luz
tiende a aproximarse a la normal (N) cuando pasa de un medio menos refrin-
gente a otro mas refringente, como es el caso de la figura 4.4, que representa la
situacién en que no > n;

In se denomina indice de refraccién, y mide la refringencia de un medio. Por ejemplo, el

indice de refraccién del vacio es 1, mientras que el indice de refraccién del agua es cercano a
1,33.
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Meio 1 (”1)

Meio 2 (n,)

Figura 4.4: Refraccién de la luz (ng > nq)

Figura 4.5: Ejemplo de la refraccién de la luz

4.2 Lentes y Espejos

En esta seccién, haremos un breve estudio de los fundamentos de la éptica
geométrica presentes en la formacion de imagenes en telescopios.

4.2.1 Espejos Planos

Formacion de imagenes

Usando la propiedad de la reflexiéon, podemos mostrar que la imagen formada
por un espejo plano es idéntica al objeto, excepto que estd invertida con relacién
al espejo. Véase la figura 4.6:
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P|,’

Figura 4.6: Espejo plano

Obsérvese que, para el observador, es como si todos los rayos de luz vinieran
de un punto P’ simétrico a P con relacién al espejo. Como una fuente extensa
no pasa de un conjunto de diversas fuentes puntuales, la imagen de cualquier
cuerpo colocado frente a un espejo sera invertida, como queriamos demostrar.

Aplicaciones

Como los espejos planos redirigen los rayos de luz sin deformar la imagen que
seria formada sin su presencia, es muy conveniente utilizarlos en telescopios. La
figura 4.7 muestra algunos ejemplos de ello.

V
(a) (b) (©)

Figura 4.7: (a) Newtoniano, (b) Cassegrain, (c) Coudé

4.2.2 Lentes

Las lentes esféricas, que estamos llamando convenientemente solo “lentes”, estan
formadas por la asociacién de dos didptricos: uno necesariamente esférico y el



4.2. LENTES Y ESPEJOS 269

otro plano o esférico?. Véase en la figura 4.8 cudles son los tipos de lentes
esféricas®.
Lente Lente Lente Lente Lente Lente
biconvexa. plano-convexa. céncavo-convexa. bicéncava. plano-concava. convexo-concava.

Figura 4.8: Tipos de lentes esféricas

Ahora, necesitamos distinguir entre lentes convergentes y divergentes. El
primer tipo, tal como dice su nombre, tiende a converger los rayos de luz. Por
otro lado, la tendencia de las lentes divergentes es divergirlos. En la practica,
una lente es convergente si sus bordes son delgados, como en los tres primeros
ejemplos de la figura 4.8, y divergente si sus bordes son gruesos, como en las
otras tres lentes de la misma imagen.

Formacion de imagenes

Asi como usamos la masa para distinguir cudan “pesado” es un objeto, definimos
la distancia focal f de una lente para medir cuanto desvia los rayos de luz.
Ademis, llamamos eje éptico, o eje principal, a la recta perpendicular a la lente
que pasa por su centro, este que se llama centro 6ptico. Véase la imagen 4.9:

Eixo

6ptico 0 4—~\

Centro dptico

Lente delgada.

Figura 4.9: Elementos de una lente

2Un diéptrico es un sistema constituido por dos medios de diferentes indices de refraccién.
Si la frontera entre esos medios es plana, como en la figura 4.4, decimos que tenemos un
diéptrico plano. Por otro lado, si la frontera es esférica, decimos que el sistema es un diéptrico
esférico.

3No es necesario memorizarlos.
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Ahora que sabemos cémo definir y distinguir una lente, podemos ver sus
tres propiedades més relevantes para la astronomia:

Propiedad 1

En lentes convergentes, rayos de luz que entran paralelos al E.O. (eje dptico)
van al foco* y rayos de luz que vienen del foco salen paralelos al E.O.°. En
lentes divergentes, rayos de luz que entran paralelos al E.O. salen con sus pro-
longaciones pasando por el foco y rayos de luz cuyos prolongamientos pasan por
el foco salen paralelos al E.O.°

Propiedad 2

Rayos de luz que entran pasando por el centro 6ptico salen inalterados, tanto
en lentes convergentes como divergentes

Propiedad 3

En lentes convergentes, rayos que entran paralelos entre si (no necesariamente
paralelos al E.O.) se encuentran en un punto en el plano focal”. Existen otros
tres casos andlogos a este, que pueden visualizarse en las imagenes.

Ahora, vamos a visualizar mejor cada una de esas propiedades:

A Y
(0] o
Lente delgada convergente. Lente delgada divergente.

Figura 4.10: Representacion de cada tipo de lente

4El foco, o punto focal, es el punto que dista f de la lente y estd sobre el eje éptico.
Obsérvese que, en realidad, existen dos puntos focales, uno delante y otro detras de la lente.

50bsérvese que, por el principio de reversibilidad de los rayos de luz, ambos casos dicen
esencialmente lo mismo.

6Puedes querer ver las figuras 4.11 y 4.12 para visualizar estas propiedades.

7El plano focal es la recta perpendicular al eje éptico que pasa por el punto focal.
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Lente delgada convergente. Lente delgada convergente.

Figura 4.11: Propiedad 1 - Lentes convergentes
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Lente delgada divergente. Lente delgada divergente.

Figura 4.12: Propiedad 1 - Lentes divergentes

A 4
(6] (6]
v A
Lente delgada convergente. Lente delgada divergente.

Figura 4.13: Propiedad 2



272 CAPITULO 4. TELESCOPIOS Y DETECTORES

Foco
secundario
objeto

Plano focal objeto

Foco
secundario
imagem

i

Plano focal imagem

Figura 4.14: Propiedad 3 - Lentes convergentes

Foco
secundario
imagem .

: y

Plano focal imagem

! Foco
secundario
objeto

Plano focal objeto

Figura 4.15: Propiedad 3 - Lentes divergentes

Aplicaciones

Como veremos en la seccidn 4.4, los telescopios refractores utilizan dos lentes
en su construccién. Uno es el modelo Kepleriano, que utiliza dos lentes conver-
gentes, y el otro es el Galileano, que utiliza una convergente y una divergente.
Examinemos el modelo Kepleriano:
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lente objetiva

lente ocular

Raios de luz
vindos da estrela

Figura 4.16: Telescopio refractor kepleriano

Obsérvese:

1. Rayos de luz paralelos entre si provenientes de la estrella pasan por la
lente objetiva y convergen en un tnico punto que dista fo; de la lente.
Eso ocurre debido a la propiedad 3;

2. Rayos de luz provenientes de un tnico punto que dista f,., de la lente
ocular pasan por la lente ocular y salen paralelos entre si. Esto también
ocurre por la tercera propiedad de las lentes.

Analizaremos la formacién de imdgenes por telescopios con més calma en la
préxima seccién.

4.2.3 Espejos Esféricos

Los tltimos elementos 6pticos que estudiaremos son los espejos esféricos®.
Funcionan de manera muy similar a las lentes, excepto que los rayos de luz son
reflejados en lugar de refractados. Para producirlos, es necesario realizar un
corte en una esfera reflectante, cuyo radio R se denomina radio de curvatura.
Asi como distinguimos lentes convergentes de divergentes, los espejos esféricos
pueden ser concavos 0 Convexos.

8En realidad, las propiedades que trataremos solo funcionan para espejos parabdlicos,
pero tienen un costo muy elevado; por ello es comin usar espejos esféricos, que funcionan de
manera parecida.
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.- -~

Eixo
principal

Vértice

Figura 4.17: Corte de una esfera

Representacao de um espelho esférico cdncavo.

Figura 4.18: Espejo céncavo

Representacao de um espelho esférico convexo.

Figura 4.19: Espejo convexo

Formacion de imagenes
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Los espejos esféricos también poseen una distancia focal f asociada”. Nos
interesan tres propiedades de estos objetos, andlogas a las vistas para las lentes
y representadas en las figuras 4.20, 4.21 y 4.2219.

A
v

Figura 4.20: Propiedad 1 - espejo céncavo
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Figura 4.21: Propiedad 1 - espejo convexo

A

Figura 4.22: Propiedad 2

Aplicaciones

Una utilidad de los espejos esféricos en telescopios es disminuir el tamano ne-
cesario del tubo, ya que hacen que una misma seccién del telescopio pueda ser
atravesada por un rayo de luz dos o mas veces. En la figura 4.23, que es la
misma que 4.7, puedes observar los espejos esféricos rayados en rojo.

R
9Giendo R el radio de curvatura del espejo utilizado, f 2 —

10E] anélogo de la propiedad 3 posee una geometria un poco confusa y, como no cae en
cuestiones de astronomia, no fue representado.
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T T 1/ /2]

espelhos esféricos

Figura 4.23: Espejos esféricos en telescopios

4.3 Formacion de imagenes

Es posible que el proceso de formacién de la imagen en telescopios atin no
esté muy claro, por eso realizaremos una analogia con un objeto mucho més
palpable: una lupa. Nuevamente, consideremos un telescopio refractor kepleri-
ano, es decir, con dos lentes convergentes.

Sabemos que una lupa consiste en una lente convergente que hace que los
objetos se vean mds grandes cuando se miran a través de ella. Sin embargo,
eso solo sucede si la distancia entre el objeto y la lupa es cercana a la distancia
focal de esa lente; de lo contrario, la imagen queda borrosa. Si tienes una lupa,
colécala muy proxima a tu ojo para visualizar este fenémeno.

Além da

distancia focal

Préximo da
distincia focal

Figura 4.24: Viendo a través de una lupa

Teniendo esto en mente, ;qué sucederia si mirdramos a la Luna a través de
una lupa? Como su distancia focal es miles de millones de veces menor que la
distancia Tierra-Luna, verfamos una mancha borrosa. Pero, ;existe una ma-
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nera de “acercar la Luna a nosotros”? La respuesta es si: esa es la funcién de
la lente objetiva. Analicemos paso a paso cémo es posible ver la Luna a través
de un telescopio'?.

1 - Situacién

Tenemos a un observador utilizando un telescopio refractor kepleriano (dos
lentes convergentes) para observar la Luna. Por simplicidad, consideremos que
la parte inferior de la Luna pasa por el eje éptico del telescopio'?. Ahora, dos
rayos de luz provenientes de la parte superior de la Luna (que surgieron en el
Sol y se reflejaron en la Luna) se dirigen hacia la Tierra:

Figura 4.25: Rayos de luz provenientes de la Luna

2 - Rayos pasando por la lente objetiva

. Qué sucede con esos rayos de luz? Como la Luna estd muy distante de la
Tierra, llegan esencialmente paralelos entre si. De este modo, convergerdn en
un punto que dista fop; de la lente objetiva (rayos paralelos entre si convergen en
el plano focal), formando la imagen de la regién mds alta de la Luna. Realizando
el mismo proceso para el resto del cuerpo celeste, se forma la siguiente imagen:

11 Créditos: Khan Academy India.
12No es necesario, pero facilita la comprensién.
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Figura 4.26: La objetiva formando una imagen de la Luna

3 - Insertando la lente ocular

Obsérvese que la lente objetiva efectivamente “trajo” la Luna cerca de nosotros.
Ahora, basta con colocar la “lupa”, representada por la lente ocular, a una
distancia f,., de la imagen de la Luna formada por la objetiva. Tenemos:

Figura 4.27: Ocular

4 - Imagen final

Si la distancia entre la imagen de la Luna y la ocular es exactamente f,.,,
los rayos que pasan por la ocular salen paralelos entre si, no formandose una
imagen. Sin embargo, en la practica, es imposible disponer el telescopio en
esa situacion extremadamente especifica, y la pequena diferencia hace que la
imagen final vista por el observador se forme:
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Imagem final

Figura 4.28: Imagen final

5 - Tamano de la imagen

A priori, puede parecer que cuanto menor sea la distancia entre los planos
focales de las lentes objetiva y ocular, més alineados estaran los rayos que
pasan por la ocular y, en consecuencia, mayor serd la imagen. Sin embargo,
aqui entra un aspecto esencial en toda la 6ptica: lo que delimita el “tamano
observado” de una imagen es el angulo que comprende cuando se ve desde el
observador, y no su dimension. Por ejemplo, sabemos que la Luna posee miles
de km de diametro, pero la distancia Tierra-Luna es tan grande que el dngulo
que comprende cuando se ve a simple vista es relativamente pequenio (= 0,5°).
De manera andloga, cuanto menor sea la diferencia previamente citada, mayor
serd el tamano fisico de la imagen, pero su distancia hasta el observador también
aumenta, haciendo que el angulo comprendido por la imagen final de la Luna
sea practicamente constante. La imagen de abajo muestra el tamano angular
de la Luna vista a simple vista (6p) y a través del telescopio (6;):

0 : b;

Figura 4.29: Tamano angular de la imagen de la Luna
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4.4 Tipos de telescopios

En esta seccién, estudiaremos los diversos tipos de telescopios que se utilizan
en astronomia, con énfasis en sus beneficios, problemas y mecanismos.

4.4.1 Telescopios Refractores

El primer telescopio patentado esta registrado a nombre del holandés Hans
Lippershey (1570-1619), pero su uso era exclusivamente militar. El primer
estudioso que utilizé este equipo para observar el cielo fue Galileo Galilei, quien
construyé su propio modelo, el telescopio galileano, con una lente objetiva
convexa y una lente ocular céncava. Con él, Galileo fue capaz de observar
las fases de Venus, los anillos de Saturno, las manchas solares y los cuatro
satélites mayores de Jupiter. La imagen de abajo ilustra el mecanismo de este
telescopio!®. Obsérvese que los rayos de luz 1, 2 y 3 estdn uno encima del otro
antes y después de pasar por el telescopio, i.e., la imagen formada no esta
invertida.

/ = Plano:focal

,f obj ; «\.‘2’
«—
If ocu‘

Figura 4.30: Telescopio galileano

Algunos afios después, Johannes Kepler (1571-1630) propuso un telescopio
que trajo algunas mejoras en comparacién con el modelo de Galileo. Conocido
como telescopio kepleriano, sus lentes objetiva y ocular son convergentes.
Ademsds de ser mas facil construir lentes de este tipo que lentes divergentes,
este telescopio permitia un aumento mayor. Obsérvese en la figura de abajo
que el orden de los rayos de luz se invierte tras pasar por el telescopio, lo que
hace que la imagen formada quede invertida. Eso imposibilita el uso de estos
telescopios para fines militares, por ejemplo.

13En la préctica, los rayos de luz van al ojo del observador.
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Figura 4.31: Telescopio kepleriano

Sin embargo, los telescopios refractores tienen algunos problemas. Uno de
ellos es la presencia de aberraciones crométicas'*, que hace que la imagen tenga
una fuerte distincién entre colores, especialmente el azul y el rojo. Ademads, la
lente absorbe parte de la luz incidente en el telescopio. Para corregir esto, es
necesario construir telescopios de aberturas mayores, pero esto eventualmente se
vuelve un enorme obstaculo desde un punto de vista practico. Como referencia,
el telescopio refractor més grande jamés construido es el telescopio de Yerkes,
que posee cerca de 1 m de apertura y pesa alrededor de 20 toneladas.

Figura 4.32: Telescopio de Yerkes

4.4.2 Telescopios Reflectores

El inglés Tsaac Newton (1643-1727) también desarrolld su propio modelo, el
telescopio newtoniano. En lugar de lentes, utilizé dos espejos para redirigir

148e discutirdn en la seccién 4.10.



282 CAPITULO 4. TELESCOPIOS Y DETECTORES

la luz, el primario (esférico) y el secundario (plano).

I .

Figura 4.33: Telescopio newtoniano

Como la ocular queda en el lateral, el peso se desbalancea. En telescopios
pequenos, esto no causa grandes problemas, pero los equipos grandes se ven
muy afectados.

Con el fin de solucionar esa asimetria, surgio el telescopio Cassegrain.
Su principal diferencia con relacién al modelo newtoniano es la presencia de
un espejo secundario convexo, y no plano. Ademads de que la imagen se forma
detras del equipo, la distribucién de peso es simétrica.

Figura 4.34: Telescopio Cassegrain

Otro modelo reflector es el telescopio de foco Coudé, que combina ele-
mentos de los telescopios newtoniano y Cassegrain. Utiliza un espejo primario
y uno secundario del mismo modo que el Cassegrain, pero se coloca un espejo
plano para dirigir la luz hacia el lateral del equipo, donde hay un ambiente sepa-
rado (sala Coudé) en el que se realiza el anlisis de la informacién. Actualmente,
este es el principal modelo utilizado por telescopios de gran porte.
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Figura 4.35: Telescopio de foco Coudé

El uso de espejos en lugar de lentes posee diversas ventajas, como eliminar
las aberraciones cromaticas, tener un proceso de produccién maés barato, ser
mas simple de instalar y disminuir la pérdida de intensidad de luz por los
componentes'®. Sin embargo, existe la presencia de aberraciones esféricas.
Para hacer que rayos paralelos se redirijan a un inico punto, es necesario utilizar
un espejo parabdlico, pero su alto costo de producciéon hace que la mayoria de
los telescopios reflectores utilicen espejos esféricos, que estan sujetos a este tipo
de aberracién.

4.4.3 Telescopios Compuestos o Catadioptricos

Mientras que los telescopios refractores utilizan solo lentes y los reflectores
solo espejos, los catadidptricos usan una combinacién de ambos, generalmente
para corregir aberraciones. El telescopio Schmidt-Cassegrain posee una
placa correctora Schmidt ubicada en la entrada del equipo con el propésito de
corregir la aberracion esférica del espejo primario.

Figura 4.36: Telescopio Schmidt-Cassegrain

15En telescopios refractores, el material de la lente absorbe una fraccién de la luz. En
telescopios reflectores, los espejos no logran reflejar el 100% de la luz incidente.
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Sin embargo, la placa correctora Schmidt es dificil de producir. Asi, un
modelo alternativo es el telescopio Maksutov-Cassegrain, que utiliza un
corrector en forma de menisco para crear una aberracién esférica inversa, anu-

lando la aberracién del espejo primario.

Figura 4.37: Telescopio Maksutov-Cassegrain

4.4.4 Radiotelescopios

Los modelos presentados hasta ahora se utilizan para observaciones en la
franja del visible, pero mucha informacién solo puede obtenerse observando en
otras longitudes de onda. Desafortunadamente, no podemos construir telesco-
pios que abarquen todo el espectro electromagnético, pues la atmosfera absorbe
gran parte de é1'6, pero, mirando el grafico de abajo, percibimos una excepcién:

Opaqueness

100 %

50 %

0%
0.1nm 1nm 10nm 100nm Ipm  10um 1200pm Imm 1cm 10cm Im  10m 100m Tkm
Wavelength

Figura 4.38: Porcentaje de radiacién absorbida por la atmdsfera terrestre a lo
largo del espectro electromagnético

16Discutiremos esto en la seccién 4.10.3.
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La atmdsfera es transparente en la banda de radio (10 MHz a 1 THz), lo que
hace que esta regién sea especialmente 1til para los astréonomos. En el espectro
visible, los fotones tienen A ~ 550 nm, mientras que las longitudes de onda en
la banda de radio son del orden de metros. Longitudes de onda mayores son
menos absorbidas por el polvo del medio interestelar, pero es necesario utilizar
antenas con didmetros de algunos kilémetros para obtener resoluciones compa-
rables a las de telescopios 6pticos'”, lo que es (claramente) inviable. La solucién
es utilizar una técnica conocida como interferometria, en la que una red de
diversos radiotelescopios funciona como si fueran una sola gran antena.

Analicemos dos radiotelescopios separados por una distancia d comparable
a la longitud de onda de la luz en cuestion detectando ondas de radio emitidas
por una fuente muy distante, en una direccién . El frente de onda alcanza los
detectores en tiempos diferentes, pues existe una diferencia de camino AS entre
los rayos.

zénite "/ /
| , raios de luz /

\‘x_freme de onda

Diferenga de caminho

Figura 4.39: Geometria de la interferometria

AS
Por la figura, notamos que senf = 5 luego uno de los radiotelescopios

tendra un retraso de captacién igual a:

B ﬁ __ dsenf

T
g C Cc

Donde c es la velocidad de propagacion de las ondas electromagnéticas en el
vacio (incluyendo la luz). Esta diferencia permite que las observaciones de un
objeto distante realizadas simultdaneamente por muchos radiotelescopios puedan
combinarse, emulando un telescopio con un didmetro igual a la maxima sepa-
racién entre los radiotelescopios'®. En la imagen 4.40 observamos un ejemplo.

17Exploraremos esto en la seccién 4.7
18E] porqué de esto estd relacionado con conceptos bésicos de éptica fisica, que no seran
abordados en este libro.
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Figura 4.40: Atacama Large Millimeter Array, localizado en Chile

4.5 Monturas y Accesorios

En la seccién anterior, estudiamos solo el tubo de los telescopios, pero es
necesario utilizar algunos elementos adicionales para realizar efectivamente ob-
servaciones con ellos, que veremos a continuacién.

Las monturas son equipos utilizados para soportar el peso y estabilizar el
telescopio. Como analogia, la montura estd para el telescopio asi como un
tripode estd para una camara. Es importante resaltar que una tnica montura
puede utilizarse para varios modelos de telescopio (asi como un tripode puede
sostener varios tipos de cdmara), y un modelo de telescopio puede utilizarse en
diversos tipos de monturas. Aunque existan excepciones, es importante tratar
monturas y telescopios como equipos separados.

4.5.1 Montura Altazimutal

La montura altazimutal posee dos movimientos: el ajuste de la altura (mo-
vimiento vertical) y el cambio del azimut (movimiento horizontal). Como son
movimientos simples, esta montura posee una manipulaciéon facil y general-
mente es utilizada por astrénomos principiantes. Sin embargo, la base impide
que el telescopio quede completamente vertical, por lo que no es posible obser-
var objetos préximos al cénit, i.e., la region directamente sobre el observador
es un “punto ciego” de la montura.

Figura 4.41: Movimientos de la montura altazimutal



4.5. MONTURAS Y ACCESORIOS 287

La montura altazimutal més utilizada es la montura dobsoniana. Este
equipo es de bajo costo, facil uso, generalmente viene acoplado a un telescopio
newtoniano y su base queda en el propio suelo.

Figura 4.42: Montura dobsoniana

4.5.2 Montura Ecuatorial

Mientras que las monturas altazimutales se mueven de acuerdo con la al-
tura y el azimut, la montura ecuatorial estd relacionada con variaciones de
declinacién y ascensién recta. Asi, es comun alinear el telescopio con el polo
visible para posibilitar esta calibracién.

Cuando observamos los astros a simple vista, parecen estar quietos, pero sa-
bemos que poseen un movimiento aparente debido a la rotacién de la Tierra'®.
Al utilizar equipos con grandes aumentos, ese movimiento aparente se vuelve
muy perceptible, y asi surge un problema: si un astro sale del campo de visién
del aparato en algunos segundos o minutos, ;cémo podemos analizarlo durante
un largo periodo? La solucién es hacer que el telescopio acompaiie la rotacién
de la Tierra mediante motores acoplados. Estos modelos son caracteristicos de
las monturas ecuatoriales.

Montura de horquilla

En esta montura, el telescopio queda acoplado a uno o dos brazos y hay un
motor para acompanar el movimiento de los astros. Por ser muy simple, es muy
utilizada por astrénomos aficionados. Ademads, también es posible utilizarla
como una montura altazimutal apagando el motor.

19Estudiaremos esto con més calma en el préximo capitulo.



288 CAPITULO 4. TELESCOPIOS Y DETECTORES

Figura 4.43: Montura de horquilla

Montura alemana/germanica

También conocida como GEM, esta montura ecuatorial posee dos ejes per-
pendiculares entre si en un formato de T, en el que la “cabeza” de la T esta
alineada con el eje de rotacién de la Tierra. Hay un contrapeso para balancear
el equipo.

Figura 4.44: Eje polar (1) y eje de ajuste de la declinacién (2)

Montura de chasis

En esta montura, dos barras paralelas sostienen el telescopio y hay motores
en las puntas para girar la gran estructura con el fin de acompanar la rotacién
de la Tierra. Es una montura compleja y cara, utilizada casi exclusivamente
por grandes observatorios.
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Figura 4.45: Montura de chasis

4.5.3 Accesorios

Ademis de las monturas, existen diversos accesorios utilizados para facilitar
el uso de telescopios, que estudiaremos a continuacién.

Buscadora

Cuando se utilizan equipos de gran aumento para observar objetos poco
brillantes, encontrarlos se vuelve un gran desafio, ya que el campo de vision del
telescopio es muy reducido. Como forma de resolver esto, la buscadora apunta
a la misma direccién del tubo y posee un aumento menor, por lo que basta
con encontrar el objeto a través de ella y luego realizar un pequeno ajuste para
insertarlo en el campo de visién del telescopio.

Figura 4.46: Telescopio con buscadora

Lente Barlow

Las lentes Barlow se utilizan para aumentar el aumento de un telescopio.
Son lentes divergentes insertadas cerca de la ocular y se clasifican por el au-
mento que proporcionan. Por ejemplo, una Barlow 3x triplica el aumento de
un telescopio, aunque, claro, hay una pérdida de detalles.
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Filtros

Colocados cerca de la lente ocular, los filtros impiden el paso de ciertas
longitudes de onda de la luz. Existen diversos modelos de filtros, como los filtros
de luna llena, que disminuyen su brillo para realzar los detalles, filtros para
observacion del Sol, filtros para planetas especificos, filtros de contaminacién
luminica que disminuyen la interferencia de luces artificiales en la observacion,
entre otros.

4.5.4 CCD’s

En astronomia, ademdas de observar objetos astronémicos, necesitamos re-
gistrar lo obtenido de la manera méas objetiva posible. Antiguamente, estos
registros se realizaban por medio de dibujos y pinturas, pero no es muy efici-
ente depender de humanos para ello. Actualmente, el equipo mas utilizado para
registrar la informacién recolectada se llama Charge Coupled Devices, el CCD.

Figura 4.47: Conjunto de CCD'’s del satélite Kepler

Cuando un electrén absorbe un fotén, se excita a un nivel energético mayor,
generando una sefial. Asi, es posible analizar la cantidad de senales en cada
pixel de un CCD para recrear la imagen digitalmente.
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Figura 4.48: Formacién de la imagen en un CCD
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4.6 Ganancia y Magnitud Limite

Cuando observamos estrellas a simple vista, recibimos solo los fotones que
entran por nuestras pupilas. Por otro lado, con un telescopio, el area de reco-
leccién es mucho mayor que el area de una pupila humana, y por eso es posible
observar estrellas menos brillantes. En esta seccién, estudiaremos este efecto.

4.6.1 Ganancia

Como el flujo de una estrella en la Tierra es esencialmente constante, la
cantidad de fotones emitidos por ese astro que son recolectados por un telescopio
es proporcional a su area colectora. De este modo, telescopios de grandes
dreas colectoras posibilitan la observacién de fuentes débiles, que muchas veces
serian invisibles a simple vista. El concepto que compara el poder de captacién
de luz entre dos telescopios de aberturas D y d es la ganancia J, cuyo valor

es:
D 2
J—<d)

Las aberturas se elevan al cuadrado porque nos interesa la razon de las areas

colectoras de los telescopios. Por ejemplo, el telescopio de apertura D posee
2

‘ ™ .
rea colectora A = —— que es proporcional a D?.
4 )

Un concepto relacionado con la ganancia es el tiempo de integracidn,
que es el tiempo que un telescopio debe permanecer expuesto a un astro para
observarlo. Como ya discutimos, ese valor es inversamente proporcional al area
de un telescopio, i.e., un telescopio de drea N veces mayor que otro recibird N
veces més fotones y, por lo tanto, tendrd un tiempo de integracién 1/N veces
menor.

Ejemplo 1

(P1 Online 2021) Para detectar una estrella particular usando uno de los
telescopios SMARTS de 1,0 metro en Cerro Tololo, en Chile, se necesita un
tiempo de exposiciéon de 16 minutos. Usando el mismo sensor, jcudl es el
tiempo minimo de exposicién necesario para ser capaz de detectar la misma
estrella usando el telescopio BLANCO de 4,0 metros, también en Cerro Tololo?

Solucion

A partir de las aberturas individuales, podemos calcular la ganancia:

NOROR
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Asi, el telescopio BLANCO recolecta 16 veces més fotones que el SMARTS,
y por lo tanto su tiempo de exposicién serd 16 veces menor, i.e., 1 minuto.

4.6.2 Magnitud Limite

Como el area de un telescopio es mayor que el drea de la pupila humana, es
posible observar estrellas de magnitudes mayores a través de su uso. Vamos a
encontrar el valor de la magnitud maxima my;,,, que un astro puede tener para
ser observado a través de un telescopio.

Sin ningun tipo de equipo adicional, consideremos que el flujo minimo que
una estrella puede tener para ser observada a simple vista es Fo,nin. La presencia
de un telescopio hace que sea posible observar estrellas con un flujo minimo
Fipin, pero eso no altera el hecho de que el ojo humano estd limitado por el
flujo Fomin- La clave es que el telescopio concentra la luz del astro en un drea
menor (pupila), haciendo que el flujo medido por el observador sea Fonin-

1 H 1 >
universo >
>
I Omin
telescopio
— , >
) universo - b - — >
, i >
< e F{)m'm
F tmin
(< E]in:in)
Figura 4.49: Magnitud limite
Reforzando:

o Fymin: flujo de la estrella menos brillante que puede verse a simple vista.
Esta estrella posee magnitud mype

® Fimin: flujo de la estrella menos brillante que puede verse con un telesco-
pio. Esta estrella posee magnitud my;,

Asi, podemos relacionar estos valores mediante la ecuaciéon de Pogson:

thin

Miim — Molho = 7275 IOg I
Omin
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Ft7nin

Ahora, queremos encontrar la razén como funcién de la abertura D

Ormi

del telescopio y del didmetro Dy, de la Sﬁgila. Obsérvese que toda la luz

incidente en el telescopio es redirigida a la pupila, luego la potencia (unidad

watt) P es la misma en el telescopio y en la pupila. Como P = F'- A, tenemos:
P = Ft7nin ' At = FOmin ' Apup

D? nD?,
ComoAt:WTyApup: Pup

thin _ Apup — Dpup ?
FOmin At D

Asi, podemos reescribir la ecuaciéon de Pogson como:

D 2 D
Miim — Molho = —2,5log (pD“p) = —5log (#)

Donde utilizamos la propiedad logz™ = n - log z.

, tenemos:

Ahora, el ultimo paso es sustituir los valores de moiho ¥ Dpup. Consideremos:
® Molho = Gmag
o Dyyp = 6mm

Ten cuidado, pues es comun utilizar otros valores para estas magnitudes.
En esos casos, es necesario realizar las debidas adaptaciones. Tenemos:

6
Myim = 6 — Hlog (D(]:;))

Como log T log x — log y, podemos reescribir:

Myim = 6 — 51og 6 + 5log D(mm)
Usando log 6 ~ 0,778, podemos llegar a la respuesta final:

M ~ 2,1 + 51og D(mm) |

Vale resaltar que la unidad de D utilizada en esta expresion debe ser milimetros.
Por ejemplo, la magnitud limite de un telescopio de D = 15cm es mym, =
2,1+ 5log 150 = 13.

Ejemplo 2

Dos estudiantes poseen magnitudes limite de 6 cuando observan el cielo a
simple vista. Sabiendo que sus pupilas poseen didmetros 6 mm y 7mm, cal-
cule la diferencia entre las magnitudes limite que podréan ver a través de un
telescopio.
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Solucion

Podemos calcular las magnitudes limite mg y m7 mediante la ecuacion:

Dy,
Miim — Molho = _510g (ZPSP)

Para el alumno de D, = 6 mm:

me = (Moiho + 5log D(mm)) — 5log 6

Ya para D,,, = 7mm, tenemos:

mz = (Moiho + 5log D(mm)) — 5log 7

Asi, la diferencia sera:

7
me —my = 5(log 7 — log 6) = 510g6 :

4.7 Resolucion Angular

De acuerdo con la dualidad onda-particula, la luz puede comportarse tanto
como particula (fotén) como como onda. Como veremos a continuacidn, el
caracter ondulatorio de la luz puede limitar la observacién con un telescopio.

4.7.1 Difraccion de la Luz

La difraccién se caracteriza por el “esparcimiento” de una onda al encontrar
un obstaculo. Por ejemplo, al pasar por una rendija simple (lineal), la luz
forma un patrén de intensidad muy especifico en una pantalla, representado en
la imagen de abajo.

Figura 4.50: Difraccién de la luz a través de una rendija simple



4.7. RESOLUCION ANGULAR 295

Por otro lado, cuando la rendija tiene formato circular, el patrén de inten-
sidad en la pantalla se asemeja a diversos anillos de radios variables. El disco
de mayor intensidad en el centro de la distribucién se llama disco de Airy.

Figura 4.51: Difraccién de la luz a través de una abertura circular

Cuando la luz de una estrella pasa por un telescopio, el fenémeno de la
difraccién influye en la formacion de la imagen final. Especificamente, si dos
fuentes con una baja distancia angular entre si son observadas por un teles-
copio, es posible que la difraccién haga que sea imposible distinguirlas en la
imagen final. Esto también ocurre cuando observamos los dos faros de un coche
distante, en los que parecen ser una unica fuente de luz.

4.7.2 Criterio de Rayleigh

La situacién limite en la que es imposible distinguir dos fuentes cercanas
no estd muy bien definida. Sin embargo, es usual considerar que esto ocurre
cuando el centro del disco de Airy de una fuente estd superpuesto al primer
minimo de la otra fuente, tal como puede observarse en la imagen de abajo.
Esta condiciéon se llama criterio de Rayleigh.

08

061

041

0.2

.
-2 =1 0 1 2 3
Xr —

Figura 4.52: Criterio de Rayleigh
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Matematicamente, el criterio de Rayleigh dice que la menor separacién an-
gular 6,,;, entre dos fuentes para que sea posible distinguirlas es:

A
Omin = 1,225
sen D

Donde X es la longitud de onda de la luz involucrada y D es el didmetro del
telescopio. Ademads, para 0, < 1, senb,,in = Omin, €s decir:

A

Omin|rad] = 1,225

Una consecuencia del criterio de Rayleigh es la gran abertura que los radi-
otelescopios deben poseer para que sus resoluciones angulares sean bajas. Esto
ocurre porque las ondas de radio poseen longitudes de onda del orden de metros.

Ejemplo 3
Para un radiotelescopio que utiliza A = 5mm, ;cuantas veces su abertura

necesita ser mayor que la de un telescopio éptico para que sus poderes de
resolucién sean iguales? Considere la longitud de onda del visible como 550 nm.

Solucion

Igualando el criterio de Rayleigh para ambos equipos:

Ar Ao
1,220 =122
"D, D,

Dividiendo ambos lados por 1,22:

Donde los indices ‘r’ y ‘0’ representan el radiotelescopio y el telescopio 6ptico,
respectivamente. El enunciado informé que A, = 5mm y que A, = 550 nm.
Sustituyendo en la ecuacion:

D,  5-10%m

D,  550-10—%m

Realizando la cuenta:

B ~[9000]

o
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4.8 Caracteristicas Fisicas

Asi como las piezas de un telescopio poseen magnitudes que las diferencian
unas de otras, como el didmetro o la distancia focal de la objetiva, los telesco-
pios también pueden distinguirse entre si. Veamos algunas de las magnitudes
asociadas a esto.

4.8.1 Distancia Focal

En general, los telescopios épticos no son mas que una asociacién de lentes
y/o espejos con el objetivo de redirigir la luz. Sabemos que cada uno de estos
componentes posee una distancia focal que mide el grado de “redirigimiento”
de la luz. Por ejemplo, en un telescopio refractor, la distancia focal de la lente
primaria se llama distancia focal de la objetiva, fo;. Analogamente, la distancia
focal de la lente ocular es f,.,. Sin embargo, también es comin decir que un
telescopio posee una determinada distancia focal f. El significado fisico de
esta magnitud varia entre cada modelo. No obstante, existen dos casos clasicos
en los que f y la distancia focal del espejo o lente primaria son idénticos. Ellos
son:

o Telescopios refractores galileano y kepleriano (f = fop;)

e Telescopio reflector newtoniano (f = distancia focal del espejo primario)

4.8.2 Aumento

Otra caracteristica importante de un telescopio es su aumento, también
llamado aumento angular o magnificacién. Compara el angulo que comprende
un objeto visto a simple vista y a través de un telescopio. En la notacién de la
figura 4.29, tenemos:

0;

A=—
0o

Obsérvese que la funcién de un telescopio es aumentar el tamano aparente
de un objeto, i.e., 8; > 6y. Asi, A > 1 para telescopios bien construidos. El
aumento puede escribirse en términos de las distancias focales del telescopio y

de la ocular mediante la siguiente relacién®°:
A f
fOC’LL
. bj .
Para los casos vistos en 4.8.1, A = j:o—] Ahora, deduzcamos esta expresién
ocu

para un telescopio refractor kepleriano:

20v/4lida solo para g, 0; < 1
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Ejemplo 4

En un telescopio refractor kepleriano, halle una relaciéon general entre 6y,

0, b ) B

0i, fobj ¥ focu Yy muestre que 0—2 = Jobs cuando los dngulos en cuestién son
- 0 f ocu

pequenos.

Solucion

Como vimos en la seccién 4.3, podemos representar la situacién mediante el
siguiente dibujo:

0 \‘\ // '
///\ /

Figura 4.53: Diagrama de rayos

Obsérvese que elegimos dos rayos de luz muy especiales, puesto que ambos

pasan por los centros 6pticos de las lentes?!. Esto hace que se forme el siguiente
triangulo:

21Es muy comiin utilizar estos rayos en Gptica.
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—— e

o T - J' 0;
— h — 61

Figura 4.54: Tridngulo

Asi, tenemos las siguientes relaciones:

h
tanfy =
fobj
y
h
tan6; =
focu
Dividiendo estas ecuaciones:
tan 6; _ fobj
tan 90 focu

Que es la relacién general solicitada. Ahora, sabemos que tanz ~ z [rad]
para x < 1. Asi, para 0y y 6; pequenos:

& ~ fobj
80 focu

Notese que 6; y 6y no necesitan estar en radianes. Como solo nos importa
la razon entre ellos, basta con que sus unidades sean idénticas (p. ej. grados,
segundos de arco, etc.).

Un aumento mayor no necesariamente significa una imagen final mejor. Para
entender por qué, considere dos telescopios de oculares idénticas cuyas lentes
objetivas poseen didmetros iguales, es decir, reciben la misma cantidad de luz.
En el telescopio de mayor aumento, la luz tendra que distribuirse en un dngulo
solido mayor, haciendo que la imagen quede més oscura. La imagen de abajo
ilustra este fenémeno.
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Figura 4.55: Saturno observado con diferentes valores de magnificaciéon

Otra relacién importante relacionada con el aumento es la relacién entre el
campo de visién de un telescopio (Ct) y el de su ocular (Cohey,). Sabemos que
el campo de visién es el angulo que representa cuanto cielo puedes observar de
una sola vez. Asi, supongamos que los dngulos en la imagen 4.29 estdn en la
situacién “limite” de observacién del telescopio, es decir:

Oocu
f; = —2v
2
y
C
0o = ?’f

Figura 4.56: Las dos imégenes se tomaron con aumentos idénticos, pero con
campos de visién de la lente ocular diferentes
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4.8.3 Relacién (Razén) Focal

Otra magnitud asociada a un telescopio es su relacién focal R?2. Su valor
es la razén entre la distancia focal del telescopio (f) y el didmetro de su objetiva
(D), es decir:

Y
k=5

La relacién focal se representa como [f/F]. Por ejemplo, un telescopio f/10
posee una relacién focal igual a 10.

Ahora, analicemos qué valores de relacion focal son ideales para cada tipo
de observacion. En general, queremos una imagen grande y brillante, asi que
tenemos los siguientes factores:

e Imagen grande — aumento grande — disminucién del brillo

e Imagen brillante — didmetro de la objetiva grande

Como un aumento grande estd asociado a una distancia focal grande, uti-
lizamos telescopios de altas relaciones focales (D pequeno y A grande) para
observar objetos muy brillantes (como planetas y la Luna), ya que podemos
utilizar un aumento grande sin una gran pérdida de brillo. Por otro lado, ob-
jetos poco brillantes (como DSQO’s) suelen observarse con telescopios de bajas
relaciones focales (D grande y A pequeio) para garantizar la mayor cantidad
de brillo posible.

4.8.4 Salida de Pupila

Para maximizar el brillo de un objeto, toda la luz incidente en un telescopio
debe redirigirse a la pupila del observador. La salida de pupila cuantifica esta
relacion y dice que:

D

pup — A

D

Donde D,,,;, es el didmetro de la pupila del observador, que generalmente
es de 6 o 7 milimetros, y D es el didmetro de la objetiva. Deducciéon para un
telescopio refractor kepleriano:

22También puede representarse por la letra F.
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A Plano focal

Diametro da pupila

> t—>

f obj f ocu

F

Figura 4.57: Salida de pupila

Obsérvese que los tridngulos AABP y ADCP son semejantes, es decir:

D CD
fobj focu

Ahora, podemos relacionar Dy, con C'D mediante el siguiente triangulo:

C 0
"“___’—4
8;
D, pup
D

Figura 4.58: Relacionando Dy, y CD

Obsérvese:

D pup

cosb; = oD

Juntando estas expresiones:

D cosb; _ fobj

= = A
Dpup focu
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Como 0; < 1 = cosl; ~ 1, llegamos a la relacién deseada:

D
Dpup = —

A

4.8.5 Eficiencia Cuantica

En un CCD, cada fot6n detectado se convierte en una sefial (electrén). Sin
embargo, no todos los fotones incidentes serdan efectivamente detectados. Para

cuantificar este proceso, utilizamos el concepto de eficiencia cuantica, que se
da por:

Q o Ndetectados
e

Nincidentes

Donde N es el nimero de fotones. Ademads, cabe resaltar que Q). depende
de la longitud de onda de la luz en cuestién.

4.8.6 Longitud

La longitud de los telescopios refractores L es la distancia entre la lente ob-

jetiva y la ocular. Asi, hallemos expresiones de L para los modelos kepleriano
y galileano.

Telescopio refractor kepleriano

Plano;focal

——

>

f obj f ocu

Figura 4.59: Longitud del telescopio kepleriano

Por la imagen, se percibe que:

‘LK = fobj +focu

Telescopio refractor galileano
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J Plano:focal

N
Jobj \

«—
| focu'

Figura 4.60: Longitud del telescopio galileano

Obsérvese que la distancia entre el plano focal y la ocular es | fye,|. Como la
ocular en un telescopio galileano es una lente divergente, focy, < 0 = |focu| =
— focu, ya que |z| = —x para x < 0. Asi, tenemos:

‘LG = .fobj - |focu| - fobj +focu
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4.9 Escala de Placa

En la seccién 4.2, estudiamos cualitativamente los mecanismos que posibi-
litan la formacién de imagenes en telescopios. Ahora, dando continuidad al
enfoque cualitativo visto en las 1ltimas secciones, estudiaremos la escala de
placa de un telescopio.

4.9.1 Definicién

Cuando analizamos el cielo, es mucho méas conveniente describir las posi-
ciones de los objetos celestes a partir de dngulos?® en lugar de distancias, ya
que ellos, excepto los cuerpos del Sistema Solar, estdn tan distantes que las
distancias absolutas dificilmente poseen un significado profundo. Por ejemplo,
para localizar una estrella, es mucho més conveniente utilizar un sistema de
coordenadas en el que puedas decir “a partir de este punto, sube 20° y gira
47° hacia el este” que un sistema cartesiano (los famosos ejes zyz) en el que
necesites especificar la distancia del astro a cada eje. De este modo, es rele-
vante poder relacionar separaciones angulares en el cielo con distancias fisicas
en el telescopio, y ese es el papel de la escala de placa. Un ejemplo muy comun
en cuestiones de astronomia es determinar cudntos pixeles son ocupados en un
CCD?* por un objeto celeste con didmetro angular conocido, es decir, queremos
convertir un angulo en una distancia que puede medirse con regla.

F Y
v

Figura 4.61: Escala de placa

En la figura anterior estan representados algunos rayos de luz provenientes
de un cuerpo celeste entrando en un telescopio refractor. Como estudiamos en

23Esto estd muy relacionado con el concepto de la esfera celeste, que se estudiard en el
préximo capitulo.
24Gj necesitas refrescar la memoria sobre qué es un CCD, véase la subseccién 4.5.4.
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la seccién 4.2, dado que los rayos estan paralelos entre si, se encontraran en un
tnico punto localizado en el plano focal, que dista f de la lente y es perpendi-
cular al eje 6ptico. Ademads, vimos que el rayo de luz que pasa por el centro de
la lente no sufre ningun tipo de desvio, por lo que la intersecciéon de ese rayo
con el plano focal es el punto donde todos los rayos de luz convergeran, como
se observa en la imagen.

El significado fisico asociado a la figura 4.61 puede analizarse al introducir
otra fuente de luz arbitraria muy préxima a la direccién representada por el
eje ptico, i.e., 8 ~ 0. Obsérvese que los rayos de luz de esa fuente se en-
cuentran muy proximos al eje del telescopio, es decir, s ~ 0. De este modo,
podemos tratar a 6 como la separacién angular entre las fuentes y a s como
la separacidn fisica entre sus imédgenes, que son los pardmetros que queriamos
relacionar inicialmente. Siendo f la distancia focal del telescopio, tenemos un
tridngulo rectangulo de catetos s y f y angulo 6, luego:

o =% [7=Fimd]

Que nos da la separacién angular si f y € son conocidos. Sin embargo,
(dénde aparece la escala de placa? Veamos ahora el caso especifico en que
0 < 1, es decir, la separaciéon angular es pequena:

S
— =tanf ~ 0 [rad
7 [rad]

Asi, podemos definir la escala de placa p como la razén entre la separacion
angular y la separacion fisica cuando 6 es pequeno:

Donde [p] = rad/m.

Ejemplo 5
Calcule el didmetro, en ¢m, ocupado por una galaxia de didmetro angular
3,000° cuando se proyecta en un telescopio de distancia focal 1,000m.

Solucion

Con rigor, podemos hacer:

s = ftanf = (1m) - tan(3°) = 5,241cm
Sin embargo, podriamos haber calculado primero la escala de placa y luego

usar su definicién:

1
p=—=1rad/m
7 /
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0 [rad
Como s = M y ya calculamos p, basta hallar § en radianes. Sabemos

p
que 180° = 7 rad, luego:

T ) rad

Por 1ltimo, tenemos:

0 [rad] T
= - —_ = 2
7 3 180m 5,236cm

S =

Obsérvese que el valor calculado mediante la escala de placa es un poco
diferente del resultado exacto debido a la aproximacion tan =~ 6 [rad]. Asi,
si el enunciado no menciona la escala de placa explicitamente, se recomienda
utilizar la forma con la tangente.

4.9.2 En CCD’s

Como ya se menciond, la utilizacion de la escala de placa es especialmente
relevante en problemas con CCD, tanto que existe una expresion adaptada
para estos aparatos. Como los CCD estan compuestos por pixeles, es comun
interesarnos por la cantidad de pixeles ocupados, no por la separacién fisica
directamente. De este modo, buscamos una escala de placa que nos dé la
cantidad N de pixeles ocupados en una direccién (puede interpretarse como
didmetro en pixeles) como funcién de la separacién angular 6, es decir:

0
pcep = +

N
Ahora, siendo [ el lado de un pixel del CCD, puede observarse que, dada
una separacién fisica s, la cantidad de pixeles ocupados en una direccion sera:

S
N = 7 Ademis, como los CCD generalmente se utilizan para observar objetos

cuyos valores de 6 son pequenos, es mas conveniente utilizar una expresion que
nos devuelva valores en segundos de arco en lugar de [rad]. Como 1 rad =~
206265", i.e., 0[] = O[rad] - 206265, tenemos:

_ 206265" | 0 [“]
Pccpo = 7 =N

Donde [pcep] = ' /pixel.
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Ejemplo 6

Calcule el didmetro, en pixeles, ocupado por un ciimulo globular de didmetro
angular 40,0” cuando se proyecta en un telescopio f/2,5 de didmetro 40,0cm
con un CCD acoplado que posee pixeles de lado 5um.

Solucion

Primero, calculemos la distancia focal f del telescopio mediante la relacion
focal de 2,5 y el didmetro de 40,0cm:

Rz%:szdleOcm

Como sabemos el valor del lado del pixel, podemos calcular la escala de
placa:

206265
poen = —5— -1 =1,03" /pixel

Obsérvese lo conveniente que es trabajar con este valor. Sabemos que el
ctimulo posee didmetro angular de 40,0”, luego:

N B 9 [//] B 40//
~ pcep 1,03 /pixel

= 38,8 pixel

Sin embargo, como 1 pixel es nuestro “fondo de escala”, no tiene sentido decir
que algo ocupa 0,8 pixel, por lo que la respuesta final es 39 pixel ocupados.

A pesar de que la “deduccién” de la expresién para la escala de placa se
haya realizado con un telescopio refractor, todos los calculos y definiciones pre-
sentados funcionan para cualquier tipo de telescopio, siempre que su distancia
focal f se obtenga a partir de su diametro y de la relacién focal.



4.10. FENOMENOS OPTICOS 309

4.10 Fendémenos ()pticos

Hasta ahora, estudiamos los telescopios de manera idealizada, teniendo en
cuenta solo los principios fisicos més relevantes en la trayectoria de la luz. Sin
embargo, existen otros fenémenos que deben considerarse en situaciones reales,
los cuales aprenderemos en esta seccién. Seran 4 en total, 1 relacionado con
lentes/espejos y 3 causados por la atmésfera.

4.10.1 Aberraciéon Cromatica

Dos aspectos relevantes sobre la refracciéon de la luz que no se comentaron
en la seccién 4.1.1 por estar relacionados con la naturaleza de la luz en si (éptica

fisica, no geométrica) son?°:

e La longitud de onda de la luz cambia cuando su medio de propagacién es
alterado. Por otro lado, su frecuencia permanece constante;

e El indice de refraccién de la luz en un medio depende de su frecuencia.
Cuanto mayor es la frecuencia, mayor es el indice de refraccién.

El primer aspecto puede observarse abajo:

n=1 n=3

Figura 4.62: Cuanto mayor el indice de refraccién, menor la longitud de onda

Para el segundo aspecto, la aplicacion practica es que el indice de refraccion
para el azul es mayor que el indice de refraccién para el rojo, ya que fqo.u >
fmjo% y vimos que n crece con la frecuencia. Esto puede observarse en la
siguiente imagen:

25Puedes querer leer la seccién de espectroscopia del tercer capitulo antes de continuar.

26Recuerda que los ldseres azules son extremadamente més peligrosos que los rojos (més
comunes), tanto que algunos modelos estdn prohibidos en Brasil; es decir, la energfa de los
fotones azules es mayor que la de los fotones rojos. Como la energia es proporcional a la
frecuencia, esto solo es posible si fgzu1 > frojo-
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Figura 4.63: Cuanto mayor la frecuencia, mayor el indice de refraccién y, por
lo tanto, mayor el desvio. A esto se le llama dispersién

Juntando estos aspectos, ya debe ser posible imaginar el impacto de la dis-
persién de la luz en telescopios refractores. Tal fenémeno se conoce como aber-
racién cromatica. Imégenes obtenidas sin corregirlo se asemejan a la figura
4.64.

Figura 4.64: Una imagen de Jupiter sin correcciéon de la aberraciéon cromética

Para corregir el efecto de la aberraciéon cromaética, se insertan lentes después
de la lente objetiva llamadas lentes apocromaticas. En la figura 4.65, esta
representado el caso para solo una de esas lentes. Notese que no es ideal colocar
muchas lentes en un telescopio, ya que aumentan su peso y absorben parte de la
radiacién luminosa. Por este y diversos otros motivos, los telescopios refractores
no son ideales para observar objetos mas alld del Sistema Solar.
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SEM CORRECAO COM CORRECAO
M\

Figura 4.65: Lente apocromatica
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4.10.2 Refraccién Atmosférica

Como vimos en la seccion 4.1, la luz sufre un desvio cuando pasa entre dos
medios con indices de refraccién diferentes, tal como se ilustr6 en la figura 4.4.
Asi, como la atmésfera posee una densidad mayor que la densidad del vacio, la
luz de las estrellas sufre un desvio cuando pasa por ella. Cabe resaltar que, por
definicién, n = 1 en el vacio.

Todos los medios poseen un indice de refraccién, pero es mayor en medios
mdés densos. La densidad de las capas de la atmdsfera varia de acuerdo con su
distancia a la superficie terrestre, siendo méxima en esta regién y minima (= 1)
cuando se hace imposible distinguir el espacio exterior de la atmosfera. En este
sentido, la luz de las estrellas sufre sucesivos desvios hasta llegar al observador,
como puede observarse en la siguiente imagen:

Posigao aparente -*- -*- Posicao real
’1
ra

(vacuo) M= 1 p

s

Figura 4.66: Refracciéon atmosférica

El efecto practico de la atmoésfera es disminuir el brillo observado de los
astros (como veremos en la préxima subseccién) y aumentar sus alturas con re-
lacién al horizonte (tal como ocurrié con el astro de la figura 4.66). Obsérvese
que cuanto menor sea la altura h de un astro, mas capas de la atmésfera re-
correrd su luz. Por otro lado, la luz de un astro que estd préximo al cénit
(punto directamente sobre el observador) recorre menos capas. Asi, cuanto
més proximo del horizonte esté un astro, mayor serd el efecto de la refraccién
atmosférica sobre él. Es decir, la variacion de la altura es mayor para astros
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mas préximos del horizonte.

La refraccién atmosférica cerca del horizonte suele darse como n = 34,
tal como se ilustra en la imagen de abajo. Una consecuencia de esto puede
observarse en la salida del Sol: cuando comenzamos a ver su extremidad, en
realidad estd 34’ por debajo del horizonte.

Sol aparente

. Atm ostera

Tema

Sol verdadeiro

Figura 4.67: Refraccion del Sol

4.10.3 Extincion Atmosférica

Bandas de absorcion

La presencia de particulas en un medio hace que haya absorcién y esparci-
miento de la luz. En la atmdsfera, los principales componentes del aire (N, Oo
y O3) nos protegen de ondas electromagnéticas extremadamente energéticas,
i.e., de frecuencias altas (ultravioleta en adelante). Otra parte del espectro, el
infrarrojo lejano, es absorbida por el vapor de agua de la atmésfera. Al final,
sobran algunas regiones propicias para realizar observaciones, correspondientes
a las bandas del visible, infrarrojo cercano y microondas/radio. Longi-
tudes de onda mayores que eso son totalmente reflejadas de vuelta al espacio
por la ionosfera.
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Comprimento de onda

g
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Figura 4.68: Transmisién de las bandas del espectro electromagnético en la

atmosfera

Variacién de la magnitud

Adem3ds de proporcionar la refraccién atmosférica, la atmoésfera hace que
el brillo de los astros disminuya en comparacién con lo que se veria sin ella.
Llamamos a este fenémeno extincién atmosférica.

Por motivos que exceden el alcance de este libro, puede demostrarse que la
magnitud de un astro visto a través de un medio de opacidad constante varia
linealmente con la distancia recorrida por la luz en ese medio (x). Cuantita-

tivamente:

m=mg + kx

Donde mg es la magnitud vista fuera de la atmésfera y = es la distancia que
la luz recorre en la atmésfera. Cabe resaltar que es comtun medir x en unidades
de masas de aire, en las que una masa de aire corresponde al espesor de la

atmoésfera.

Ahora, expresemos la ecuacién de la extincién atmosférica en funcién de la
distancia cenital z de un astro (dngulo entre el cénit y un astro). Una carac-
teristica importante de la atmdsfera es que su espesor es mucho menor que el
radio de la Tierra, como puede observarse en la imagen de abajo. Asi, podemos
aproximar la Tierra como plana para distancias cenitales pequenas. Esto hace
que la relacién entre z y x sea mucho mas simple.
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Asi, tenemos la siguiente situacién:

Atmosfera
Terra

Viendo la regién préoxima al observador:

e

B

Por el triangulo formado:

cosz=— =x=Hsecz
T

Asi, tenemos la ecuacion de la extinciéon atmosférica en funcién de z:

m=mgy+ Ksecz
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Donde K es el llamado coeficiente de extincién y depende de la tempe-
ratura, presion, precipitacion, altitud, etc.

Obsérvese que esta férmula solo es vélida para distancias cenitales pequenas,
ya que la aproximaciéon de Tierra plana deja de valer para z grande. Por ejemplo,
la expresién encontrada dice que m tiende a infinito en el limite en que z se
aproxima a 90°, lo cual no es el caso. Esta situacién estd mejor representada
por la figura 4.67.

Ejemplo 7

Astronautas de la ISS calcularon que la magnitud de cierta estrella es 3.
;Cudl seria su magnitud vista por un estudiante cuando el dngulo entre la
estrella y el horizonte calculado por él es 80°7 Considere el coeficiente de
extincién atmosférica como 0,15.

Solucion

La distancia cenital en ese caso es z = 90° —80° = 10°. Como z es pequeno,
podemos utilizar la ecuacién estandar de la extincion atmosférica:

m = mg + K secz

Segun el enunciado, mg =3y K = 0,15. Asi:

m =3+ 0,15sec 10° :

4.10.4 Seeing/Cintilacién

Contrario a lo que podria imaginarse, la atmdsfera estd en constante movi-
miento. El movimiento y la turbulencia de las masas de aire hacen que la luz
llegue de forma irregular, tanto en intensidad como en direccién.

La variaciéon de la intensidad hace que el brillo de las estrellas varie con
intervalos de tiempo pequenos. Esto hace que parezcan “parpadear”.

La irregularidad en la direccién de propagacién causa borrones en la imagen
(puede variar entre 1”7 hasta decenas de segundos de arco, dependiendo de
las condiciones del lugar). Esto puede limitar la resolucién méxima de los
telescopios, especialmente si el tamano del seeing es proximo a las dimensiones
trabajadas.
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Figura 4.69: Seeing estelar

December 6, 2015 December 11, 2015
11:17.4 UT 11:10.3 UT

Figura 4.70: Jupiter visto con distintos seeing por el mismo telescopio

4.11 Problemas

4.1. (Iniciante) La imagen de abajo muestra la montura de un telescopio y su
sistema dptico, que pueden clasificarse, respectivamente, como:

L

a) Montura ecuatorial de horquilla y telescopio kepleriano

¢) Montura ecuatorial alemana (GEM) y telescopio newtoniano
d

)

b) Montura altazimutal dobsoniana y telescopio con foco Coudé
)
)

Montura ecuatorial de chasis y telescopio Schmidt-Cassegrain
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4.2. (Iniciante) (P1 Online/2019) ;Qué tipo de telescopio es mds adecuado
para estudiar el interior de las nubes de polvo interestelar?

a) telescopio espacial ultravioleta
b) telescopio 6ptico de gran abertura
¢) radiotelescopio

d) telescopio espacial de rayos gamma

4.3. (Iniciante) Dos telescopios 1 y 2 son tales que Dy = 2Dy v f1 = 4fs.
Sabiendo que el telescopio 2 llevé 20 minutos para observar una estrella, jcudnto
tiempo llevaria el telescopio 1 para observar el mismo astro?

4.4. (Iniciante) (P1 Vinhedo/2021) Un extrafio objeto parecido a una bola de
béisbol esta cayendo rapidamente en caida libre en ruta de colision con la cabeza
de nuestro cosmonauta favorito: Bismarck. El admira distraido el paisaje del
planeta sin atmdsfera Jamn-19b sin notar el objeto no identificado. Su amigo
Bruno Pizza, atento, mira hacia arriba y percibe el cuerpo extrano. Entonces,
prontamente, alerta a Bismarck de la amenaza y ambos dan algunos pasos y se
salvan. Considere que el didmetro de una bola de béisbol es 7,40 cm, que en el
momento descrito la abertura de la pupila de Bruno era de 6 mm, que él ve solo
en 550 nm y que su visién es saludable. ;Cudl fue la distancia entre los ojos
de Bruno y la pelota en el momento en que se volvié visible como un cuerpo
extenso?

4.5. (Iniciante) (P1 online/2021 adap.) El grifico a continuacién trae la curva
de la magnitud aparente del cometa C/2020 F3 (NEOWISE). Los puntos negros
provienen de datos observacionales de astréonomos ligados a la Red de Astro-
nomia Observacional (REA-Brasil). Las curvas en azul corresponden al mejor
ajuste a los datos observacionales y la curva en rojo corresponde a la curva
tedrica hecha a través de los pardmetros orbitales del cometa. Si consideramos
que la pupila posee un didmetro de 6 milimetros, ;a partir de qué mes se volviéd
posible observar el NEOWISE utilizando un telescopio con abertura de 60 mm?
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C/2020 F3 (NEOWISE)

10 g ,"" \‘\
12—~ :
: Data
1°maio  1%jun 1% jul 1° ago 1° set

Figura 4.71: Magnitud del cometa NEOWISE por mes

4.6. (Intermedio) Cierto telescopio reflector posee un espejo primario que re-
fleja solo el 60% de los fotones incidentes. Tras cambiar ese espejo por uno que
refleja el 95%, jcudl fue la diferencia de magnitud limite del equipo? Considere
que los otros espejos del telescopio son ideales.

4.7. (Intermedio) Mococé posee una lente ocular de distancia focal 25 mm y
campo de visién 50°. Para observar Jupiter, tiene como opcién dos telescopios
que, con la lente ocular, poseen f/2 y f/7. Tras elegir el mejor modelo para
observar su objetivo, Mococé percibié que el campo de visién del telescopio era
igual a 1°. Asi, calcule la magnitud limite del equipo elegido.

[Para resolver los préximos 3 problemas, se recomienda leer el capitulo de as-
tronomia de posicién antes]

4.8. (Intermedio) (IAO) Un pingiiino ubicado exactamente en el Polo Sur ob-
serva que el borde inferior del Sol estd tocando el horizonte. En ese mismo
momento, jcémo veria el Sol un oso polar ubicado en el Polo Norte? Considere
el didmetro aparente del Sol como 32’ y la refraccién atmosférica como 30,

4.9. (Intermedio) ;Cudl es el intervalo de declinacién de las estrellas que nunca
pueden verse desde la ciudad de Lavras, MG? (Latitud ¢ = —21° | refraccién
atmosférica préxima al horizonte 32’)

4.10. (Avanzado) En un lugar de latitud +60° se realiz el monitoreo de la
magnitud aparente m de una estrella en funcién de su angulo horario. Los
resultados se graficaron asi:
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b m (mag)
2.2
24
2 H (Horas)
Q 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Figura 4.72: Grafico magnitud versus angulo horario

Sabiendo que la estrella tiene declinacién § = +60°:

a) Determine el coeficiente de extincién de la atmdsfera en el lugar analizado.

b) Determine la magnitud de la estrella vista fuera de la atmdsfera.

4.12 Gabarito

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

La respuesta correcta es la alternativa “c”, montura ecuatorial alemana
(GEM) y telescopio newtoniano.

Como se abordd en la seccién 4.4.4, las longitudes de onda mayores son
menos absorbidas por el polvo, pues esas particulas absorben principal-
mente luz con longitud de onda de tamano comparable a la suya. Asi, el
mejor equipo para realizar esa tarea es el radiotelescopio.

Primeramente, obsérvese que la distancia focal de un telescopio no posee
ninguna influencia en el tiempo de integraciéon. Por ejemplo, dos teles-
copios de la misma abertura con distancias focales diferentes recibiran la
misma cantidad de fotones, ya que solo el area expuesta a las estrellas

influye en la captacién de luz. Asi, el tiempo de integracién del telescopio

20
1 serd 22 = 4 veces menor que ese valor para el telescopio 2, i.e., T- 5

minutos.

Para que Bruno observe el objeto como cuerpo extenso, el didmetro angu-
lar del objeto debe ser mayor que la resolucién minima de su ojo. Podemos
calcular esa resolucién minima utilizando el criterio de Rayleigh, pues la
cuestion informé que el didmetro de la pupila es 6 mm y la observacién se
hizo en A = 550 nm.

A 550 - 10~° metros
Omin = 1,22— = O = 1,22
men D e 0,006 metros
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Opmin = 1,12-107% rad

El didmetro angular de un objeto esférico en radianes puede calcularse

como fyp; = —, siendo D su didmetro y r la distancia al observador. En
r

el instante en que el ojo de Bruno pudo resolver el objeto por primera vez,
el didmetro angular del objeto era igual al valor del criterio de Rayleigh
del ojo, asi que podemos igualar ambos:

D
amin = eobj — emin = ?

El enunciado ya nos dio el valor de D, y como calculamos 6,,;,, podemos
sustituir los valores y hallar r:

0,074 metros 0,074

1,12-107% = — ="
’ r "T 112104

r =~ 660 metros

La cuestién considera que la pupila humana posee 6 mm de didmetro, por
lo que podemos calcular la magnitud limite del telescopio con la ecuacién:

Myim = 2,1 + 5log D (mm)

Sabemos que D = 60 mm, asi la magnitud limite es:

Miim = 2,1 + 5log 60 = my;m, ~ 11

Asi, para observar el NEOWISE con este telescopio, el cometa debe poseer
una magnitud menor que 11. Observando el grafico, percibimos que eso
ocurre a partir del mes de mayo.

Llamemos mg y m,, a las magnitudes limite antes y después del cambio
del espejo, respectivamente. Hay dos maneras de resolver el ejercicio:

Opcién 1

La primera consiste en deducir la magnitud limite de un telescopio consi-
derando el factor k, analoga a lo que hicimos en la subseccién de magnitud
limite (4.6.2). Utilizando la misma notacién que antes, tenemos:

k(thzn ' At) = FOmin ' Apup
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Esto porque solo una fraccién k de la potencia total que entra en el te-
lescopio (Fimin - A¢) llega a la pupila del observador. Como el drea es
proporcional al cuadrado del didmetro:

2
thin _ Dpup

FOmin B kD?
Ahora, por Pogson:
Miim — Motho = —2,510 Fimin ) _ _g 5lo Dy (4.1)
lim olho — 5 g Fomin - ) g kD2 .
Es decir:
D2
= Molho — 2,51 L
Mo = Molp ;0 log <0,6D2>
y

Diup
My = Molho — 2;5 log 0.95D2

Restando las ecuaciones:

0,95
0,6

m, —mo = 2,510g(0,95D?) — 2,510g(0,6D?) = 2,5log

Realizando la cuenta, obtenemos m,, — my = .
Opcién 2

La otra manera de resolver el problema es considerar el “area 1til” del
telescopio. Tenemos que solo una fraccién k de los fotones incidentes
efectivamente llegard a la pupila del observador. De este modo, esto es
analogo a utilizar un telescopio ideal de area k veces menor para observar
el mismo astro en la situacion limite. Esencialmente, estamos diciendo
que un telescopio de “reflectividad” k y area A; posee la misma magnitud
limite que un telescopio ideal (refleja todos los fotones incidentes) de drea
Autit = kA;. Asi, basta utilizar la ecuacion estdndar para la magnitud
limite con el drea util:

A A
Miim — Molho = _2’510g (Apuzz> - _2,510g ( k]j:p>
uts ¢
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Como el area es proporcional al cuadrado de la abertura:

Dzu
Miim — Molho = 7275 log (#)

Que es idéntica a la ecuacién 4.1, i.e., el resultado obtenido serd el mismo.

Podemos comenzar la resolucién relacionando el campo de visién del te-
lescopio con el campo de visién de la ocular y el aumento. Como vimos
en la subseccién 4.8.2:

COC’M
Cy = "
Es decir:
Cocu 50°
A= = =50
C 1°

Ahora, podemos relacionar el aumento con la distancia focal f del teles-
Copio Y focu:

f

A =
focu

Es decir:

f=50-25mm = 1250 mm
La cuestién también informa que Mococo eligié el telescopio de mejor
relacion focal para observar Jupiter. Como vimos en la subseccion 4.8.3,
el telescopio de mayor relacién focal es ideal para eso. Es decir, utiliza el
equipo de R = 7. Asi:
=1
D

Como tenemos R y f, podemos hallar D:

_ 1250 mm
T

D ~ 178,6 mm

Utilizando la ecuacién de la magnitud limite de un telescopio:

Miim = 2,1 4+ 5log 178,6 =
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Si el borde del Sol toca el horizonte, la altura real del centro del Sol es:

h@ = —(77 — R@) = —(30/ — ].6’) = —14’

Donde Rg = 16’ es el radio aparente del Sol. Como el pingiiino esté en el
Polo Sur, la declinacién del Sol el dia de la observacién es dg = +14’.

En el Polo Norte, la altura del Sol sera:

By = 14" + 30/ = | 44']

Es decir, tanto el pingiiino como el oso polar observan el Sol por encima
del horizonte.

Haciendo un dibujo del movimiento de las estrellas en Lavras, tenemos:

Figura 4.73: Planificacion de la esfera celeste

Si no hubiera refraccion, el limite seria simplemente:

d>90° —|¢| = > 69°

Sin embargo, la presencia de la refracciéon atmosférica hace que un astro
de declinacién un poco mayor eventualmente pueda verse en el horizonte,
tal como ilustra la figura 4.73. Asi tenemos:
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§>90°— || +1n =0 >69°32

Asi, el intervalo de declinaciones de estrellas que nunca son visibles es:

69°32' < 6 < 90°

4.10. a) Primeramente, obsérvese que las magnitudes minima y méxima se al-
canzaran en los momentos de culminacién superior e inferior, respecti-
vamente. Es decir:

_—%==—__Polo Visivel

Horizonte

Figura 4.74: Planificacion de la esfera celeste

Mirando la figura, tenemos que:

5+§=90°:>z:60°

Ademas, podemos mostrar que la culminacién superior ocurre exacta-
mente en el cénit. De esa forma, podemos escribir las ecuaciones de
extincién:

Mumaz = Mo + K sec z

Mamin = Mo + K sec0°

Como sec(0° = 1, podemos restar estas ecuaciones para obtener:
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m (mag)
23 (mag)
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}
|
|
|

|
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Figura 4.75: Magnitudes maxima y minima obtenidas del grafico.

Mmaz — Mmin = K (sec60° — 1)

Es decir:

Mmax — Mmin

sec60° — 1

Del grafico, obtenemos m,q: = 2,243 v Mypin = 2,120. Ast:

o 2,2423:12,12 _

b) Como descubrimos K, basta sustituirlo en una de las dos ecuaciones
de extincion para encontrar mg:

Mumin = mo + K = mg = 2,12 — 0,123 :



Capitulo 5

Astronomia de Posicion

La Astronomia de Posicion es una rama de la astronomia dedicada al
estudio de la posiciéon de los astros. Como quedard més claro después de la
introduccién del concepto de esfera celeste, los Angulos que determinan la di-
reccion de un astro son més relevantes que su distancia al observador. Tales
angulos estan estrictamente relacionados al sistema de referencia utilizado,
que depende de cada situaciéon especifica. Sin embargo, hay una preocupacién
con el movimiento de los astros en el cielo, como el Sol, la Luna y las estrel-
las. Por fin, la herramienta matematica que nos permite relacionar todos estos
conceptos entre si es llamada trigonometria esférica.

Los estudios de Astronomia de Posicién fueron ampliamente utilizados du-
rante el periodo de las Grandes Navegaciones, en el que el conocimiento del
cielo permitia guiar los viajes en el océano, al final, entender bien el cielo posi-
bilita que usted se localice en la Tierra y reconozca las direcciones de los puntos
cardinales. Actualmente, el uso del GPS convierte el estudio de la astronomia
de posicion prescindible para navegaciones, sin embargo, esta area de la Astro-
nomia todavia ejerce una funcién especial en las observaciones astronémicas.

5.1 La Esfera Celeste

Al observar el cielo, tenemos la impresién de que los astros estan fijos en
una enorme esfera centrada en la Tierra. Debido a las grandes distancias que la
mayoria de los astros® estdn de nosotros, ellos aparentan girar en torno de un
lnico eje con una tasa constante - alzandose cerca al este y poniéndose cerca
del oeste. A esa esfera, le damos el nombre de esfera celeste.

El movimiento de la esfera celeste es resultado de la rotacién de la Tierra.

1Las principales excepciones son los cuerpos del sistema solar, que, gracias a sus cortas
distancias a la Tierra, andan “libremente” por el cielo.

327
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Note que, en el referencial del “universo”, las estrellas estan quietas y nosotros
somos quienes estamos girando. Sin embargo, en nuestro referencial (el de la
Tierra), son los astros los que se estdn moviendo. Vista desde arriba, la Tierra
gira en el sentido anti-horario (oeste a este), o sea, la esfera celeste girard en
el sentido contrario de nuestro sistema de referencia - de este a oeste 2. Cabe
resaltar también que el radio de la esfera celeste es infinitamente grande, ya que
esta no sale de una proyeccién de los astros en un “plano de fondo”.

Sentido da rotagao aparente
da esfera celeste

Polo Celeste Norte

"

quador Celeste

Polo Celeste Sul

Figura 5.1: Esfera celeste y su rotacién

5.1.1 Elementos de la Esfera Celeste

Para entender mejor el concepto de esfera celeste, necesitamos ver algunos
de sus elementos:

e Ecuador Celeste: circunferencia maxima® formada por la interseccién
del plano perpendicular al eje de rotacién de la Tierra (plano del Ecuador)
con la esfera celeste.

e Polo Norte Celeste (PNC): punto de la esfera celeste en el que el eje
de rotacion de la Tierra la intercepta en el hemisferio Norte. O sea, puede

2Es por eso que los astros nacen en el este y se ponen en el oeste.

3La definicién de circunferencia méxima serd profundizada apenas en la seccién 5.4.1.
Mientras tanto, es suficiente la siguiente breve definicién: una circunferencia maxima es la
interseccién de una esfera con un plano que contiene el centro de esa esfera.
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ser entendido como la proyeccién del Polo Norte Geografico en la Esfera
Celeste.

e Polo Sur Celeste (PSC): punto de la esfera celeste en el que el eje
de rotacién de la Tierra la intercepta en el hemisferio Sur. O sea, puede
ser entendido como la proyeccién del Polo Sur Geogréafico en la Esfera
Celeste. Es diametralmente opuesto al Polo Norte Celeste.

e Paralelos: circulos en la esfera celeste que son paralelos al Ecuador Ce-
leste.

e Meridianos: semicirculos en la esfera celeste que contienen los dos polos
celestes.

PCN
Meridianos Paralelos
Equador |
Celeste
PrPCS

Figura 5.2: La esfera celeste y algunos de sus elementos

5.2 Sistemas de Coordenadas

Para que sea posible determinar la posicién de un astro en el cielo, es ne-
cesario que establezcamos sistemas de coordenadas convenientes para nuestros
objetivos. Un sistema de coordenadas se basa en un plano fundamental (con
sus respectivos polos) y, a partir de eso, se definen dos coordenadas: una sobre
el plano fundamental y otra perpendicular a ese plano. En la astronomia de
posicién, existen 5 sistemas principales de coordenadas:

e Coordenadas ecuatoriales
e Coordenadas horizontales

e Coordenadas horarias
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e Coordenadas eclipticas

e Coordenadas galacticas

Sin embargo, antes de analizar cada una de ellas, vamos a recordar el sistema
de coordenadas utilizado en la Tierra, las coordenadas geogréficas.

5.2.1 Coordenadas Geograficas

Este sistema utiliza el Ecuador de la Tierra como plano fundamental y sus
coordenadas son la longitud geografica y la latitud geografica. Este es utilizado
para determinar la posicién de un local en la superficie terrestre.

e Longitud geogréafica (\): arco medido sobre el Ecuador terrestre con
origen en el meridiano de Greenwhich y fin en el meridiano del lugar. El
intervalo de valores para la longitud geografica es:

—180° < A < +180°

en el que el signo negativo significa que el local estd al Oeste del meridiano
de Greenwhich y el signo positivo indica que el local esta al Este de este
meridiano.

e Latitude geogréfica (¢): arco medido sobre el meridiano del local con
origen en el ecuador terrestre y fin en el propio local. Su intervalo es:

—90° < ¢ < 490°

en el que el signo negativo indica que el local esta en el Hemisferio Sur y
el signo positivo indica que este estd en el Hemisferio Norte.

Figura 5.3: Coordenadas geograficas
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5.2.2 Coordenadas Ecuatoriales

Este sistema utiliza el Ecuador Celeste como plano fundamental y sus co-
ordenadas son la ascensién recta y la declinacion. Es un sistema utilizado para
determinar la posicién de los astros en la esfera celeste.

e Ascensién Recta (a): arco medido sobre el ecuador celeste con origen
en el Punto Vernal (y)* y fin en el meridiano del astro. Es contado en
sentido horario si la esfera celeste es vista en el sentido Sur-Norte (esto
equivale a decir que esta crece para el este). Su intervalo es:

Oh < o < 24h

e Declinacién (0): arco medido sobre el meridiano del astro con origen en
el ecuador celeste y fin en el propio astro. Posee el siguiente intervalo de
valores:

—90° < 4 < 490°

en el que el signo negativo indica que el astro estd en el Hemisferio Sur
Celeste y el signo positivo indica que el astro estd en el Hemisferio Norte
Celeste.

Equador Celeste

Figura 5.4: Coordenadas ecuatoriales

4La definicién del Punto Vernal (v) serd explicada en la seccién ??. Mientras tanto, basta
saber que este es un punto bien determinado en el Ecuador Celeste.
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El sistema de coordenadas ecuatoriales esta fijo en la esfera celeste y, por
tanto, sus coordenadas no dependen del lugar o instante de observacién. La
ascension recta y la declinacién de un astro permanecen préacticamente cons-
tantes por largos perfodos de tiempo®, i.e. es posible encontrar la posicién de
un objeto astrondémico a través de sus coordenadas ecuatoriales.

5.2.3 Coordenadas Horizontales

Este sistema utiliza el Horizonte como plano fundamental y sus coordenadas
son el acimut y la altura (o la distancia cenital). Es un sistema utilizado para
determinar la posicién de astros en el cielo para un observador y un instante
especificos.

e Horizonte: plano tangente a la superficie terrestre en la posicién del
observador. Como el radio de la Tierra es mucho menor que el radio de
la esfera celeste, se puede considerar que el plano del horizonte pasa por
el centro de la esfera celeste, o sea, su interseccién en la esfera celeste (la
linea de horizonte®) es una circunferencia maxima.

e Cenit: punto encima del observador en el que la Esfera Celeste es inter-
ceptada por la vertical del lugar. Esta vertical es la recta perpendicular
al plano del horizonte pasando por el observador.

e Nadir: punto diametralmente opuesto al cenit.
e Circulos de altura: circulos en la esfera celeste paralelos al horizonte.

e Circulos verticales: circulos en la esfera celeste que contienen al cenit
y al nadir.

e Puntos cardinales Norte (N) y Sur (5): Proyecciones del PNC' y
del PSC, respectivamente, en la linea del horizonte.

e Puntos cardinales Este (E) e Oeste (0): Puntos sobre la linea del
horizonte que pueden ser encontrados a partir de los puntos cardinales N
0 S a través de la rosa de los vientos.

e Meridiano Local: semicirculo maximo que contiene los puntos cardina-
les norte y sur pasando por el cenit.

5Como veremos en el apéndice de movimiento propio, ellas cambian, pero muy lentamente.
6Interseccién del plano del horizonte con la Esfera Celeste.
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Zénite
Circulos Circulos
veriticais de altura
Q. .
e o Skl M NS e -1
S& \‘I IN
Horizonte L
Nadir

Figura 5.5: Elementos relevantes para las coordenadas horizontales (W es oeste
v E es este

A partir de estos conceptos, son definidas las dos coordenadas de este sis-
tema:

e Acimut (A): arco medido sobre el horizonte con origen en el punto car-
dinal Norte y fin en el circulo vertical del astro. Generalmente, el sentido
del angulo se da en el sentido Norte-Este-Sur-Oeste (i.e. crece para el
este). El intervalo de valores para el acimut es:

0° < A <360°

A veces’, el acimut es medido a partir del Sur. En estos casos, este crece
en el sentido Sur-Oeste-Norte-Este.

e Altura (h): arco medido sobre el circulo vertical del astro con origen en
el horizonte y fin en el propio astro. La altura posee el siguiente intervalo
de valores:

—90° < h < 490°

"En el caso en el que el enunciado no especifique el origen, considere que este es el punto
cardinal norte.
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O 7¢nite

Figura 5.6: Coordenadas horizontales

En lugar de la altura, podemos utilizar una coordenada llamada distancia
cenital para medir angulos perpendiculares al plano del horizonte. Esta es:

e Distancia cenital (z): arco medido sobre el circulo vertical del astro
con origen en el cenit y fin en el propio astro. Por lo tanto, la distancia
cenital y la altura de un astro son angulos complementarios, esto es:

Asi, se puede concluir que los valores posibles para la distancia cenital de
un astro estédn en el intervalo:

0° <z <180°
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Zénite ®

Horizonte

Figura 5.7: Coordenadas horizontales

Ahora que vimos el sistema de coordenadas ecuatoriales y horizontales, es
importante compreender la relacion entre ellas. La figura 5.8 representa un ob-
servador en la superficie terrestre y el polo celeste correspondiente al hemisferio
de la Tierra en el que se encuentra (en el caso de la imagen, el observador estd
en el hemisferio Sur, por lo tanto, este verd el PSC).

Equador

Figura 5.8: Horizonte de un observador

Con esto en mente, podemos llegar a un resultado extremadamente rele-
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vante para la astronomia de posicion:

La altura del polo celeste elevado es la latitud del lugar de observacién

Vamos a demostrar eso. Primeramente, tenemos en la figura 5.9 que el
angulo entre el Ecuador de la Tierra y el observador que, por definicién, es la
latitud geografica ¢, es igual al dngulo entre el Ecuador Celeste y el cenit del
observador. De este modo, siendo 7 la declinacién del cenit, tenemos:

02| = |9]

Ademais de esto, como el eje de rotacién de la Tierra y la linea Norte-Sur son
perpendiculares al Ecuador Celeste y a la vertical del lugar, respectivamente,
entonces se puede concluir que el médulo de la declinacion del cenit sera igual
a la altura hp del Polo Celeste Elevado (el Polo Celeste que estd encima del
horizonte para un determinado observador). Por lo tanto:

02| = hp

En resumen, podemos concluir que el médulo de la latitud de un local |¢|
es igual al médulo de la declinacién del cenit d y es igual a la altura del polo
celeste elevado hp, jasi como queriamos demostrar! Podemos escribir estas
relaciones algebraicamente:

(o] = 1621 = hr]

Zénite

Polo Celeste
Elevado

Horizonte

Equador
Celeste

Figura 5.9: La latitud como la altura del polo celeste elevado
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Sin embargo, es importante notar las siguientes relaciones:

e En el caso en el que el observador esté en el hemisferio norte, este vera el
PNC, pero no el PSC;

e En el caso en el que el obsevador esté en el hemisferio sur, este vera el
PSC, perono el PNC.

Note también que el Ecuador Celeste siempre interceptard los puntos cardi-
nales Este y Oeste, pues, por su definicién, el Ecuador Celeste debe interceptar
el Horizonte en una linea que pasa por el centro de la esfera celeste y que es
perpendicular a la linea Norte-Sur. Esta linea formada por esta interseccién es
la linea Este-Oeste, como usted puede observar en la figura 5.10:

Horizonte

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.10: Sistema ecuatorial y horizontal

En resumen, se debe compreender que el sistema horizontal es un sistema
local, esto es, que se encuentra fijo en la Tierra. Las coordenadas acimut y
altura (o acimut y distancia cenital) dependen del lugar y del instante de la
observacion y no son caracteristicas del astro.

5.2.4 Coordenadas Horarias

Este sistema utiliza el Ecuador como plano fundamental y sus coordenadas
son la declinacién (la misma coordenada utilizada en el sistema ecuatorial) y
el angulo horario. Es un sistema utilizado para determinar la posicién de astro
en el cielo de un observador en particular y posee aplicaciones importantes en
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el estudio de las escalas de tiempo.

Es interesante notar que este sistema se basa en elementos del sistema ecu-
atorial (como el Ecuador Celeste) y del sistema horizontal (como el Meridiano
Local).

e Angulo horario (H): arco medido sobre el ecuador celeste con origen
en el meridiano local y fin en el meridiano del astro.

Meridiano Local

(@

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.11: Coordenadas horarias

Hay 2 convenciones bastante utilizadas para este angulo:

— Creciendo para el oeste, o sea, en el sentido del movimiento diurno®

de los astros, independientemente del acimut del astro. En este caso:

Oh < H < 24h

8Este fenémeno sera tratado con mayor profundidad en la seccién 5.3.
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Horizonte

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.12: Primera convencién

— Dependiente del acimut del astro. En el caso en el que el astro esté
al oeste del meridiano local:

Oh < H <12h

Sin embargo, en el caso en el que el astro esté al este del meridiano
local:

—12h < H < 0h

De este modo, en el caso de la figura 5.13, el astro tendria H = 0
cuando estd sobre el meridiano local, H = 6h cuando esté en el
mismo meridiano del punto cardinal oeste y H = —6h cuando esté
en el mismo meridiano del punto cardinal este.
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Horizonte

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.13: Coordenadas horarias

A partir del concepto de dngulo horario, puede ser definido el tiempo side-
ral local’ T'SL como el angulo horario del Punto Vernal. Asf como el tiempo
solar, es una medida de tiempo, y aumenta a lo largo del dia.

El tiempo sideral local puede ser determinado a partir del angulo horario H
y de la ascension recta oo de un astro cualquiera por la siguiente relacion:

TSL=H+ «

5.2.5 Coordenadas Eclipticas

Este sistema utiliza la Ecliptica como plano fundamental y sus coordenadas
son la longitud ecliptica y la latitud ecliptica. Es especialmente ttil cuando
estamos tratando con el Sol o con la precesién de la Tierra.

Algunos planos y puntos relevantes para este sistema de coordenadas son:

e Ecliptica: plano determinado por la trayectoria anual aparente del Sol
en la esfera celeste como resultado del movimiento de traslaciéon de la
Tierra. También puede ser entendido como la proyeccién del plano orbital
terrestre en la Esfera Celeste. Analizaremos la ecliptica nuevamente en la
seccion 5.3.4.

9¢l concepto de tiempo sideral sers profundizado en el préximo capitulo.
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e Polo Norte Ecliptico (PNE): interseccién més préxima al PNC de la
esfera celeste con la recta perpendicular al plano de la ecliptica que pasa
por el centro de la esfera celeste.

e Polo Sur Ecliptico (PSE): interseccién mas préxima al PSC de la
esfera celeste con la recta perpendicular al plano de la ecliptica que pasa
por el centro de la esfera celeste. Es diametralmente opuesto al Polo
Ecliptico Norte.

e Punto de Aries (v7): también conocido como Punto Vernal o Punto +,
es el punto de interseccién de la Ecliptica con el Ecuador Celeste cuando
el Sol se estd moviendo del hemisferio Sur para el hemisferio Norte en su
movimiento anual por la Ecliptica.

e Punto de Libra (2): es el punto de interseccién de la Ecliptica con el
Ecuador Celeste cuando el Sol se esta moviendo del hemisferio Norte para
el hemisferio Sur en su movimiento anual por la Ecliptica. Es diametral-
mente opuesto al Punto Vernal.

Ecliptica

Figura 5.14: El Ecuador Celeste y la Ecliptica

Note en la figura arriba que el plano de la ecliptica posee una inclinacién
¢ en relacion al Ecuador Celeste. Este angulo es llamado oblicuidad de la
ecliptica y su valor es de ¢ = 23°27'. Esta inclinacién es resultado de la
inclinacion existente entre el eje de rotacién de la Tierra y su 6rbita, como esta
ilustrado en la imagen abajo:
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.=
-

Equador
Celeste

S PCS
PES

Figura 5.15: Oblicuidad de la ecliptica y la inclinacién del eje de rotacién de la
Tierra.

A partir de estos conceptos, son definidas las dos coordenadas de este sis-
tema:

e Longitud ecliptica (I): arco medido sobre la ecliptica con origen en el

Punto Vernal y fin en el meridiano ecliptico' del astro. Es contado en
el sentido horario si la esfera celeste es vista en el sentido PSE-PNE
(andlogo a crecer para el este). Su intervalo de valores es:

0° <1<360°

Latitude ecliptica (b): arco medido sobre el meridiano ecliptico del
astro con origen en la Ecliptica y fin en el propio astro. Posee el siguiente
intervalo de valores:

—90° < b < +90°

en el que el signo negativo indica que el astro esta en el hemisferio Ecliptico
Sur y el signo positivo indica que el astro estd en el Hemisferio Ecliptico
Norte.

10

analogamente al meridiano del sistema ecuatorial, es cualquier semicirculo en la esfera

celeste que contiene el PNE y el PSE.
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Ecliptica

Figura 5.16: Coordenadas eclipticas

Figura 5.17: Sistema ecliptico y ecuatorial

Es importante notar que, por la definiciéon de la ecliptica como siendo la
trayectoria anual aparente del Sol en la esfera celeste, se puede concluir que la
latitud ecliptica del Sol serd siempre bg = 0°.
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5.2.6 Coordenadas Galacticas

Este sistema utiliza el Ecuador Galactico como plano fundamental y sus
coordenadas son la longitud galactica y la latitud galdctica. Es un sistema uti-
lizado para estudiar el contenido y la estructura de la Via Lactea.

Algunos elementos relevantes para este sistema de coordenadas son:

Ecuador Galactico: plano que pasa por el Centro Galactico y contiene
el plano central de la Galaxia.

Polo Norte Galactico (PNG): una de las intersecciones de la esfera
celeste con la recta perpendicular al Ecuador Galactico que pasa por el
centro de la esfera celeste. De las dos intersecciones, el PNG y el PSG,
el primero estd més préximo al PNC'. Sus coordenadas ecuatoriales son:
apGgN — 12h49m e 5PGN = 27024/.

Polo Sur Galéctico (PSG): punto diametralmente opuesto al PNG.

Centro de la Galaxia (CG): centro de la Via Lictea. Sus coordenadas
ecuatoriales son: acg = 17h43m e doqg = —28°55'.

Nodo ascendente del Ecuador Galdctico (NA): punto de inter-
seccién del Ecuador Galactico con el Ecuador Celeste cuya ascension recta
es de any 4 = 18h49m.

PCN

Equador
Celeste

o/ PGS

Equador
Galactico

Figura 5.18: Coordenadas galacticas

Note en la figura arriba que el Ecuador Galactico posee una inclinacién G
en relacién al Ecuador Celeste de médulo G = 62,4°.
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A partir de estos conceptos, son definidas las dos coordenadas de este sis-
tema:

e Longitud galictica (L): arco medido sobre el Ecuador Galdctico con
origen en el centro de la Galaxia y fin en el meridiano galdctico'! del
astro. Es contado en el sentido horario si la esfera es vista en el sentido
PSG-PNG (andlogo a crecer hacia el este). Posee el siguiente intervalo
de valores:

0° < L <360°

e Latitud galdctica (B): arco medido sobre el meridiano galactico del
astro con origen en el Ecuador Galdctico y fin en el propio astro. Su
intervalo de valores es:

—90° < B < 490°
en el que el signo negativo indica que el astro estd en el hemisferio

Galéctico Sur y el signo positivo indica que el astro estd en el hemisferio
Galéctico Norte.

Equadof
Gal3ctico

Figura 5.19: Coordenadas galacticas

Hanslogamente al meridiano del sistema ecuatorial, es cualquier semicirculo en la esfera

celeste que contiene el PNG y el PSG.
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PGN/*®

Equador
Celeste

e/ PGS

Equador
Galactico,

Figura 5.20: Coordenadas galacticas

Recuerde que la longitud galactica L es contada partiendo del Centro de la
Galaxia C'G, no del nodo ascendente N A. Las coordenadas galacticas del nodo
ascendente son: Bya =0° e Lya = 32,3°.

5.2.7 Resumen de los Sistemas de Coordenadas Astronémicas

’ Sistema ‘ Coordenadas ‘ Intervalo ‘
. §: declinacion —-90° < § < +90°
Ecuatorial .,
«: ascension recta Oh < o < 24h
. h: altura —-90° < h < +490°
Horizontal .
A: acimut 0° < A < 360°
L. §: declinacién —90° < § < +90°
Horario , .
H: angulo horario 0Oh < H < 24h
Lo b: latitud ecliptica —90° < b < +90°
Ecliptico . o
[: longitud ecliptica 0° <[ <360°
oo B: latitud galdctica | —90° < B < 490°
Galéctico ) o
L: longitud galactica 0° < L <360°

5.3 Movimiento Diurno de los Astros

Como un observador en la Tierra ve la esfera celeste rotar en el sentido
anti-horario cuando es vista a lo largo del sentido Sur-Norte, podemos concluir
que un observador en la Tierra vera las estrellas girando alrededor del PNC en
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el sentido anti-horario y las estrellas girando alrededor del PSC' en el sentido
horario.

Como vimos en la seccién 5.1, la esfera celeste y, consecuentemente, los
astros incrustados en ella, giran en el sentido contrario al de la Tierra. El
sentido de rotacion de la Tierra puede ser facilmente descrito por la regla de
la mano derecha, asi como estd ilustrado en la figura abajo. De este modo,
apuntando el dedo para el PNC, los astros giran en el sentido contrario de
cierre de la mano.

Polo Norte

Rotagdo da Terra

Figura 5.21: Rotacién de la Tierra y regla de la mano derecha

Esto implica que, a lo largo de un dia, un observador en la Tierra ve las es-
trellas surgir del horizonte cerca al punto cardinal este (acimut 0° < A < 180°),
recorrer circulos diurnos paralelos al Ecuador Celeste y, por fin, desaperecer en
el horizonte del hemisferio occidental (acimut 180° < A < 360°).

El intervalo de tiempo que una estrella tarda para dar una vuelta com-
pleta en su circulo diurno es denominado dia sideral y posee una duracién de
Dygiq = 23h56m04s'?

Las figuras abajo ilustran el movimiento diurno de los astros en la esfera
celeste para observadores en una latitud intermedia cualquiera ¢, observadores
en los polos ¢ = £90° y en el Ecuador ¢ = 0°.

12Mostraremos esto en el préximo capitulo.
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e En una latitud cualquiera (¢)

Como ya vimos, la altura del polo celeste visible (PNC para ¢ > 0y
PSC para ¢ < 0) corresponde al mddulo de la latitud.

Zénite

"." . g Lt L . . AN '.\.
Horizonte M

L L

Figura 5.22: Movimiento diurno de los astros en una latitud cualquiera. En la
figura a la izquierda, —90° < ¢ < 0°. Y en la figura a la derecha, 0° < ¢ < 90°

e En los Polos (¢ = £90°)

En este caso, el polo celeste elevado coincide con el cenit del observador.
O sea, el observador en el Polo Norte tendrd el PNC coincidiendo con
su cenit y el observador en el Polo Sur tendra el PSC coincidiendo con
su cenit. Por lo tanto, los circulos diurnos de los astros sean paralelos al
horizonte.

Zéniteg PON

Horizonte Horizonte

Figura 5.23: Movimiento diurno de los astros en los polos. La figura de la
izquierda representa el Polo Sur, y la figura de la derecha representa el Polo
Norte

e En el Ecuador (¢ = 0°)

En este caso, el PNC coincide con el punto cardinal Norte y el PSC
coincide con el punto cardinal Sur. Por lo tanto, los circulos diurnos de
los astros seran perpendiculares al horizonte.
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Horizonte T

Figura 5.24: Movimento diurno de los astros en el Ecuador

5.3.1 Salida, Puesta y Pasaje Meridiano de un Astro

Se define la salida de un astro como el instante en que este posee altura
h = 0° mientras esta estd aumentando (i.e. acimut 0° < A < 180°). En otras
palabras, la salida de un astro es el instante en que este surge de la linea del
horizonte.

Andlogamente, se define la puesta de un astro como el instante en que este
posee altura h = 0° mientras esta estd disminuyendo (i.e. acimut 180° < A <
360°). En otras palabras, la puesta de un astro es el instante en que este desa-
parece en el horizonte.

Por fin, se define el pasaje meridiano de un astro como el instante en que
este se encuentra sobre el meridiano local. Por la simetria de la situacion, este
instante ocurre exactamente en el instante medio entre la salida de un astro y
su puesta. O sea, el intervalo de tiempo entre la salida y el pasaje meridiano de
un astro es igual al intervalo de tiempo entre el pasaje meridiano y la puesta.

5.3.2 Culminacion Superior e Inferior

Durante su movimiento diurno, un astro realiza dos pasajes meridianos . El
pasaje meridiano en el que el astro llega a su altura méxima se llama culmi-
naciéon superior, mientras que el pasaje meridiano en el que el astro llega a
su altura minima se llama culminacién inferior.

Podemos encontrar la distancia cenital z de un astro en su culminacién
superior en funcién de su declinacién § y la latitud del observador ¢. Para
relacionar estas cantidades, analizaremos los 4 casos posibles a través de los
cortes de la esfera celeste.
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e Observador en el hemisferio norte
1.d<¢

2.0>¢

e Observador en el hemisferio sur
1.o<¢

2. 6> 6

Primeramente, vamos a analizar la situacién en el hemisferio norte (HN):

N ¢&—Horizonte

Nadir Nadir

Figura 5.25: En la figura de la izquierda, tenemos < ¢. Mientras que en la
figura de la derecha, tenemos d > ¢. Ambos casos son en el HN

Por lo tanto, para un observador en el hemisferio Norte (¢ > 0), tenemos:
Si § < ¢ (este caso también incluye declinaciones negativas):

p=z+0=>z2=¢—¢
Se § > ¢:

d=z4+¢p=>2z=0—¢

Ahora, vamos a analizar lo que ocurre en el hemisferio Sur (HS):
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Nadir

Figura 5.26: En ambas figuras, ¢ < 0 (observador en el HS). En la figura de la
izquierda, tenemos § > ¢ y 0 < 0 (ya que |d| < |¢|). Mientras que en la figura
de la derecha, tenemos 6 < ¢ y 6 < 0 (ya que |0] > |¢|).

Para el observador en el hemisferio sur, es necesario utilizar el médulo de
los dngulos de declinacion y de latitud para mantener la coherencia geométrica
de que, a pesar de las convenciones hechas, un angulo no puede ser negativo.

Asi, cuando § < 0, entonces |§| = —§. Por otro lado, como ¢ < 0, entonces

|6l = —¢.
De esta manera, para un observador en el hemisferio Sur (¢ < 0), tenemos:
Si 6] > ||, o sea, si § < ¢:
zt[gl =10l =z=[6| - [g| =96
Si |d] < |@], o sea, si § > ¢ (este caso también incluye declinaciones positi-
vas):
2t =lgl=z=|o|-[0|=0-9¢
Por lo tanto, note que cuando ¢ < ¢, se obtiene que z = —(6 — ¢) y cuando
0 > ¢ se obtiene que z = +(§ — ¢). Asi, podemos generalizar:
2= +(5—9)
en el que el signo positivo vale para § > ¢ y el signo negativo vale para § < ¢.
Como veremos en la subseccién 5.6, no es recomendado memorizar la ecu-

acién de cada caso. Es suficiente recordar que hay dos situaciones posibles para
cada signo de latitud determinadas por la comparacién entre ¢ y ¢.
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5.3.3 Estrellas Circumpolares

Usted puede notar en la figura 5.22 que, dependiendo de la latitud del ob-
servador, estrellas proximas al polo celeste visible describen sus circulos diurnos
integralmente encima del horizonte. Anélogamente, estrellas préximas al polo
oculto puede permanecer todo el tiempo debajo del horizonte para ciertos ob-
servadores. Estas estrellas son llamadas estrellas circumpolares.

Si las culminaciones superior e inferior de un astro ocurren encima del ho-
rizonte, este es llamado circumpolar visible.

Si las culminaciones superior e inferior de un astro ocurren debajo del hori-
zonte, este es llamado circumpolar invisible.

La imagen abajo ilustra las regiones en que se encuentran las estrellas cir-
cumpolares visibles y invisibles para un observador en el HN. Si este se encuentra
en el HS, la situacién seria andloga.

Zénite

Circumpolares
visivels

Meridiano
Local

Circumpolares
invisiveis

Figura 5.27: Estrellas circumpolares visibles e invisibles en la esfera celeste.

Ahora, vamos a encontrar la relacién algebraica entre la latitud de un obser-
vador y la declinacién de un astro para que este sea circumpolar. Es conveniente
analizar el corte de la esfera celeste, asi como esta representado en la siguiente
imagen:
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Zénite

Circumpolares
visiveis

PCN

Horizonte

PCS

Circumpolares
invisiveis

Nadir

Figura 5.28: Estrellas circumpolares visibles e invisibles en el meridiano local.

Asi como hicimos en el caso de las culminaciones superiores e inferiores,
necesitamos analizar algunos casos:

e Observador en el HN (¢ > 0)

e Observador en el HS (¢ < 0)

En ambos casos, para que una estrella sea circumpolar visible, su altura
debe estar en el maximo 2|¢| y en el minimo |¢| durante la culminacién supe-
rior. Por lo tanto, estrellas que poseen altura |¢| < h < 2|¢| en su culminacién
superior son circumpolares visibles.

Sabiendo esto, podemos determinar el médulo de la declinacién minima para
que una estrella sea circumpolar visible. Por la figura 5.29, tenemos:

900 = |¢| + |5m1'n| = |6m1’n| = 900 — |(b‘

Note que este resultado puede ser generalizado para observadores en el HS,
ya que estamos hablando del médulo de la declinacién.
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)

\ ’
b ’
\ Zénite

\

Horizonte

Figura 5.29: Relacién entre § e ¢ para que una estrella sea circumpolar visible

Ahora, para que una estrella sea circumpolar invisible, su altura debe estar
en el maximo 0° y en el minimo —|phi| durante la culminacién superior. Por lo
tanto, estrellas que poseen altura —|phi| < h < 0° en su culminacién superior
son circumpolares invisibles.

Con esto, podemos realizar un procedimiento analogo a aquel de las cir-
cumpolares visibles. Note por la figura 5.29 que el dangulo entre el plano del
horizonte y el ecuador celeste a la derecha del cenit es |d| y que el dngulo entre
el horizonte y el polo oculto (PSC) a la derecha del cenit es |¢|, o sea:

90° = |¢] + [dmin| = |6mm| = 90° — |¢|

Por lo tanto, vemos que la expresion de |dmm| (el médulo, jno d,,:,!) esla
misma tanto para circumpolares visibles e invisibles. De esta manera, podemos
generalizar:

6] = 90° — |9

Como ambas incognitas estdn en médulo, note que encontraremos dos inter-
valos como solucién para 0 dado un valor de ¢ y dos intervalos como solucién
para ¢ dado un valor de 6. Esto es coherente con lo esperado, pues recuerde
que tal expresion vale para ambas circumpolares visibles e invisibles.

Por lo tanto, de las dos soluciones obtenidas al aplicar esta férmula, basta
realizar un breve andlisis para descubrir cudl es la condicién de circumpolaridad
visible y cudl es la condicién de circumpolaridad invisible.
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Ejemplo 1

Un observador estd localizado en una latitud ¢ = —30°. ;Cudl es el intervalo
de declinaciones para que una estrella esté siempre encima del horizonte? ;Y
cudl es el intervalo para que una estella esté siempre debajo del horizonte?

Solucién

Por la condicién de circumpolaridad:
|6] > 90° — |¢| = 90° — 30° = 60°

Si § < 0, entonces |§] = —d. Por otro lado, si 6 > 0, entonces |§| = §. Por

lo tanto, las dos soluciones son:
R

Ahora, es simple asociar cada una de las soluciones al tipo de circumpola-
ridad. Note que las declinaciones negativas representan estrellas proximas al
polo visible (PSC) del observador, i.e. estas representan las circumpolaridades
visibles. Andlogamente:

Estrellas con declinacién § < —60° estaran siempre encima del horizonte y
estrellas con declinacién & > 60° estaran siempre debajo del horizonte.

Un hecho interesante es que es posible determinar la latitud de un lugar
apenas midiendo las alturas hs y h; de un astro en sus culminaciones superior
e inferior, respectivamente.

Sabemos que el angulo entre los astros y los polos celestes siempre son los
mismos (90° — 6 0 90° + delta). Asi, siendo 6 el dngulo entre un astro y el polo
celeste elevado, tenemos que sus alturas durante las culminaciones seran:

hi = [¢] — 0
hs = |0 + 0
en que esta expresién de h; vale solamente si la estrella culmina superior-

mente con el mismo acimut de su culminacién inferior!?.

I3Por ejemplo, esto no ocurre si la culminacién inferior fuera a la izquierda del cenit y la
superior fuera a la derecha, lo cual es posible. Queda como ejercicio al lector encontrar la
relacion entre las latitudes y las alturas en esta situacién.
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Sumando las dos ecuaciones:

h;

5.3.4 Sol

Como resultado del movimiento de rotacién de la Tierra, el movimiento
diurno del Sol se da en el mismo sentido que el de las estrellas, o sea, en el
sentido de Este para Oeste. Sin embargo, diferentemente de las estrellas, la
ascension recta y la declinacion del Sol no permanecen constantes a lo largo de
un ano debido a su trayectoria sobre la Ecliptica (que es el fruto de la traslacién
de la Tierra alrededor del Sol).

El Sol recorre una vuelta completa en la ecliptica en el periodo de una
traslacién de la Tierra, o sea, en un ano. Como la 6rbita terrestre es aproxima-
damente circular'#, el Sol camina sobre la ecliptica con una velocidad angular
aproximadamente constante.

Debido a la variacién de la ascension recta del Sol, que puede ser observada
en la figura 5.30, este se mueve = 1° por dia'® para el este, lo que hace que
el intervalo de tiempo entre dos pasajes meridianas consecutivas del Sol sea
~ 4min mayor'® que el de las estrellas.

Como la ecliptica posee una inclinacién en relacién al Ecuador Celeste de
€23°27' debido a la inclinacién del eje de rotacién de la Tierra en relacién a su
plano orbital, la declinacién del Sol varfa anualmente entre —23°27 < §5 <
+23°27' pasando por 4 puntos peculiares en la ecliptica:

14En el préximo capitulo seran profundizados los efectos de la pequefia excentricidad de la
6rbita de la Tierra en el movimiento diurno del Sol.

360°
15 Estamos haciendo la razén 365 dias ~ 1°. Claro, esto es solamente una estimacién.
ias
360° 1°
16La velocidad de rotacién de la Tierra es cerca de —— = —— i.e. la diferencia de 1°
24h 4 min

lleva ~ 4 min para ser “corregida”.
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Chapter 5/solano.png

Figura 5.30: Posiciones del Sol a lo largo del afio.

e Equinoccio de marzo: ocurre alrededor del dia 21/03 cuando el Sol
cruza el Ecuador Celeste yendo del hemisferio Sur celeste al hemisferio
Norte celeste. Esto significa que el Punto v se encuentra en este punto.
Sus coordenadas ecuatoriales en esta fe3cha son: ag = 0Oh y dg = 0°.

e Solsticio de junio: ocurre alrededor del dia 21/06 cuando el Sol se
encuentra en su maxima declinacién. Por lo tanto, sus coordenadas ecu-
atoriales en esta fecha son: a,dot = 6hy g = +23°27".

e Equinoccio de septiembre: ocurre alrededor del dfa 21/09 cuando el
Sol cruza el Ecuador Celeste yendo del hemisferio Norte celeste al hemis-
ferio Sur celeste. Esto significa que el Puntof) se encuentra en este punto.
Por lo tanto, sus coordenadas ecuatoriales en esta fecha son: ag = 12h y
0o = 0°.

e Solsticio de diciembre: ocurre alrededor del dia 21/12 cuando el Sol
se encuentra en su declinacién minima. Por lo tanto sus coordenadas
ecuatoriales en esta fecha son: ag = 18h y 6 = —23°27".
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El resultado de esta variacién de la declinacion del Sol a lo largo del ano da
origen a las estaciones del ano, pues esta es acompanada de un cambio en el
circulo diurno del Sol durante un ano. Como esta ilustrado en la figura 5.31, la
declinacién del Sol varfa anualmente entre —23°27" y +23°27'.

Chapter 5/soldiurno.png

Figura 5.31: Circulos diurnos del Sol variando la declinacién entre § = —23°27’
y 0 = +23°27".

A su vez, la variacién de los circulos diurnos del Sol interfiere en la inciden-
cia solar, provocando alteraciones climaticas durante las diferentes estaciones
del ano. Por ejemplo, cuando el circulo diurno es mayor (6 < 0 en el HS, p.ex.),
una localidad recibe maés luz solar durante un dia, por tanto, dando origen a
las estaciones calientes (i.e. Verano).

Podemos resumir estos resultados:

e A lo largo de un dia, la trayectoria del Sol es practicamente idéntica a
aquella de una estrella cualquiera. Este nace en el este, se pone en el
oeste, culmina, puede ser circumpolar, etc.

e A lo largoe de un ano, la trayectoria diaria del Sol varfa principalmente
debido a la alteracién de su declinacién. Asi como estd ilustrado en la
figura 5.31, esta varia anualmente entre —23°27 y +23°27’.
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5.3.5 Luna

El plano orbital de la Luna tiene una inclinacién de 5°9’ en relacién a la
ecliptica. A pesar de que este dngulo permanece aproximadamente constante, el
plano orbital no es fijo, moviéndose tal que su eje describe un circulo completo
en torno del eje de la ecliptica en un periodo de 18,6 anos.

Por lo tanto, en relacién al Ecuador Celeste, la érbita de la Luna tiene una
inclinacién que varia de 18,4° (23,5° — 5,15°) a 28,7°(23,5° + 5,15°).

Por dfa, la Luna se mueve 360° /27,3 dias ~ 13° para el este en relacién a las
estrellas. Este movimiento es un reflejo de la revolucién de la Luna alrededor
de la Tierra, que se da cada 27,3 dias (mes sideral). Como el Sol se mueve
~ 1° para el este por dia, entonces, por dia, la Luna estd =~ 12° al este del Sol.

4 min .
~ 50 min maés

Debido a esto, la Luna cruza el meridiano local 12° - (

tarde que en el dia anterior.

5.4 Trigonometria Esférica

La trigonometria esférica es una herramienta matemaéatica que posibilita re-
lacionar arcos y angulos en la esfera celeste, siendo por lo tanto extremada-
mente importante para la Astronomia de Posiciéon. En esta seccién, estudia-
remos algunas de sus propiedades.

5.4.1 Triangulos Esféricos
Definicién

Antes de introducirnos a la idea de un triangulo esférico, es importante saber
lo que son las grandes circunferencias (también llamadas circunferencias
méximas). Una gran circunferencia es definida como cualquier circunferencia
en la superficie esférica cuyo centro coincide con el centro de la esfera. Cualquier
circunferencia en la superficie esférica que no satisfaga esto es llamada pequena
circunferencia.
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pequena
&X circunferéncia

grande
</ circunferéncia

Figura 5.32: Pequena y gran circunferencia.

Cuando dos circunferencias maximas se interceptan en un punto, forman
entre si un angulo esférico. Su medida es igual al angulo plano entre las
tangentes en el punto de interseccion de dos arcos que forman el dngulo esférico.
Andlogamente, este angulo puede ser representado en un arco esférico. Tal arco
debe ser de una circunferencia maxima contenida entre los dos lados del dngulo
esférico y distantes 90° de su vértice, asi como estd ilustrado en la figura 5.33.

Chapter 5/aaa.png

Figura 5.33: A la izquierda se muestra un dngulo esférico y a la derecha se
muestran los correspondientes de este dngulo.

Con esto, se puede notar que arcos de circunferencias maximas en triangulos
esféricos pueden ser medidos por angulos. Esto es especialmente conveniente
en astronomia de posicién, pues dificilmente nos interesamos por el radio de la
esfera celeste, que es esencialmente infinito.
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Ahora que sabemos los conceptos de gran circunferencia y dangulo esférico,
vamos a definir lo que es un triangulo esférico.

Los triangulos esféricos no son cualquier figura formada por tres arcos en la
superficie de una esfera; sus lados deben ser arcos de grandes circunferen-
cias. Denotamos los dngulos de un triangulo esférico por las letras mayusculas
(A,B,C) y sus lados correspondientes por letras mintsculas (a,b,c). En otras
palabras, si tres puntos de la superficie esférica son unidos por arcos de circun-
ferencia maxima menores que 180°, la figura obtenida se denomina tridngulo
esférico, como la imagen abajo:

\/

Figura 5.34: Tridngulo esférico y los arcos de grande circunferencia que lo forma.

Vale la pena enfatizar que los lados de tridngulos esféricos son arcos de
grandes circunferencias pues estos arcos definen la menor distancia entre dos
puntos en la superficie de una esfera, asi como la menor distancia entre dos
puntos en un plano y una recta.

Propiedades

e La suma de los dngulos de un tridngulo esférico no es constante, como
es el caso de un tridngulo plano (180°). Esta es siempre mayor que 180
grados y menor que 540 grados. Incluso, todo el exceso de 180 grados es
directamente proporcional al area del tridngulo esférico.

e La suma de los lados de un tridngulo esférico es mayor que cero y menor
que 180 grados.
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e Los lados mayores estan opuestos a los angulos mayores en el triangulo
esférico.

e La suma de dos lados del tridangulo esférico es siempre mayor que el tercer
lado, y su diferencia es siempre menor.

e Cada uno de los lados y angulos del tridngulo esférico es menor que 180
grados.

Para “resolver” (encontrar los valores de todos los lados y dngulos) un
tridngulo esférico, es necesario conocer minimo tres elementos: o tres dangulos,
o dos lados y un angulo, o un angulo y dos lados. Esto es hecho a partir de
ciertas relaciones fundamentales, de las cuales seran presentadas las tres princi-
pales: ley de los cosenos, ley de los senos y ley del coseno-coseno o ley de los 4
elementos. Tenga cuidado para no confundir las leyes de los senos/cosenos con
aquellas de los tridngulos planos.

5.4.2 Ley de los Cosenos

De manera general, la ley de los cosenos relaciona los siguientes elementos
de un tridngulo esférico:

e A: un dngulo del tridngulo esférico
e LO: el lado opuesto a ese dngulo
e LA;: uno de los lados adyacentes a ese dngulo

e LA,: el otro lado adyacente a ese dngulo

LA,

LA,
LO

Figura 5.35: Elementos involucrados en la ley de los cosenos.
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A partir de esto, la ley de los cosenos es escrita como:

cos LO = cos LA cos LAy + sen LA sen LAy cos A

363

Por ejemplo, aplicando esta expresion al tridngulo esférico genérico de la

figura 5.34, obtenemos las siguientes expresiones:

cosa = cosbcosc -+ senbsenccos A
cosb = cos a cosc + senasen ccos B

cosc = cosacosb + senasenbcosC

5.4.3 Ley de los Senos

La ley de los senos relaciona los siguientes elementos:

e Ajy: un dngulo del tridngulo esférico

e LO;: el lado opuesto a ese dngulo

e Aj: otro dngulo del tridngulo esférico

e LOs: el lado opuesto a ese otro dngulo

Figura 5.36: Elementos involucrados en la ley de los senos.

Esta ley establece que:

sen A;

sen Ag

sen LO;

" sen LOs
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Por ejemplo, aplicando esta expresion al tridngulo esférico genérico de la
figura 5.34, obtenemos las siguientes igualdades:

senA senB sen(C

sena senb senc

5.4.4 Ley del Coseno-coseno o Cuatro Elementos
En esta ley, los elementos utilizados estan dispuestos de la siguiente manera:

e [;: lado interno
e Lg: lado externo
e Aj: angulo interno

e Ap: dngulo externo

Figura 5.37: Elementos involucrados en la ley del coseno-coseno.

Note que esta recibe el nombre de “Ley de los cuatro elementos” pues rela-
ciona cuatro elementos consecutivos en un triangulo esférico. Esta dice que:

cot Lgsen Ly = cot Agsen Ay + cos Ay cos Ly

Por ejemplo, aplicando esta expresion al tridngulo esférico genérico de la
figura 5.34, obtenemos las siguientes ecuaciones:
cotbsenc = cot Bsen A + cosccos A
cotbsena = cot Bsen C + cosa cos C'

cotasenb = cot AsenC + cosbcos C



5.5. EJEMPLOS 365

cot asenc = cot Asen B + cosccos B
cot csena = cot C sen B + cosa cos B

cot csenb = cot C'sen A + cosbcos A

5.5 Ejemplos de Aplicacion

En esta seccién, seran presentados algunos ejemplos clasicos en la astronomia
de posicién que hacen uso de la trigonometria esférica con la intencién de hacer
la aplicacién de estas leyes y conceptos mas intuitiva para el lector.

5.5.1 Distancia Angular

Sean 1y 2 dos astros arbitrarios en la esfera celeste. Para encontrar la dis-
tancia angular d entre ellos, basta conocer las coordenadas de ambos astros en
un determinado sistema de coordenadas!”.

Por ejemplo, dadas las coordenadas ecuatoriales de estos astros, podemos
calcular la distancia angular d entre ellos a partir del siguiente triangulo esférico:

PCN

Equador Celeste

Figura 5.38: Tridngulo esférico utilizado para calcular la distancia angular entre
dos astros.

17En la realidad, dado un sistema de coordenadas, basta conocer las coordenadas perpen-
diculares al plano fundamental de ambos astros y la diferencia entre las otras coordenadas de
cada astro.
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Aplicando la ley de los cosenos en el triangulo esférico arriba, obtenemos:

cosd = cos (90° — 1) cos (90° — d2) + sen (90° — 1) sen (90° — d3) cos A

Note que es irrelevante distinguir si Aa = a3 — as 0 si Aa = as — ay, pues
cos(z) = cos(—x).

Como sen(90° — ) = cosx e cos(90° — x) = sen x, tenemos:

‘ cosd = sen ;1 sen dy + cos d; cos do cos Aar

Note que un proceso equivalente puede ser hecho para encontrar la distancia
angular entre dos puntos conociendo las coordenadas de ambos en otro sistema
de coordenadas astronémicas.

5.5.2 Tridngulo de Posicién

Uno de los tridngulos esféricos mas comunes y ttiles es llamado Tridngulo
de Posicién, que es un tridngulo esférico formado por un astro, el cenit del
observador y el polo celeste elevado (PNC o PSC). Este es especialmente
importante pues posibilita relacionar los sistemas de coordenadas horizontales
y ecuatoriales. La imagen abajo ilustra esta situacién.

Zénite

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.39: Ejemplo de tridngulo de posiciéon

Podemos aplicar en el tridngulo de posicién de la figura arriba las 3 leyes
presentadas de la trigonometria esférica para relacionar sus lados y angulos
esféricos:
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e Por la ley de los cosenos, tenemos:

cos z = cos (90° — §) cos (90° — ¢) + sen (90° — &) sen (90° — @) cos H

‘cosz = sen§sen¢+cos5cos¢cosH‘

También, podemos relacionar:

cos (90° — §) = cos z cos (90° — @) + sen zsen (90° — ¢) cos (360° — A)

‘sen(S: coszsen¢+senzcos¢cosA‘

e Por la ley de los senos, tenemos:

sen(90° —J)  senz N _cosd _ senz
sen(360° — A)  sen H sen A sen H

pues sen(360° — x) = —sen .

e Por la lei do cosseno-cosseno, tenemos:

cot (90° — §) sen (90° — ¢) = cot (360° — A) sen H + cos (90° — ¢) cos H

‘tanécosd) = —cotAsenH—I—sen(bcosH‘

90° — :
pues cot(90° — x) = (5321815900 _z; = Zz:i = tanzx e cot(360° — ) =
cos(360° —x)  cosx ot n
sen(360° —z) —senx

También, podemos relacionar:

cot zsen (90° — ¢) = cot H sen (360° — A) 4 cos (90° — ¢) cos (360° — A)

‘cotzcosqﬁ: —cotHsenA+sen¢cosA‘

Es importante recordad que lo que acabamos de hacer fue con la intencién
de transmitir la idea general de lo que debe ser hecho en problemas de trigono-
metria esférica. El tridangulo de posicién de la figura 5.39 es apenas un ejemplo,
y por lo tanto no debe ser considerado como un caso general. Como veremos
en la seccién 5.6, lo ideal no es memorizar las ecuaciones recién deducidas, y si,
comprender los fundamentos detras de ellas.



368 CAPITULO 5. ASTRONOMIA DE POSICION

5.5.3 Tiempo de Permanencia de un Astro Encima del
Horizonte

Para calcular el tiempo de permanencia de un astro encima del horizonte,
comenzamos calculando el dngulo horario en el ocaso Hyeqso de un astro con
declinacion ¢ visto por un observador de latitud ¢.

Zénite

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.40: Tridngulo de posicién para un astro en el ocaso

Aplicando la ley de los cosenos en este tridngulo de posicién:

0 —send
MZ sen d sen ¢ + cos d cos ¢COS (Hocaso) = COS (Hocaso) = w
cos d cos ¢

’ 08 (Hocaso) = — tan d tan ¢ ‘

Como el dngulo horario de un astro en un determinado punto es una medida
directa del intervalo de tiempo entre su pasaje meridiana y su llegada en ese
determinado punto, podemos decir que el angulo horario del astro en la puesta
Hpyesta €s igual al intervalo de tiempo entre su pasaje meridiana y su puesta.

Ahora, recordando que el intervalo de tiempo Aty entre la salida y el pasaje
meridiano es igual al intervalo de tiempo Aty entre la pasaje meridiana y la
puesta, podemos calcular el intervalo de tiempo At entre la salida y la puesta
de un astro, obteniendo:

At = At1 + Aty

Como Aty = Aty = Hyeaso, €ntonces:
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At = 2Hocaso

Aislando el H,.qs0 en la ecuacién encontrada anteriormente a partir de la
trigonometria esférica, obtenemos Heqso = (— tan ¢ tand), asi que:

At = 2 arccos(— tan ¢ tan d) ‘

Por lo tanto, note que el intervalo de tiempo At entre la salida y la puesta
de un astro con una determinada declinacién § depende apenas de la latitud ¢
del observador.

5.5.4 Conversién entre Sistemas de Coordenadas

La trigonometria esférica también nos permite convertir las coordenadas de
un astro de un sistema para otro. Por ejemplo, el tridngulo de posicién ejerce el
papel de convertir coordenadas ecuatoriales en horizontales o viceversa, ademés
de posibilitar relacionarlas con el angulo horario de un astro.

Ahora, vamos apenas a ver la conversién entre las coordenadas eclipticas
y ecuatoriales, una vez que las relaciones entre otros sistemas aplican ideas
analogas.

Eclipticas y Ecuatoriales

Primeramente, veremos el caso para un astro de latitud ecliptica b cualquiera
posicionado en el primer cuadrante de ascension recta, como estd representado
en la figura abajo:

Equador Celeste

Ecliptica

Figura 5.41: Caso para un astro en una latitud ecliptica b cualquiera posicionado
en el primer cuadrante de ascensién recta.
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Note que los dngulos X y Y representados en la imagen valen X = (90° 4 «)
y Y =(90° —1).

Aplicando las 3 leyes de la trigonometria esférica, obtenemos las siguientes
ecuaciones:

e Por la ley de los cosenos:

cos(90° — b) = cos(90° — ) cose + sen(90° — J) sen e cos(90° + )

’senb: senécose—cosésenesena‘

pues cos(90° 4+ x) = —sen .

También:

c0s(90° — §) = cose cos(90° — b) + sen e sen(90° — b) cos(90° — 1)

‘sené = cosasenb—i—senscosbsenl‘

e Por la ley de los senos:

sen(90° +«)  sen(90° —1) cosa  cosl

sen(90° —b)  sen(90° — §) T | cosb  cosd

pues sen(90° + x) = cos .

e Por la ley del coseno-coseno:

cot(90° — d) sene = cot(90° — 1) sen (90° + «) + cos e cos(90° + «)

‘tan&sens = tanlcosa—cosssena‘

Y también:

cot(90° — b) sene = cot(90° + a) sen (90° — 1) + cos e cos(90° — )

‘tanbsens = —tanacosl—l—cosesenl‘
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Ahora, veremos un caso particular de la situacién arriba bastante comun:
cuando b = 0. Este es bastante utilizado para transformar las coordenadas
eclipticas del Sol en coordenadas ecuatoriales o viceversa, pues, por la definicién
de la ecliptica, el Sol siempre posee b = 0. Note que podriamos apenas tomar
los resultados arriba y sustituir b = 0, sin embargo, es interesante analizar como
podemos aplicar las leyes de la trigonometria esférica en esta situacién. Observe
el tridngulo esférico abajo.

PEN

Figura 5.42: Caso en que b=0 para un astro en el primer cuadrante de ascensién
recta.

e Por la ley de los cosenos:

cosd = coslcosa—i—senlsenacose‘

También:

cos ! = cos d cos o + sen d sen « cos 90° :>’cosl = cos d cos o

e Por la lei dos senos:

sen [ sen 0 sen o
———— = —— =|senl =
sen 90° sene sen e

e Por la lei do cosseno-cosseno:

cot d sen o = cot e sen 90° + cos acos 90° = [tan d = tanesen o
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Y también:

cot lsen o = cot 90° sen € + cos € cos o :>‘tanoc = tanlcoss‘

Es importante resaltar que estas expresiones son vélidas solamente para
el primer cuadrante de ascensién recta. Esto es consequencia de dos factores
principales:

1. Los lados de tridngulos esféricos no pueden superar 180°, por definicion.

2. No todas las funciones utilizadas son bien definidas para valores fuera de
este cuadrante, como las funciones trigonométricas inversas.

Como veremos en la siguiente secciéon y en el problema 8, lo correcto es
realizar un procedimiento andlogo para cada cuadrante.

5.6 Consejos para la Resolucion de Problemas

La astronomia de posicion exige la utilizaciéon de métodos que no acostum-
bran a ser utilizados en ningtin otro contenido visto en las escuelas o en demés
olimpiadas, y por eso puede ser un poco dificil avanzar en los problemas de
este tépico, especialmente para alumnos que estén comenzando, pero incluso
aquellos que se clasifican para las fases mas avanzadas pueden cometer errores
fatales en la resolucién de las preguntas. Sin embargo, existen algunos consejos
que pueden auxiliar a la evolucién en este campo.

1. Hacer un dibujo 3D de la situacién

El primer paso para resolver cualquier problemas de astronomia de po-
sicién es entender y visualizar lo que estd ocurriendo, y un buen diseno
es fundamental en este proceso. De manera general, es fuertemente re-
comendado hacer un dibujo tridimensional para todas las situaciones'®,

especialmente en preguntas de trigonometria esférica.

2. En el dibujo, representar valores proximos a los del enunciado.

En el caso en el que el enunciado diga que hay un observador de latitud
¢ = —80° observando una estrella de § = 50°, es recomendado hacer
un dibujo en el que el PSC estd relativamente proximo al cenit. Esto
le puede ayudar a identificar casos particulares y a estimar la respuesta
final'®. Sin embargo, en preguntas de trigonometria esférica, este analisis
es especialmente relevante para identificar el cuadrante de ciertos dangulos.
Ciertas funciones trigonométricas solo funcionan para ciertos cuadrantes,
y por lo tanto es importante identificarlos antes de realizar los célculos.

18Para problemas de pasaje meridiana, basta un corte 2D de la esfera celeste, a pesar de
que un dibujo 3D puede facilitar en la visualizacién.

19P.ex., en caso de que el dibujo muestre que un astro culmina préximo al horizonte, pero
que su resultado sea h = 80°, es capaz que haya algo errado.
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3. No memorizar las férmulas finales

Muchos resultados en la astronomia de posicién son casos particulares que
no son tomados en cuenta en las féormulas. Por ejemplo, las ecuaciones
obtenidas en la seccién 5.5.2 no funcionan para observadores en el hemis-
ferio Sur o para astros en el hemisferio oriental. De este modo, el ideal
es entender el procedimiento utilizado y adaptarlo de acuerdo con cada
pregunta - basta memorizar las tres leyes de la trigonometria esférica.

4. Cuidado con funciones trigonométricas inversas

En preguntas de trigonometria esférica, acostumbra a ser necesario utilizar
las funciones trigonométricas inversas para obtener resultados numéricos.
Sin embargo, como vimos en el primer capitulo del libro, estas no proporci-
onan valores tinicos. De este modo, es capaz que usted necesite encontrar
tanto el seno como el coseno de un dngulo para determinar su valor?’.
Sin embargo, en caso de que su dibujo sea muy bien hecho, es posible
identificar cual de los valores es el verdadero.

5.7 Problemas

5.1. (Principiante) ;Cudl es la declinacién de un astro que un observador en una
latitud ¢ = 23°45’ S observa con una altura h = 42°11’ durante su culminacién
superior?

5.2. (Principiante) ;jEs posible ver Mintaka (§ = —0°17’) desde el polo norte
de la Tierra? Considere la refraccién atmosférica como 34’.

5.3. (Principiante) La estrella Deneb posee declinacién § = 45°17. ;En qué
lugares de la Tierra esta permanece siempre encima del horizonte? ;Y en cuales
esta siempre permanece debajo del horizonte?

5.4. (Principiante) (IV OLAA) Un observador en el dia de solsticio de junio
conoce la altura de un poste y mide su sombra durante el pasaje meridiano del
centro del disco solar por el meridiano del lugar.

20Para esto, serfa necesario utilizar més de una ley de la trigonometria esférica.



374

CAPITULO 5. ASTRONOMIA DE POSICION
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Figura 5.43: El poste y su sombra

a) El acimut (A) del Sol en ese instante. Considere como origen de la coorde-
del este.

¢) La ascensién recta («) del Sol.

)
)
)
e)
)
)

nada esférica el punto cardinal norte, y el sentido positivo en la direccion
b) La declinacién (§) del Sol.
d) El dngulo horario (H) del Sol.
El tiempo sideral local (T'SL) para este instante.
f) La altura (h) del Sol.

g) La latitud geogréfica (¢) de este observador.

5.5. (Principiante) En un determinado instante, un astrénomo en el hemisferio
observacion?

Norte observa la estrella Antares (o = 16"29™" y § = —26°26') tocando el

horizonte. En estas condiciones, ;cudl es el valor de la latitud del lugar de

altura igual al nimero de la suerte de Uapyle.

5.6. (Principiante) (Barra/2024) Uapyle estaba acompaiando la trayectoria
de su estrella favorita en el cielo. Dos horas después de salir, esta alcanzé una

El queria tomar una foto de la estrella a esa altura, pero se distrajo y la perdio.
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Ayudelo y calcule cual es el menor tiempo que €l necesitard esperar para que
la estrella tenga nuevamente esa altura.
Dado: la estrella pasa T' = 10 horas en el cielo.

5.7. (Intermedio) ;Cudl es la distancia sobre la superficie de la Tierra entre las
ciudades de Bogotd (A = 74°4’33"0; ¢ = 4°35'53”N) y la ciudad de Oxford
(A =1°1528"0; ¢ = 51°45'7"N)?

Considere la Tierra como una esfera perfecta de radio R = 6,37 - 10°m.

8. (Intermedio) La estrella Sirius posee coordenadas ecuatoriales § = —16°43’
o = 06h45m. En un determinado instante, un observador en una latitud
= —42°31’ observa la estrella préximo al horizonte Este con una altura de
h = 20°. Para este observador, jcudl era el tiempo sideral local en el momento
de la observacion?

5.
y
¢

5.9. (Intermedio) (I0OAA /2019 adap.) Un estudiante decide realizar un trayecto
peculiar sobre la superficie de la Tierra, que puede ser considerada como per-
fectamente esférica. Siendo R = 6371 km, él:

1. Anda R para el Sur;
2. Anda R para el Este;
3. Anda R para el Norte.

Después de realizar estos tres pasos, él curiosamente regresa a la misma po-
sicién inicial. Dibuje la trayectoria realizada por el estudiante y encuentre las
coordenadas de cada punto en que él hace una curva.

5.10. (Intermedio) Un astrénomo, en posesién de un telescopio de montaje
altacimutal, decide apuntar para un punto de altura h = 50° y acimut A = 100°.
Al mirar por el ocular, nota que apunté para la estrella Alpha Centauri (o =
14h 39min31s y § = —60°48'51”). Después de un cierto tiempo, el astrénomo
roté horizontalmente el telescopio en un dngulo de 50° en sentido horario vy,
al mirar nuevamente por el ocular, avisté la estrella Sirio (& = 1h37min41s
y 0 = —57°14’5”). Con base en esto, responda: jcudl es la latitud de lugar
de observacién, sabiendo que el observador se encuentra en el Hemisferio Sur?
Considere que el acimut crece para el Este a partir del punto cardinal Norte.

5.11. (Intermedio) (ROSAOC adap.) Debido a la refraccién atmosférica (34
préximo al horizonte), un objeto no nacerfa en un determinado lugar de la
Tierra no se pone debajo del horizonte, permanecendo siempre encima. ;En
cuales latitudes préximas a los polos de la Tierra esto puede ocurrir?
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5.12. (Intermedio) (I0OAA/2012) En el Observatorio Nacional de Brasil, loca-
lizado en la ciudad de Rio de Janeiro (22°54" S, 43°12" W), existe un reloj de
sol encima de la puerta de la ctipula del telescopio de 32 cm, mirando al norte.
El mostrador estd en el plano Este-Cenit-Oeste y la varilla es paralela al eje
de la Tierra. jPara cudles declinaciones del Sol y durante cual periodo del ano
(meses y estaciones) el reloj (i) no funciona durante, por lo menos, una fraccién
del dia? Y (ii) ¢no funciona en ningiin momento durante el dia?

5.13. (Intermedio) En un distante sistema extrasolar, denominado M4Y4HU,
se encuentra un planeta, cuya inclinacién del eje de rotacién es de e = 45°.
Considerando un sistema de coordenadas ecuatoriales analogos a los utilizados
en la Tierra, analice la siguiente situacién:

En un determinado dia, la declinacion de la estrella de este sistema era de
01 = 17°. 40 dias después, la declinacién pasé a ser de d; = 32°. Con base en
esto, responda: jcudl es el periodo de traslacion del planeta, considerando que
este sigue una oOrbita circular?

5.14. (Avanzado) Un estudiante nota que, en el mismo instante en el que el
punto vernal estd culminando superiormente, el Sol posee angulo horario H =
—9,00h. Despreciando la excentricidad de la érbita de la Tierra, encuentre:

a) La fecha de observacion.

b) La minima latitud que un observador necesitaria estar para que el Sol no se
ponga en ningiin momento del dia.

5.15. (Avanzado) Calcule la duracién de la salida del Sol en una latitud ¢
considerando que este posee un didmetro angular D y estd con declinacion 4.
Desprecie efectos de refraccion atmosférica.

5.16. (Avanzado) (Vinhedo P1/2021 adap.) El método més comun para loca-
lizar el polo Sur celeste es prolongar el eje mayor de la Cruz del Sur (Crux) 4,5
veces a partir de Acrux (o Cru).

a) Para determinar la precisién de este método, calcule el dngulo entre el polo
Sur celeste verdadero y el polo celeste determinado por la Cruz del Sur.

b) El ntimero 4,5 es una aproximacién que funciona suficientemente bien para
determinar la posicién del polo Sur celeste. Sin embargo, esta no es la mejor
aproximacién posible. Calcule el valor por el cual el eje mayor de la Cruz
del Sur debe ser prolongado para obtener la posicién mas préoxima al polo
Sur celeste.

Dados:
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Acrux (a Cru): 6 = —63°13’ , @ = 12h27min48s
Gacrux (v Cru): 6 = —57°14' , o = 12h32min21s

5.17. (Avanzado) Un observador en la latitud ¢ = 60°00’ N observa una estrella
de declinacién § = 80°00” a lo largo de un afo y repara que su acimut nunca
supera un cierto valor. Calcule tal acimut méximo y muestre que la estrella no
siempre puede ser vista en esa situacién.

5.18. (Avanzado) Considere un observador localizado en un determinado lugar
de latitud ¢ = 45° N. Al mirar para el punto cardinal Norte, el observador ve
una torre, la cual posee un formato cilindrico de radio R = 30m y altura
desconocida, pero la suficientemente grande. Al medir su distancia en relacién
al centro de la base de la torre, encuentra d = 100m. Calcule la minima
declinacién que una estrella debe tener para que siempre esté oculta por la
torre en relacion al lugar del observador.

5.19. (Avanzado) (Vinhedo/2021) Calcule el dngulo £132 del tridngulo esférico
formado por las estrellas 1, 2 y 3.

Coordenadas
1 2 3
Sistema ecliptico | Sistema ecuatorial | Sistema acimutal
£ = 92°15’ a = 6h22m A = 152°48’
b = 50°00 0 = 47°32 z=17°52

La estrella 3 es vista desde un lugar con latitud ¢ = 53°36’ y tiempo sideral
T = 5"00™00%. Considere que el acimut crece en el sentido horario a partir del
punto cardinal Norte.

5.20. (Avanzado) (IOAA/2011) Debido a la precesién del eje de la Tierra, la
regién del cielo visible a partir de un lugar con coordenadas graficas fijas cambia
con el tiempo. Es posible que, en algin momento, Sirius no salga cuando es
observado desde Krakow, mientras que ;Canopus todavia se alza y se pone?
Asuma que el eje de la Tierra describe un cono de dngulo 47°. Krakow estd
en la latitud 50,1° N; las coordenadas ecuatoriales actuales (ascensién recta y
declinacién) de esas estrellas son:

e Sirius (o CMa): 6"45™, —16°43'
e Canopus (a Car): 6724™ —52°42
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5.8 Solucion

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

Como fue mostrado en la seccién 5.3.2, la distancia cenital de un astro en
su culminacion es:

2= (- 9)
o sea, la declinacion seré:

§=¢— 2z =—2345" — (90° — 42°11")

§=z+¢=90°—42°11' — 23°45'

Por lo tanto, el astro posee una declinacién de| § = —71°34’ ou § = +24°04’

Sin la refraccién atmosférica, la trayectoria diurna de Mintaka seria un
circulo abajo del horizonte, i.e. serfa imposible verla. Sin embargo, como
la refraccién atmosférica hace que su altura aumente 34’, tenemos que su
trayectoria es un circulo —17’ + 34’ = 17’ encima del horizonte. Asi, es
posible observar Mintaka.

Por la condicién de circumpolaridad:
|6] > 90° — |¢| = |¢| > 90° —|5| = 90° — 45°17"
6| > 44°43'

Asi, tenemos las soluciones: ¢ > +44°43" e ¢ < —44°43’

Como la declinacién de Deneb es positiva, sabemos que esta sera cir-
cumpolar visible, esto es, permanecera siempre encima del horizonte para
observadores en latitudes ¢ > +44°43’. Consecuentemente, sabemos que
esta serd siempre circumpolar invisible para ¢ < —44°43'.

a) El Sol estd cruzando el meridiano local més préximo al punto cardinal

Norte, por lo tanto .
) En el dia de solsticio de junio la declinacién es de .
) En el solsticio de junio la ascensién recta del Sol es de .
d) Como el Sol estd sobre el meridiano local, entonces .
) Como T'SL = H + «, entonces: TSL = 6h + Oh = .
)

Analizando la figura, tenemos:
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4m

3m
Figura 5.44: Esquema de los angulos en el triangulo en la pregunta

Entonces la altura del Sol serd dada por:

tan () = § = [ =58.15°]

g) Por la geometria del tridngulo:

tan(5 + 10]) = 5 = 5+ ]| = 36°52'12”

Como § = 23°27', tenemos:

6| = 36°52/12" — 23°27' = 13°25'12"

Como el Sol en el Solsticio de Junio estd en su minima altura angu-
lar para ese observador, entonces el observador estd localizado en el

hemisferio Sur, por lo tanto: ‘qb =13°25'12" S

En el caso de una estrella en el horizonte, su altura angular serd igual
al médulo de su declinacién. Ademaés, se sabe que la altura del Ecuador
Celeste es igual al complementar de la latitud astronémica. Con esto,
tenemos:

¢ =90° — |9]
¢ = 63°34'N

En lineas de puntos esta representada la trayectoria de la estrella en la
esfera celeste y de azul estan los puntos en que la estrella tiene la altura
mencionada.
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X Polo

AN

T
El tiempo desde la salida hasta la culminacién superior es de 3 asi, el

T
tiempo que falta para la culminacién superior es t = 3 2, es el tiempo

que Uayple necesitard esperar es de
10
At=2t=2(- —2 —[61]

Siendo d la distancia angular entre las ciudades, tenemos:

cosd = sen ¢ sen oo + cos ¢ cos po cos A\
Donde AX = Ap — A\p. Substituyendo los valores, llegamos a:

d = 75°48"13"

Por lo tanto, la distancia s entre las ciudades sobre la superficie terrestre
es de:

d 75°48'13"
= .92 =— " 9. . 108
s 360° TR 360° m-6,37-10
Por lo tanto:
s =8,43-10°m

Primeramente, es necesario encontrar el dngulo horario de Sirius en el
momento de la observacién a través del siguiente tridngulo de posicion:
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Zénite

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.45: Tridngulo de posicién de la situacién

Por la ley de los cosenos, tenemos:
cosz = c0s(90° — |#|) cos(90° + &) + sen(90° — |¢|) sen(90° + §) cos(—H)

Como z = 90° — h, entonces:

senh = —sen |¢| sen d + cos |¢| cos § cos(—H)
Aislando el cos(—H):

sen h + sen |¢| sen §

(—H) =
cos(—H) cos |¢| cos &

Substituyendo los valores:

sen(20°) + sen(42°31") sen(—16°43")
cos(42°31") cos(—16°43’)

cos(—H) =

Por lo tanto:
H = —77°56' = H = —5h12m

Por lo tanto, el tiempo sideral local era de:

TSL = a+ H = 6h45m — 5h12m = | T'SL = 1h33m
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5.9. Antes de todo, necesitamos recordar que una distancia R a lo largo de una
esfera de radio R corresponde a un angulo § = 1rad = 57,30°. Con esto,
se puede notar que la situacion es parecida con:

Figura 5.46: Trayectoria del estudiante

Donde el estudiante comienza en uno de los polos (N), va para el sur por
uno de los meridianos (N A), va para el este a lo largo de un paralelo (AB)
y, por fin, va para el norte por otro meridiano (BN). Suponiendo que el
punto N es el Polo Norte y que A estd sobre el meridiano de Greenwhich
(Aa = 0), tenemos que la latitud de A y B es de:

$a =05 =90°—6=]|32,70°

Por fin, necesitamos la longitud de B. Note que el arco AB no hace parte
de un circulo méximo, o sea, el tridngulo ABN no es esférico. De este
modo, no podemos recorrer la trigonometria esférica, y si, la trigonometria
plana. Primeramente, vamos a encontrar el radio del circulo al cual el arco

AB pertenece:
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Figura 5.47: Encontrando el radio de A,\B

Note que:

Siendo AX = Ap — A4 la diferencia entre las longitudes de A e B, podemos

relacionar la longitud R del arco AB con A\ por:

Figura 5.48: Encontrando A\

Note que:
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1
cos ¢

R=rAXN=|A\=

Como Mg =0, A\g = A\ = 1,19rad =|68,09° |
5.10. Para la resolucion de esta pregunta, considere el siguiente tridangulo esférico:
90°- |D|

Zénite Polo

90°- ||
90°- h

Estrela

Por ley de los cosenos:
sen |daCentauri| = sen |@|sen(h) + cos|@| cos(h) cos(A)
sen |0g;rius| = sen |@| sen(h) + cos|@| cos(h) cos(A + 50°)
Substrayendo las ecuaciones:

sen |0girius| — Sen |dacentauri] = cos|P| cos(h) - (cos(A + 50°) — cos(A))

= |¢| = arccos ( sen [Osirius | — s [dacentauril >

cos(h) - (cos(A + 50°) — cos(A))

Con esto:

5.11. La geometria necesaria para la resolucién de esta pregunta estd represen-
tada en la imagen abajo:
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A B

Equador n n

En que n = 34’ se trata de la refraccién préxima al horizonte, la cual estd
exagerada en la figura para mejor entendimiento.

Las lineas CD e AB representan, respectivamente, las trayectorias real y
ficticia (por cuenta de la refraccién) de una determinada estrella. Imagi-
nando ahora un lugar arbitrario en la superficie terrestre cuyo horizonte
astronémico pueda ser representado por la linea AD, vemos que tal loca-
lizacién atiende* a la condicién del enunciado, una vez que, sin considerar
la refraccién, la estrella nunca seria visible, pero, por la presencia de ella,
pasa a ser circumpolar (en ambas situaciones la estrella toca el horizonte).
De este modo, cualquier lugar con el médulo de la latitud entre 90° — 7 e
90° atiende a la condicién expuesta por la pregunta:

|6 € [-90°, — 89°43') on ¢ € (89°43',90°]

* Atiende, pero parcialmente. El enunciado exige que la estrella esté
siempre encima del horizonte, sin poder tocarlo. Por esto, inclusive, que
los valores +89°43’ no estdn incluidos en los intervalos de la respuesta
final.

De una forma general, la condiciéon para que el reloj funcione es que la
luz solar incida en el mostrador. Sabiendo esto, podemos analizar las
condiciones requeridas:

(i) Para esta condicién, podemos analizar el caso extremo, esto es, el caso
en el que el reloj para de funcionar por un unico instante.

Como se mencioné anteriormente, es necesario que, para que el reloj pare
de funcionar, la luz solar no incida en su mostrador. Como el mostrador
estd apuntando para el norte, es necesario que, en el caso extremo, el
Sol esté en el "lado”sur del cielo, esto es, con acimut perteneciente al
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intervalo 90° < A < 270°. Como el Sol, en el caso del hemisferio Sur,
se va aproximando desde el norte conforme aumenta su altura angular,
el caso extremo en cuestion se trata del instante en que el Sol estéd en el
horizonte (o sea, en su posicién més al sur). De esta forma, en el caso
limite, 65 = 0°, de forma que:

—23°27 < §5 <0°

(ii) Considerando que el mostrador esté en el plano Este-Cenit-Oeste,
podemos concluir que este esta en la vertical. Como el instante en que el
Sol estd mas al norte es durante la culminacién superior, es necesario que,
en el caso extremo de funcionamiento del reloj, el Sol esté en el Cenit. De
esta forma:

dmax = —|@| (condicao de culminagao superior no Zénite)

El intervalo de declinaciones sera:

| —23°27" < 6 < —22°54'

Para la resolucién de esta pregunta, considere la siguiente geometria:

A es un analogo a la latitud ecliptica, siento entonces la longitud angular
recorrida por la estrella desde el equinoccio mas préximo.
Ahora, por la ley de los senos:

sen(d)
sen(e)

sen(\) =

Aplicando esta férmula para d§; e do, podemos entonces calcular el despla-
zamiento angular de la estrella en esos 40 dias:

e (sen(d2)\ . (sen(01)\  2mAt
A\ = arcsin ( sen(e) > arcsin < sen(c) =7
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En que P es el periodo de traslacién del planeta (y consequentemente el
periodo de movimiento aparente de la estrella). De esta forma:

2w At
arcsin (sen(éz)) — arcsin (Sen(él))

sen(e) sen(e)

P =

Calculando:

P =~ 597 dias

a) Sabemos que el dngulo horario del punto vernal, el T'SL, puede ser
escrito como:

TSL=H+ «

Donde H y « se refieren a un astro cualquiera, e.g. el Sol. En el caso de la
pregunta, el punto vernal esta culminando superiormente, o sea, T'SL = 0.
De este modo, la ascensién recta del Sol es:

a=—H =9h

Ahora, vamos a analizar la situaciéon en coordenadas ecuatoriales. Como
estamos despreciando la excentricidad de la orbita de la Tierra, la veloci-
dad angular del Sol vista desde la Tierra (sin tomar en cuenta su rotacién)
es constante. Note también que o = 6h en el solsticio de Junio y aw = 12h
en el equinoccio de Septiembre, o sea, la observacién fue hecha entre esas
fechas. Con esto, podriamos encontrar el tiempo At transcurrido desde el
equinoccio de Marzo a través de la trigonometria esférica. Sin embargo,
buscaremos el valor de At’, que representa el tiempo que falta para que el
Sol esté en el punto de Libra. El motivo de esto quedara claro en breve.
De este modo, podemos hacer un triangulo esférico con el Sol, el punto de
Libra y la proyeccién del Sol en el Ecuador Celeste:

Sol

wAt

Figura 5.49: Proyeccién de la posicién del Sol en el ecuador celeste
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Como queremos relacionar cuatro elementos consecutivos, debemos aplicar
la ecuacion de los cuatro elementos:

cot 90° sen & + cos(m — a) cose = cot (wAt') sen(r — «)

Pero cot 90° = 0, cos(m — a) = —cosa y sen(m — ) = sen a. Assim:
cot (wAt') = —cot arcose =

2
Utilizando w = %7 donde T = 365,24 dias, tenemos:

At = E O il
2w COs €

Note que la funcién tan—! solo es definida para dngulos menores que 90°,
por eso realizamos este procedimiento de utilizar el punto de Libra como
referencia. A partir de la expresién arriba, obtenemos At’ = 48,16 dfas.

T
Como At = 3~ At' pasaron At = 134,46 dias desde el equinoccio de

Marzo (= 21/3). Considerando que el afio no es bisiesto, tenemos que la
fecha es proxima al dia 2 de Agosto. Como esperado, esta entra entre
Junio y Septiembre.

b) Ahora, necesitamos encontrar la declinacién del Sol en la fecha indicada.
Podemos utilizar el mismo triangulo esférico de antes:

Sol

wAt

Figura 5.50: Encontrando la declinacién del Sol

Queremos relacionar §, € y «, entonces podemos utilizar la ecuacién de los
cuatro elementos nuevamente:
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cot e sen 90° + cos(m — ) cos 90° = cot d sen(m — )

Sabemos que cos90° = 0, sen 90° = 1 cos(m — ) = —cosa e sen(m — o) =
sen av. Asi:

cote = cotdsen o

Ou sea:

§ =tan™! (tanesen )

Como a = 135°, tenemos que § = 17,05°.

Para que el Sol no se ponga en ningin momento del dfa (i.e. ser circum-

polar), la latitud minima de un observador es ¢ = 90° —§ =|72,95°N |.

Para resolver este problema, es necesario notar que el tiempo At de la
salida del Sol serd igual a la diferencia del dngulo horario H’ del fin de
la puesta del Sol y el &ngulo horario H del inicio de la puesta: At = H'—H.

Note que la puesta se inicia cuando el borde inferior del Sol toca el hori-
zonte, o sea, en el inicio de la puesta el centro del disco del Sol estard a una
altura igual a la mitad de su didmetro aparente, por lo tanto la distancia
cenital en ese instante serd z = 90° — D/2.

Por lo tanto, obtenemos el siguiente tridngulo de posicién:
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Zénite

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.51: Inicio de la puesta del Sol

Por la ley de los cosenos:

c0s(90° — D /2) = cos(90° —§) cos(90° — ¢) +sen(90° — §) sen(90° — ¢) cos H

sen(D/2) = sen ¢ sen d + cos ¢ cos § cos H

Aislando cos H:
sen(D/2) — sen ¢ sen &
cos ¢ cos 0

cos H =

H — arccos sen(D/2) — sen ¢ sen &
cos ¢ cos §

Ahora, solo necesitamos darnos cuenta de que la puesta tiene su fin en
el instante en que la borda superior del Sol toca el horizonte, o sea,
en el instante en que el centro del disco del Sol tiene altura cenital de
z' =90° + D/2.

Dessa forma, temos o tridngulo de posicao:
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Zénite

90° + D2,

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.52: Fin de la puesta del Sol

Por la ley de los cosenos:

c08(90°+D/2) = cos(90° — &) cos(90° — ¢) +sen(90° —d) sen(90° — ¢) cos H'

—sen(D/2) = sen¢sen d + cos ¢ cos § cos H
Aislando cos H:
—sen(D/2) — sen ¢ sen &

H =
o cos ¢ cos 0
H' = arccos [ — sen(D/2) — sen ¢ sen §
cos ¢ cos 0

Por lo tanto, concluimos que At sera:

At = arccos <_ sen(D/2) — sen¢sen5) — arccos <sen(D/2) — Sen(bsené)

cos ¢ cos § cos ¢ cos §

OBS.: tenga cuidado para no cometer el error de resolver este problema
usando arcos de pequefia circunferencia. Cuando dg # 0, la trayectoria
diaria del Sol no es un circulo méaximo, haciendo con que tridngulos cuyos
lados no sean arcos de esa pequena circunferencia no sean esféricos.
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5.16. a) Primeramente, es importante dibujar los siguientes tridngulos esféricos:

Gacrux

dc + 90°
4,560

PCS’
PCS
Figura 5.53: Tridngulos esféricos de la situaciéon

Con la ley de los cosenos, es posible calcular el valor de 6:

cosf = cos(90° 4 d4) cos(90° + ) + sen(90° 4 d4) sen(90° + d¢) cos A

cos ) = send 4 sendg + cos d4 cos dg cos Aar

Substituyendo los valores:

cos 0 = sen(—63°13") sen(—57°14")+cos(—63°13") cos(—57°14) cos(1,1375°)
cosf = 0,9945 = 6 = arccos(0,9945)
6 = 6°01

Utilizando nuevamente la ley de los cosenos, es posible calcular el valor de

0:

c0s(90° + d¢) = cos(90° 4 d.4) cos 8 + sen(90° + d4) sen 0 cos
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—sendg = —sendy cosf + cosdy sen b cos 3

—sendg +sendy cosl

cos =
cosd4 send

Substituyendo los valores:

—sen(—57°14") 4 sen(—63°13") cos(6°01")

cos f = cos(—63°13") sen(6°01)

cos 8 = —0,9947 = [ = arccos(—0,9947)

B =174°07

Vale la pena senalar que utilizar la ley de los senos para calcular el valor de
[ generaria una ambigiiedad, pues seria imposible determinar si el angulo
estaria en el primer cuadrante o en el segundo cuadrante.

Por ultimo, la ley de los cosenos también puede ser usada para calcular el
valor de ~:

cosy = cos(4,50) cos(90° 4+ 5.4) + sen(4,50) sen(90° + d.4) cos(180° — 3)
cosy = — cos(4,50) sen d 4 — sen(4,56) cos d4 cos B

Substituyendo los valores:

cosy = —cos(4,5-6°01") sen d 4 —sen(4,5-6°01") cos(—63°13") cos(174°07")

cosy = 0,9989 = arccos(0,9989)

Por lo tanto, el angulo entre el polo real y el polo determinado en base a
la cruz del Sur equivale a 2°41’.

b) En la situacién 6ptima deseada, tenemos que el andlogo del dngulo
de la figura 5.53 debe ser 90°. Asi:
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Gacrux

Acrux

dc + 907

6

PCS
Figura 5.54: Tridngulos esféricos de la situacion éptima

Aplicando la ecuacién de los cuatro elementos en el tridngulo PCS’ - Acrux
- PCS:

cot 90° sen(180° — ) + cos(rf) cos(180° — B) = cot(d4 + 90°) sen(rd)

90°
Como cot 90° = 0, cos(180°—z) = — cosz y cot(90°+x) = W =
—senx

= —tanx, temos:
cosx

cos 3

—cos(rf) cos f = —tand4 sen(rf) = tan(rf) = -
an oA

Realizando los debidos célculos:

tan(rf) = 0,5021 = rf = 26°41’

Como 6 = 6°01’, llegamos al resultado final:

Asi, el valor ideal para el prolongamiento seria de 4,44:
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5.17. Primeramente, note que |§| > 90° — |¢| < 80° > 30°, ou seja, a estrela
é circumpolar. Perceba também que o Sol nunca é circumpolar na loca-
lidade do observador, uma vez que sua declinagao nunca ultrapassa cerca
de 23°27', logo ha "noites”em todos os dias do ano (i.e. o Sol se pde todo
dia). Agora, note que o observador s6 conseguira ver a estrela na situagao
de azimute maximo durante a noite, porém nem sempre esses eventos coin-
cidem. Desse modo, a observacao da estrela em seu azimute maximo sé
é possivel em alguns dias do ano. Note também que isso somente nao
ocorreria em locais préximos aos polos nos quais o Sol nunca nasce.

Dicho esto, la situacién de acimut maximo estd representada en la siguiente
figura:

Zenite

Figura 5.55: Acimut maximo

Aplicando la ley de los senos en el tridngulo esférico formado:

sen(90° —¢)  senn
sen 90° T sen Amag

Donde n = 90° — §. Como sen(90° — x) = cosz e sen90° = 1, podemos
reescribir esta ecuacién como:

cos 0
cosp = ——
sen Aoz

Ou sea:
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_1 [ cosé
Appar = sen !
Cos ¢

> = 11°34'

5.18. De inicio, es importante entender que, proyectando la torre en la esfera
celeste, serd formado un huso esférico, el cual representa la region del cielo
invisible al observador. Esto puede ser visualizado a través de la siguiente
imagen:

El hecho de la torre ser suficientemente grande nos permite extrapolar su
tamano al nivel de la esfera celeste, de modo que la proyeccién de esta
(representada por la interseccién de los planos de color rojo con la esfera
celeste) sea, de hecho, un huso esférico.

Imaginando ahora que exista una estrella arbitraria de distancia polar A,
esta se mantendrd siempre oculta por la torre en caso de que la misma
permanezca siempre dentro del huso esférico analizado. La méaxima dis-
tancia polar (y consecuentemente la minima declinacién) corresponderd al
caso en que la trayectoria "toque”los extremos del fuso.

Por trigonometria plana, podemos encontrar el angulo de semiapertura
del huso (a):
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senox = —

d

Ahora, observando el posicionamiento del polo elevado en el huso esférico
en cuestién, podemos esquematizar la siguiente situacién:

El angulo recto en la imagen puede ser justificado por medios geométricos:
la curva de menor distancia entre un punto (en este caso, el PNC) es un
arco de circulo maximo (a saber, uno de los lados del huso) consiste en un
arco de circulo maximo perpendicular al arco analizado. Ahora, por la ley
de los senos:

COS Omi cos R
. ¢ = COSOmin = — COS P
sen « sen 90° d
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5min ~ 640 54/

5.19. Convirtiendo las coordenadas de la estrella 1:

Aplicando la ley del coseno-coseno:
cos(e) cos(l — 90°) = sen(e) cot(90° — b) — sen(l — 90°) cot(270° — b)

—sen(l — 90°) >
cos(€) cos(l — 90°) — sen(e) cot(90° — b)

o = 270° — arctan (

a =95°5" (lembre-se de usar o resultando de arctan no segundo quadrante)

calculando § usando la ley de los senos:

sen(90° — 9) sen(90° —b)

sen(f —90°)  sen(270° — )

§ =13°27

Convirtiendo las coordenadas de la estrella 3:
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Aplicando la ley de los cosenos:

c0s(90° — §) = cos(2) cos(90° — @) + sen(z) sen(90° — ¢) cos(A)

§ = 37°10/
aplicando la ley de los senos:
sen(360° — H)  sen(A)
sen(z) ~ sen(90° — 6)

H = 349°52™ = 23"19™

aplicando la férmula de tiempo sideral:

T=a+H

5" = + 23hog™

a = 541

Ahora, con estos valores en mano podemos calcular el dngulo £132.

Con triangulos esféricos similares a este podemos calcular la distancia entre
las estrellas con la féormula:

cos D = ¢0s(90° — &1) cos(90° — d2) + sen(90° — 61) sen(90° — d3) cos(Aa)

Di_3 =36°36',  Di_o=25°55/,  Dj_s=12°49

PCN
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cos Di_9 = cos D1_3cos Dy_3 + sen D1_3sen Da_3 cos(132°)

/132 = 28°9’

5.20. En el hemisferio Norte, para que las estrellas nunca nazcan, es necesario
que la siguiente relacién se deba cumplir:

0 < ¢—90°

En el caso de Krakow:
6 < —39,9°

Ahora, podemos analizar las estrellas en cuestién.
Para facilitar, podemos convertir las latitudes ecuatoriales en eclipticas a
través de la siguiente férmula de conversion de la trigonometria esférica:

sen(B) = cos(e) sen(d) — sen(e) cos(d) sen(a)
Substituyendo los valores numéricos:
/BSirius = —39,70

BCanopus = _75790

En este sentido, necesitamos determinar el impacto de la precesién en las
coordenadas ecuatoriales de las estrellas (en especial la declinacién).

De acuerdo con el modelo de precesiéon asumido, el médulo de la diferencia
entre la declinacién de una estrella y su latitud ecliptica nunca debe ser
mayor que 23,5°. De esta forma, calculando los posibles valores de decli-
nacién de las estrellas, tenemos:

Sirius: —63,2° < dsirius < —16,2°

Canopus: —90° < dcanopus < —52,4°

De acuerdo con la condicidon expuesta en el inicio de la solucién y con los
intervalos obtenidos, podemos concluir que Sirius se puede convertir en
una estrella que nunca salga. Canopus, a su vez, siempre serd una estrella
que nunca se alzara en Krakow.



Capitulo 6

Escalas de Tiempo

Desde los origenes de la humanidad, el concepto del tiempo siempre ha
estado muy presente en la vida de las personas, ya sea para predecir cuando
se pondria el sol o para calcular los dias que faltaban para la temporada de
lluvias. Hoy en dia, el uso de relojes digitales y calendarios es tan comin que
casi no nos paramos a pensar en el significado de esos niimeros tan presentes en
nuestro dia a dia. En este capitulo, estudiaremos los conceptos relacionados con
el paso del tiempo. Traducciéon realizada con la versién gratuita del traductor
DeepL.com

6.1 Proyectando en el Ecuador Celeste

Uma ferramenta muito 0til para a visualizacdo dos diversos conceitos que
iremos aprender neste capitulo é um desenho 2D do equador celeste, pois as
escalas de tempo sao medidas sobre esse plano. Por convengao, iremos sempre
analisar a visao do hemisfério Sul, como representado na imagem abaixo:

Equador_plano.png

Figura 6.1: Plano del ecuador celeste

Ahora, ilustremos esta herramienta en una situacién cldsica. Como vimos
en el capitulo de astronomia de posicion, el angulo horario es el arco sobre el
ecuador celeste entre el meridiano local de un observador y el meridiano de un
astro, creciendo hacia el oeste. De este modo, siendo A la longitud (que crece
hacia el este a partir del meridiano de Greenwich) de un observador que ve una
estrella de dngulo horario H, tenemos:

401
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Angulohorario.png

Figura 6.2: Angulo horario de un astro. Imagen fuera de escala (en la préctica,
el astro estd infinitamente distante)

Obsérvese que, desde el punto de vista convencional, las magnitudes que
crecen hacia el oeste giran en sentido antihorario, como el angulo horario. Por
otro lado, las magnitudes que crecen hacia el este se representan en sentido
horario, asi como la longitud del observador.

Como era de esperarse, puede observarse que H = 0 cuando el astro pasa
por el meridiano local y que A = 0 cuando el observador se encuentra sobre el
meridiano de Greenwich. Ademas, vale analizar el movimiento diario del astro.
Como vimos en el capitulo anterior, los astros nacen por el este y se ponen por
el oeste, es decir, se mueven hacia el oeste a lo largo del dia. De este modo,
tenemos:

Movdiario.png

Figura 6.3: Movimiento diario de los astros

6.2 Sol Verdadero y Sol Medio

Uno de los astros mas importantes para nuestra nocién de tiempo es el Sol,
que ha sido utilizado por la mayoria de los pueblos a lo largo de la historia
para definir escalas como la hora y el segundo. Sin embargo, posee ciertas
peculiaridades que lo vuelven poco conveniente cuando se requiere medir el
tiempo con alta precisién (del orden de minutos):

e La o6rbita de la Tierra alrededor del Sol es eliptica, lo que hace que la
velocidad angular del Sol visto desde la Tierra varie a lo largo del ano;
item Existe una inclinacién (= 23°27’) entre el plano de la érbita terrestre
y el plano del ecuador terrestre.

Cabe resaltar que la segunda peculiaridad es especialmente incomoda, pues
hace necesario proyectar la posicién del Sol (que estd en la ecliptica) sobre el
ecuador celeste, lo cual exige un cédlculo mas complejo que una simple regla
de tres, como veremos mas adelante. En vista de estos aspectos, en lugar de
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utilizar el Sol verdadero para medir el paso del tiempo, se define un astro ficticio
conocido como el Sol medio. Este posee dos caracteristicas principales:

e Su velocidad angular alrededor de la Tierra es constante, lo que significa
que su ascension recta crece linealmente;

e Su declinacién es siempre nula, es decir, su trayectoria anual se encuentra
sobre el ecuador celeste de la Tierra.

Asi, se define el dia solar medio como ezxactamente de 24 horas. Por
otro lado, el dia solar! es el intervalo de tiempo entre dos pasos meridianos
consecutivos del Sol (verdadero). Debido a la excentricidad de la érbita terrestre
y a la oblicuidad de la ecliptica, la duracién de un dia solar es variable, oscilando
entre 2375939 y 24"00™30°. Esto ocurre porque ambos factores hacen que
la variacion de la ascensién recta del Sol verdadero no sea constante a lo largo
del ano.

Como consecuencia, se genera una diferencia entre la ascension recta del
Sol medio y la del Sol verdadero con el transcurso del tiempo. Un resultado
de ello puede observarse en el analema, que consiste en diversas fotografias del
Sol tomadas en intervalos de exactamente un dia solar medio (24 h) entre si
(es decir, a una hora fija, por ejemplo, 12:00). Asi, el Sol medio se encuentra
siempre en la misma posicion en las fotografias y, debido a la diferencia entre
las ascensiones rectas de los soles medio y verdadero, observamos la variacién
de la posicion del Sol verdadero a lo largo de un eje paralelo al ecuador celeste
(eje rojo en la imagen inferior).?

Analema_temposolar.png

Figura 6.4: Analema

Como forma de cuantificar las diferencias derivadas del uso del Sol medio
para el calculo horario, se define un concepto conocido como ecuacién del
tiempo (ET), que es la diferencia entre las ascensiones rectas del Sol medio y
del verdadero:

ET = QoM — Qv

La ecuacién del tiempo varia a lo largo del afio y consiste en una combi-
nacién de las diferencias producidas por los dos factores caracteristicos del Sol
verdadero: la excentricidad de la drbita terrestre y la oblicuidad de la ecliptica.
La imagen siguiente representa la variacién de cada uno de estos factores y de
la ecuacion del tiempo:

ITambién puede llamarse dfa solar verdadero.
2La explicacién del analema se profundiza en un apéndice del libro.
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eqtempo.png

Figura 6.5: Ecuacion del tiempo

Finalmente, analicemos ambos soles en la esfera celeste:

Solmediovdd.png

Figura 6.6: Sol medio y Sol verdadero en la esfera celeste

Despreciando la excentricidad de la érbita terrestre, es posible calcular el
valor de ET como funcién del tiempo At transcurrido desde el equinoccio de
marzo (punto 7). En primer lugar, la ascensién recta del Sol medio puede
calcularse mediante una simple regla de tres:

At
oM = wAt = 27‘('?

Donde T es el periodo de traslacion de la Tierra. Ahora, para encontrar la
ascension recta del Sol verdadero, es necesario proyectar su posicién sobre el
ecuador celeste, tal como se representa en la imagen siguiente:

Ascretasolvdd.png

Figura 6.7: Ascensién recta del Sol verdadero

Se puede notar que la aplicacion de la Ley de los Senos o de la Ley de los
Cosenos no nos devolveria un resultado directo. En este caso, lo ideal es utilizar
la ecuacion de los cuatro elementos, vista en el capitulo anterior:

cot AE sen AI + cos LI cos AI = cot LE sen LI
Como AFE =90°, Al =i, LE = wAt e LI = agy, tenemos:

cot 90° sen i + cos agy cosi = cot(wAt) sen agy

Como cot 90° = 0, podemos llegar a la respuesta final:
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1 . At
aepy = tan cost - tan 27r?

Dado que ET = agym — apv, es posible encontrar la ecuacion del tiempo
como funcién del tiempo®. Cabe resaltar que la ltima expresién deducida solo
es véalida para At < T'/4 y que seria necesario realizar un procedimiento analogo
para cada cuadrante con el fin de obtener el resultado a lo largo de todo el afio,
el cual estd representado en el segundo gréafico de la figura 6.5.

6.3 Escala Solar

En esta seccién introduciremos dos nuevos conceptos: el tiempo solar ver-
dadero local* (T®VL) y el tiempo solar medio local (TOML):

Escala/solar.png

Figura 6.8: Escala solar cuando ET > 0

Como la gran mayoria de los conceptos relacionados con el tiempo, ambos
crecen hacia el oeste. El ToVL es la nociéon mas simple que podemos tener
del horario, valiendo 0Oh cuando el Sol verdadero culmina inferiormente y 12h
cuando culmina superiormente. Aunque no corresponde al horario que vemos
en nuestros relojes, esos valores son relativamente proximos. Uno de los factores
que causa tal discrepancia es la ET, también representada en la imagen. Notese
que, de acuerdo con la figura 6.1, la diferencia entre las ascensiones rectas de
los soles medio y verdadero es igual a la diferencia entre los dos tiempos solares
presentados, es decir:

ET = ToVL — ToML

Es esencial resaltar dos aspectos importantes de esta ecuacién:

e Cuando ET > 0, el Sol verdadero se encuentra maés al oeste que el Sol
medio, tal como se representa en la figura 6.8;

e Precaucion: mientras que la ET escrita en términos de la ascension recta
es una resta entre el valor correspondiente al Sol medio y el del Sol verda-
dero, este orden se invierte cuando se expresa en términos de los tiempos
solares verdadero y medio.

3Despreciando la excentricidad de la érbita terrestre.
4También conocido como tiempo solar aparente.
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Finalmente, obsérvese que la relacion entre los tiempos solares y los dngulos
horarios de los soles es bastante directa. Para el Sol verdadero tenemos:

‘TQVL = Hov + 12h\

donde Hgy es el dngulo horario del Sol verdadero. Para el Sol medio:

| ToML = Hor + 121

donde Hgps es el angulo horario del Sol medio. Ambas relaciones pueden
deducirse observando la representacion del dngulo horario en el plano del ecu-
ador celeste en la figura 6.2 y comparandola con los tiempos solares vistos en
esta seccion.

6.4 Escala Sideral

La palabra “sideral” deriva del latin sidereum, que significa “en relacién con
el cielo”. En la seccidn anterior utilizamos como referencia al Sol, ya sea el
verdadero o el medio. En esta seccién, en cambio, nos basaremos en las estrel-
las distantes (que estdn esencialmente fijas en la esfera celeste), con especial
atencién al punto vernal ~.

6.4.1 Periodo Sideral e Sinddico

Las diferencias entre las escalas “siderales” y las demads escalas pueden re-
sumirse en la pregunta: “;qué estamos utilizando como referencia?”. La respu-
esta puede ilustrarse mediante el cdlculo del periodo sinédico. Como contexto,
consideremos dos planetas A y B que orbitan una misma estrella en 6rbitas
circulares, tal como se muestra en la imagen siguiente.

config| sin.png

Figura 6.9: Contexto

El periodo sideral del planeta A es el tiempo que tarda en volver a la misma
configuracién con respecto a las estrellas distantes (que permanecen esencial-
mente inmdviles); es decir, el perfodo sideral equivale al perfodo de traslacién
de cada planeta. Lo mismo se aplica a B. De este modo, siendo P; y w; el
periodo sideral y la velocidad angular del planeta ¢, respectivamente, tenemos:

21
W; = —
P
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Por otro lado, el periodo sinédico de los planetas es el tiempo que tardan en
volver a la misma configuracién orbital entre si. Por ejemplo, supongamos que
los planetas estan en oposicién en un cierto instante. Después de un periodo
sinédico S, volveran a esa misma configuracién. Utilicemos esto para deducir
el valor de S como funcién de P4 y Pp, segun la imagen:

temposinodico.png

Figura 6.10: Periodo sinddico

Recordemos que, de acuerdo con la Tercera Ley de Kepler, los planetas
mas cercanos a la estrella poseen velocidades angulares mayores - en este caso,
w4 > wp. Asi, puede observarse que el planeta A dard una vuelta completa
(27 rad) y recorrera un dngulo adicional 6 antes de quedar nuevamente alineado
con el planeta B, que solo habra recorrido un dngulo 6. Por tanto:

(pA:27T+0
op =10

Ademas, los dngulos ; recorridos por los planetas se relacionan con sus
velocidades angulares y con el tiempo S transcurrido desde el inicio mediante:
27
S

= S = e
PA = WA Pa

2
©p =wpS = <PB> S

Como ¢4 = 27 + ¢ p, podemos combinar estas expresiones para llegar a la
respuesta final:

27 2
=2 S|—=—)5=2 — ]S
YA T+ ¢pB (PA> W+<PB>

Dividiendo ambos los lados de la ecuacion por 275, obtenemos:

1 1 1

S~ P, Pg

Cabe destacar que esta expresion solo es valida para planetas que orbitan
una estrella en el mismo sentido.

Ejemplo 1

Un planeta hipotético orbitando el Sol en el mismo sentido que la Tierra
tiene un periodo sideral igual a su periodo sinédico con respecto a la Tierra.
Asi, calcule el periodo sideral Px de este planeta.
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Solucion

Primero, debemos determinar si este planeta (al que llamaremos X) es inte-
rior o exterior con respecto a la Tierra para aplicar la expresion del periodo
sinédico. Probemos cada caso. Suponiendo que es inferior, P4 = Px y
Pp = Py, es decir:

1 1 1

5" Px P
Sin embargo, de acuerdo con el enunciado, S = Px, lo que cancelaria los
términos de la ultima ecuacién, resultando en Pg — oo, lo cual es absurdo.
Por lo tanto, podemos concluir que el planeta es exterior. Asi, Py = Pg vy
Pp = Px, y por tanto:

1 1 1

S~ Py Py

Usando S = Px y reescribiendo, tenemos:

1 1 1
» - » X (&) anos

Ejemplo 2

Calcule el equivalente del perfodo sinédico S’ en el caso en que los planetas
Ay B orbitan la estrella central en sentidos opuestos.

Solucion

La deduccion es andloga a la del caso en que los sentidos son iguales. La
imagen siguiente representa el movimiento de los planetas:

sinodicodif.png

Figura 6.11: Ejemplo 2

Segin la imagen, se observa que ¢4 + pp = 27. Como ¢4 = waS' y
pp = wgS’, tenemos:

WAS/ + oJBS/ =27
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27 27 o . .,
Perowy = .Y wp = P por lo que podemos reescribir la iltima ecuacién
A B

para obtener el resultado final:

6.4.2 Conversion

Ahora, derivaremos la conversion entre la escala sideral y la solar. De acu-
erdo con lo visto hasta ahora, podemos presentar dos conceptos:

e Dia sideral: periodo de rotacion de la Tierra, es decir, el tiempo que tarda
una estrella distante en volver a la misma posicién vista por un observador
fijo en la Tierra;

e Dia solar®: el tiempo que tarda el Sol en volver a la misma posicién visto
por un observador fijo en la Tierra.

Estos conceptos estan ilustrados en la siguiente imagen:

Diasid.png

Figura 6.12: Dia sideral (Dy;q) y dia solar (Dg)

Obsérvese que la estrella que estaba en el cenit del observador en ¢t = 0
regresa a dicha posicion después de un dia sideral. Por otro lado, el Sol, que
estaba culminando inferiormente en ¢t = 0, vuelve a esta configuracién después
de un dia solar. Ademaés, cabe destacar que los dias solar y sideral tienen
valores diferentes debido al movimiento combinado de rotacién y traslacién
de la Tierra: si la Tierra no se trasladara alrededor del Sol, Dy;q = Do = Pyrot;
y si la Tierra no rotara, no habria dfa sideral (es decir, Dgq = 0 0 Dg;q = 00)
y tendriamos Dg = Py, (traslacion).

Ahora, realizaremos un procedimiento analogo al del periodo sindédico para
encontrar el valor de Dg;q como funcién de Dg. La imagen siguiente representa
la situacién:

calc_sifd.png

Figura 6.13: Célculo de Dg;q

°Para la discusién actual, utilizaremos el concepto de dia solar medio.
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Considerando que wyot > Wirq, podemos relacionar los angulos recorridos
durante un dia solar por el observador en la Tierra, ¢,.¢, y por el centro de la
Tierra, ©irq:

Prot = 27 + 6
Ptra = 0
Como el dia sideral es el propio periodo de rotacién de la Tierra (Dg;q =
2 2
P,ot), tenemos que wyor = P—W = DW . Por otro lado, siendo Py, = 365,242
rot sid

dfas solares medios®, tenemos que weyq = . Con esto:

27
Prot = wrotDG - (D ‘d) D@
s

Ptra

2w
Ptra = wtraD(D = <P > D@
tra

Combinando todas estas expresiones:

2w 2w
Prot = 27T+ Pira < <Dsid> DG = * (Ptra> D®

Dividiendo ambos lados de la expresién por 2nDg:

U S
Dsid_DG Ptra

Si 1Dg =1 dia solar medio = 24h y Py, = nDg, tenemos:

L SRS S P
D4 Do  nDg S

De

Realizando el célculo (n = 365,2422), obtenemos | Dg;q = 23"56™4,1° ‘ La
imagen siguiente muestra las consecuencias de esta diferencia a lo largo de un
dia. Obsérvese que, a lo largo de un ano, esta pequena diferencia de casi 4™
se “acumula”’ de manera que, después de un ano, podemos ver la estrella en
la misma posicion inicial realizando la observacion a la hora original. Esto da
origen a los términos <constelaciéon de invierno» y <constelacién de veranos,
ya que el cielo que observamos desde cualquier lugar de la Tierra cambia a lo
largo del ano. Por ejemplo, el tridngulo de verano es un asterismo formado
por las estrellas Vega, Deneb y Altair que puede verse en verano, pero no en
invierno (del Hemisferio Norte).

6Este es el valor de un afio tropical. Discutiremos los tipos de afios en la seccién 6.7
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visualli_sid.png

Figura 6.14: Consecuencia de la diferencia entre el dia sideral y el dia solar

Por ultimo, cabe destacar que la escala de tiempo sideral posee sus propias
unidades. De manera aniloga a la escala solar, tenemos segundos, minutos,
horas y dias siderales. Para convertir entre estas escalas, basta utilizar:

tsia =1 n
sid — ®n+1

6.4.3 Tiempo Sideral

En la escala solar, utilizamos conceptos relacionados con el Sol, como su
angulo horario, TOVL y TOML para representar su posicién en el cielo. En
la escala sideral, utilizamos el concepto de tiempo sideral local (T'SL) para
representar la posicién del punto vernal en el cielo. Aunque podriamos usar
cualquier estrella como referencia, el punto vernal es especialmente conveni-
ente porque siempre se encuentra (por definicién) en el ecuador celeste y en
la ecliptica, y no posee movimiento propio. Estas caracteristicas consideran el

efecto de la precesién de la Tierra, aunque no la nutacién”.

El TSL se define como el angulo horario del punto vernal, como se muestra
en la figura siguiente. Puede medirse tanto en horas solares como en horas
siderales, y puede convertirse de una a otra usando la relacién ya vista:

tsl_tempo.png

Figura 6.15: T'SL

Existe una expresién muy relevante que relaciona el angulo horario H y la
ascensioén recta « de cualquier astro con el T'SL. Aunque ya se vio en el capitulo
de astronomia de posicién, la deduciremos ahora. Observando la figura:

7Se podria usar el concepto de punto vernal verdadero, pero rara vez se requiere en
examenes.
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TSL_eq.png

Figura 6.16: T'SL como funciéon de o y H

Recordemos que la ascensién recta se mide sobre el ecuador celeste desde el
punto vernal y crece hacia el este. Asi, directamente de la figura se obtiene:

TSL=H+«

6.5 Definiciones

6.6 Definiciones

En esta seccion aprenderemos otros conceptos relacionados con el estudio
del tiempo. Aunque pueda parecer "memorizacién”, es fundamental entender
los fundamentos tedricos para resolver problemas de este tema.

6.6.1 Greenwich

El meridiano de Greenwich, o meridiano principal, es relevante por dos
razones:

e Marca la longitud cero;

e Esté en el centro del huso horario UTC +0.

Por ello, es comin expresar varios conceptos con respecto a Greenwich. El
ejemplo més habitual es el horario: un evento que comienza a las 14 : 00 UTC®
comenzard a las 11 : 00 en Sao Paulo (UTC —3) y a las 10 : 00 en Cuiabd (UTC
—4).

También es habitual expresar T'SL, TOVL y TOML en Greenwich, deno-
mindndolos respectivamente T'SG (tiempo sideral de Greenwich), TOVG (ti-
empo solar verdadero de Greenwich) y TOMG (tiempo solar medio de Gre-
enwich). Esto se hace porque Greenwich es un referente astronémico. Por
ejemplo, si un estudiante en Singapur informa un T'SL en su longitud, ne-
cesitariamos conocer dicha longitud para calcularlo. Es més conveniente que
proporcione directamente el TSG. La figura muestra estos tres conceptos:

8 Anteriormente, UTC se llamaba GMT. Todavia se usa GMT en algunas regiones.
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Greenwich.png

Figura 6.17: Escalas de tiempo en Greenwich

Para convertir valores de Greenwich a locales (cualquier longitud), conside-
ramos la conversion entre T'SG y T'SL; las conversiones de TOVG y TOMG
son analogas:

tsgtsl.png

Figura 6.18: Conversién entre T'SG y T'SL

Directamente, se obtiene:

TSL=TSG + )|

Finalmente, To MG también puede llamarse UT ( Universal Time).

6.6.2 Husos horarios

Un huso horario delimita una regién donde todos los habitantes usan la
misma hora (tiempo civil). Generalmente®, cada huso abarca 7,5° al oeste
y este de un meridiano central. Por ejemplo, el centro del huso UTC —3 se
encuentra en A = —45°. La figura muestra los husos del planeta:

fusosh.png

Figura 6.19: Husos horarios de la Tierra

Definimos el huso F' como la longitud del centro del huso de un lugar. Por
ejemplo, Moscu tiene A = 37°,37/,6,3” y pertenece al huso UTC +3, es decir,
F = +45°. La figura ilustra este concepto de forma general:

9Factores geopoliticos pueden alterar esto, por ejemplo, China usa un solo huso horario.
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fuso_ang.png

Figura 6.20: Angulo de huso F

6.6.3 Tiempo de fuso

Finalmente, llegamos al concepto que determina la hora en nuestros relojes.
Los factores a considerar son:

e Sol medio: usamos como referencia el Sol medio, no el verdadero; la
ecuacion del tiempo cuantifica la diferencia;

e Husos horarios: importa el huso donde se encuentra el observador, no su
longitud exacta. Se usa el centro del huso como referencia.

Asi, el tiempo de huso TF, o tiempo civil, corresponde al tiempo solar
medio del centro del huso:

Tempofusgo.png

Figura 6.21: Tiempo de huso TF

Con esto, concluimos los conceptos principales de las escalas de tiempo. Una
estrategia general para resolver problemas de este contenido es:

1. Dibujar el plano del ecuador celeste;

2. Representar los valores dados y los valores deseados;
3. Relacionar los angulos para obtener la respuesta final.
A continuacién, algunos ejemplos practicos.

Ejemplo 3

Calcule la culminacién superior del Sol en Sdo Paulo (A = —46°,38',20",
UTC -3). Se da que la ecuacién del tiempo en el dia de observacién es ET = +12
min.

Solucion

Analizamos la situacién en el plano del ecuador celeste. Es conveniente
hacer un dibujo que represente razonablemente los valores numéricos dados.
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En la culminacién superior del Sol (verdadero), su proyeccién en el plano del
ecuador celeste coincide con el cenit del observador, asi:

pass_mexrid2.0.png

Figura 6.22: Hora de paso meridiano

De acuerdo con los angulos de la figura:

TF + BT — (]A| - |F|) = 12h = | TF = 12h + ]\| - | F| — BT |

Sustituyendo los valores: TF = 11"54™33%. Valor cercano a las 12 : 00 como
era de esperar.

Ejemplo 4

Despreciando la excentricidad de la érbita terrestre, responda:

1. Para un observador en el ecuador, jcuando sale el Sol més tarde: en el
solsticio de junio o en el equinoccio de marzo?

2. Para un observador en el ecuador, jcuando sale el Sol mas tarde: en el
equinoccio de marzo o al dia siguiente?

Solucion

La clave es recordar la ecuacién del tiempo (ET). Despreciando la excen-
tricidad de la érbita terrestre, las ascensiones rectas del Sol medio y del Sol
verdadero coinciden solo en solsticios y equinoccios. Ademds, ET > 0 para
At < T/4, donde At es el tiempo desde el equinoccio de marzo. Entonces:

a) Como ET = 0 en el solsticio de junio y en el equinoccio de marzo, el Sol sale
a la misma hora en ambos dias.

b) El Sol verdadero estd mds al oeste que el Sol medio para At < T/4. Aqui,
At =1 dia, por lo que el Sol sale mas temprano que en el equinoccio vernal.

6.7 Traslacién de la Tierra y la Luna

Estudiaremos conceptos relacionados con las 6rbitas de la Tierra y la Luna.
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6.7.1 Tipos de anos
Ano sideral
Tiempo que tarda la Tierra en completar una vuelta alrededor del Sol res-
pecto a las estrellas fijas: 365,2564 dias solares medios.
Ano tropical

Tiempo entre dos pasos consecutivos del Sol por el punto vernal. Es el
utilizado para las estaciones: 365,2422 dias solares medios. La diferencia con el
ano sideral se debe a la precesion terrestre.

anotrpp.png

Figura 6.23: Diferencia entre ano sideral y ano tropical

6.7.2 Meses de la Luna

Mes sideral

Periodo sideral de la érbita lunar alrededor de la Tierra: 27,3217 dias.

Mes sinédico o lunacién

Intervalo entre dos configuraciones idénticas consecutivas. La diferencia con
el mes sideral se debe a la traslaciéon de la Tierra alrededor del Sol, como muestra

la figura:
. png

Figura 6.24: Diferencia entre el mes sideral y el mes sinédico

Perceba que la situacion es andloga a la diferencia entre el dia solar y el dia
sideral (fig. 6.12), con las tnicas sustituciones siendo Dg — Psin ¥ Dsia — Psid-
Asi, podemos escribir:

1 1 n 1
Psid B Psin Ptra
Sustituyendo Py, = 365,2422 dias y Ps;q = 27,3217 dias, obtenemos:
Psin, = 29,531 dias
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6.8 Problemas

6.1. (Principiante) En un determinado dia, Mercurio estaba en méxima elon-
gacién este!? con respecto a la Tierra. Considerando la érbita circular de Mer-
curio con radio R = 0,39 UA, calcule después de cudntos dias esta configuracién
se repetira.

6.2. (Intermedio) Considerando érbitas circulares de la Tierra y Mercurio con
radios Rg y R

a) Demuestre que el dngulo entre Mercurio y la Tierra visto desde el Sol varia
con una tasa wye; = Wy —wg, donde wys y wg son las velocidades angulares
de Mercurio y de la Tierra.

b) Calcule AT para que Mercurio vaya de la méxima elongacién este a la
maxima elongacion oeste.

6.3. (Intermedio) (P1 Vinhedo/2021) Cierto dia, Giulia decide ir a la playa.
Sin embargo, se pierde en medio del camino durante la madrugada y nota que
su reloj marca 6:32 al amanecer. Sabiendo que se encuentra en el hemisferio
Sur, jcudl es su longitud?

Datos: El dngulo horario del Sol en su amanecer era —80°, ella esta en el huso
—3 UTC y ET =0 el dia de la observacion.

6.4. (Intermedio) Calcule la duracién de un dia solar alternativo D, en caso de

que el sentido de rotacién de la Tierra fuese contrario a su sentido de traslacién.
n
Considere que Py;q = P * 24 horas solares, donde n = 365,2422 dias.
n

6.5. (Intermedio) (IOAA adap.) Las coordenadas de la Gran Nube de Magal-
lanes (LMC) son o = 5724™ y § = —70°00’". La latitud y la longitud de Phuket
son 7°53" y 98°24' E, respectivamente. Calcule el T'SG cuando la LMC culmina.

6.6. (Avanzado) (SAO) ;A qué hora amanece en la Ciudad de Singapur (latitud
cercana a 0, A = 103,8°E, UTC +8)? Cousidere que:

e BT =0 el dia de la observacion;

e La refraccién atmosférica cerca del horizonte vale n = 34’;

e El Sol amanece cuando es posible ver su borde superior;

e El didmetro angular del Sol es 32’.

10Ver apéndice de Configuraciones Planetarias.
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6.7. (Intermedio) Sirius posee coordenadas ecuatoriales (6, ) = (—16°43', 6"45™).
El dfa 21/12, FiYa observa el cielo en Joao Pessoa - PB (¢ = —7°7’). FiYa adora
Sirius y pide su ayuda para calcular los siguientes datos:

a) {Cudl es el intervalo de tiempo (en el TSL) en el que Sirius estard sobre
el horizonte?

b) ;Cudndo culminard la estrella?

¢) Considerando que Sirius es visible cuando todo el disco solar estd bajo
el horizonte (considere la refraccién atmosférica 6 = 34’ ), jpor cudnto
tiempo serd posible observar a Sirius en el cielo?

6.8. (Principiante) La ecuacién del tiempo se define como ET = ap — ay
donde ayp; es la ascensién recta del Sol medio y ay es la ascension recta del
Sol verdadero. En su forma mas pura, puede ser definida como la suma de dos
senoides, una relacionada con la oblicuidad de la ecliptica y otra relacionada
con la excentricidad de la Tierra. Por ello, es negativa en una mitad del ano y
positiva en otra. ;jEn qué parte del ano es negativa y en cudl es positiva? ;Por
qué?

6.9. (Avanzado) Suponiendo que hoy la Luna tiene coordenadas ecuatoriales
(6r,ar) = (6°56', 0"42™) calcule el Tiempo Civil en que la Luna nacerd en
Fortaleza (¢ = —3°46’, A = —38°32’) dentro de 2 dias. ;Cuél serd la fase de la
Luna en ese dia?

Datos: El periodo de la Luna es P, = 27,3 dias, Fortaleza sigue el huso UTC-3.

6.10. (Intermedio) Un observador en Rio de Janeiro 22°54'10”S, 42°1228"
noté que a las 11 : 00 : 00 (hora civil), el dngulo horario del Sol era igual a
—0"58™51%. Sabiendo que Rio de Janeiro sigue el huso UTC-3, responda:

a) ¢ Cudl es el valor del tiempo en el momento de la observacién?

b) Ese mismo dia, el Sol cruzé el meridiano local con una distancia cenital de
z = 39°3'19”. Ignorando la excentricidad de la dérbita de la Tierra, estime
aproximadamente el dia del ano en que esta observacién ocurrié

¢) Debido a la simetria de la ecliptica, hay dos posibles fechas en que el Sol
cruza el meridiano local con un determinado z. ;Cémo nos dice la ecuacién
del tiempo cudl de ellas es la correcta?

6.11.
6.12.

6.13.
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6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.
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6.9 Gabarito

6.1. En la deduccién del periodo sinédico, calculamos el tiempo entre dos confi-
guraciones sucesivas de oposicién entre los planetas. Observe que el calculo
seria el mismo, independientemente de la configuracion especifica. De este
modo, basta calcular el periodo sinédico entre Mercurio y la Tierra.

El periodo sideral Py; de Mercurio puede ser calculado por la Tercera Ley
de Kepler:
Pi _Laio” | p ) oudan
- = — = 0,244 anos
R~ 1UA® 7Y

Luego, por la ecuacién del periodo sinddico:

1 1 1
=— — — =[P, =0,32an
Psin PM P® si anos

6.2. a) Observe que esta tasa de variacién es independiente del instante en
que observamos los planetas. De este modo, podemos elegir cualquier
situacion inicial para analizar la variacién del dngulo 6 entre Mercurio
y la Tierra. Por conveniencia, vamos a considerar que Mercurio estd en
conjuncién inferior en relacién a la Tierra en ¢ = 0, tal como se representa
en la imagen de abajo.

p2.png

Figura 6.25: Problema 2

Note que 6 = 0y — 0g. Ademds, tenemos que 0y = wy At y que Og =
wgpAt. Como el valor de 0 para t = 0 era nulo, tenemos que su tasa de
variacion wy.; €s:

-0  wyAt—wgAt
At At

Wrel =

O sea:

|wret = wn —wa

b) Lo que vimos en el apartado a) tiene una implicacién interesante: po-
demos considerar la Tierra como parada y Mercurio con una velocidad
angular w,.; alrededor del Sol. De este modo, podemos hacer el dibujo:
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omegargel.png

Figura 6.26: Problema 2

De este modo, observe que el tiempo AT buscado es:

2¢

Wrel

AT =

Asi, basta encontrar . Por los radios de las érbitas, tenemos:

Ry
cosa = —
(53]
Luego:
2cos™! <];M>
AT = —— 92
Wh — Wy
32 80
6.3. Tenemos que TF = 6—&—@ h, H = —1—5h, F=-3hyET =0y

queremos \. Asi, representando todos los valores (mds precisamente, sus
modulos) en el plano del ecuador:

prob3ET2.0.png

Figura 6.27: Problema 3
Por la geometria de la situacién, tenemos:

TF+|H|— (A= |F|)=12h= |\ - |F|=TF + |H| — 12
Sustituyendo los valores, obtenemos |A| — |F| = —0,133 h = —2°. De este

modo, |A| = 45° — 2° = | A = 43° Oeste |

6.4. La imagen de abajo representa la situaciéon deseada:

prob4ET |png

Figura 6.28: Problema 4
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6.5.

6.6.
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Observe que, en t = D/

Sorot = 27T — 9
Ptra = 6
2 2
Como @, = il DLy Yira = Sl D{,, tenemos:
Dsid Ptra

2w 27
—— |D.,=21n—|—=— | D.
< Dsid ) © i (Ptra > ©

Sustituyendo Dg;q = %D@ Vv Pirq = nDg), tenemos:
n
n+1 D!
D, =Dy, - —=2
® O] n
O seal!:
n
D, = D
© T n4+2 ©

La situacién esta representada en la imagen de abajo.

probIOlaa.png

Figura 6.29: Problema 5

Como TSL = H + oy H = 0 (culminando), tenemos que TSL = a.. De
este modo, por la geometria de la situacién, tenemos:

TSG-TSL+A=24h=TS5G=24h+a— A\

Realizando los célculos, obtenemos ’ TSG = 22"50m24° |.

Sea H' el dngulo horario del borde superior del Sol. Podemos encontrar
H' en el amanecer por la cldsica expresién (vista en el dltimo capitulo):

cos H' = —tanptand

Como ¢ = 0, tenemos que H' = —90°. Ahora, observe la siguiente imagen:

HEste problema ya aparecié en una IOAA, pero la solucién encontrada en el IOAA Book
es incorrecta.
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probSHET.png

Figura 6.30: Problema 6

Note que el centro del Sol estard un dngulo nn + R (R = 16 es el radio
angular del Sol) bajo el horizonte. De este modo, su éngulo horario H es:

H=—(6h+n+R)

Ahora, observe la siguiente imagen:

prob5ET_22.0.png

Figura 6.31: Problema 6
Se puede percibir que:

TF+|H - (F-AN=12h=TF=6—-n—R+F -\
Sustituyendo los valores:

0034’h _ 0°16’h 4 8h— 103,8°

15° 15° 15° h

TF =6h —

Haciendo las cuentas, obtenemos T'F = 7Th01min28s.



Capitulo 7

Sistemas Binarios

Hasta ahora, todos los andlisis hechos al respecto de sistemas de dos cuer-
pos fueron para el caso especifico en que M > m, i.e. la masa central esta
exactamente sobre el centro de masa y no posee velocidad. En este capitulo,
vamos a tratar el caso general del problema de dos cuerpos, en que M y m son
comparables’.

7.1 Centro de Masa

El concepto de centro de masa es extremadamente importante para el estu-
dio de la dindmica de cualquier tipo de sistema, principalmente por simplificar
el analisis matematico necesario para compreenderlo. Este es definido como el
punto hipotético donde podemos considerar que toda la masa de un sistema
fisico estd concentrada, de forma que tal sistema se mueva como si todas las
fuerzas externas estuvieran siendo aplicadas en ese punto. Por ejemplo, una fu-
erza gravitacional atrayendo un cuerpo cualquiera puede ser? considerada como
siendo aplicada sobre el centro de masa del cuerpo.

Un ejemplo practico del concepto de centro de masa es cuando tratamos de
equilibrar objetos sobre un dedo. Asi como puede ser observado en la figura
abajo, imaginese a usted inicialmente tratando de equilibrar una tabla de ma-
dera. Intuitivamente, usted va a colocar su dedo sobre el centro de la barra,
que es justamente donde estd el centro de masa. Ahora, en caso de que una
piedra sea colocada sobre la parte derecha de la tabla, usted necesaria mover
su dedo para la derecha para conseguir equilibrar el nuevo sistema, ya que el

1De manera parecida, cuando una de las masas en un sistema de tres cuerpos es despreci-
able con relacién a las otras, la dinamica del sistema se vuelve mucho méas simple. Es en este
sistema que se encuentran los puntos de Langrange.

2En la realidad, esto solo es valido si algunas condiciones fueran satisfechas (como la
homogeneidad del campo gravitacional), pero no necesitamos preocuparnos por esto mientras
tanto.

424
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centro de masa también se desplazé en esa direccion.

*CM

*CM

Figura 7.1: Aplicacién del centro de masa

En un contexto astrondémico, el centro de masa de un sistema binario es

especialmente relevante por tres razones:

1. Ambos cuerpos orbitan el centro de masa del sistema. Por ejemplo, el foco

primario de la 6rbita lunar en el sistema Tierra - Luna no estd exactamente
en el centro de la Tierra, pero si en el centro de masa de este sistema3.
De este modo, la Tierra también realiza una orbita ecliptica en torno de

este centro de masa;

. La recta que conecta los cuerpos siempre pasa sobre el centro de masa

del sistema,;

. Es conveniente analizar situaciones en el referencial del centro de masa.

Por ejemplo, en un sistema binario cualquiera en una galaxia muy lejos de
la Tierra, no podemos despreciar la Ley de Hubble, que proporciona una
velocidad radial adicional a las estrellas. Sin embargo, en el referencial
del centro de masas de ese sistema (que posee la misma velocidad radial
de la Ley de Hubble que las estrellas individuales), tal componente no
aparece.

Vamos a abordar cada una de estas razones con més calma en las préximas

secciones. Ahora, vamos a aprender a calcular la posicién del centro de masa
de un sistema de particulas arbitrario, asi como esta representado en la imagen:

3Despreciando interferencias gravitacionales externas.
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)

Figura 7.2: Sistema de particulas

Cualitativamente, esperamos que masas mayores posean una mayor influ-
encia en la posicion del centro de masa que masas pequenas. En este ambito,
las coordenadas (xcar, yon) son calculadas por una media ponderada de las
coordenadas de cada particula individual. En el caso de nuestro sistema, siendo
(z4,y:) las coordenadas de la particula de masa m;, tenemos:

n
MiT1 + MaZs + msxy Yy MT;
mi + mo + Mms M

Tom =

Anélogamente, para la coordenada y:

miyr +mayz +mays Z? miy;
mi + mo + ms M

Yycm =

Donde n es el nimero de particulas (en nuestro caso,n =3)y M = > m;
es la masa total del sistema.

Por fin, vale la pena resaltar que estas ecuaciones pueden ser escritas vecto-
rialmente. Siendo Roar = (zoa, Yo ), tenemos:

n N

= > 1 Myt
1 4Ty

Ron = =

Ejemplo 1
En un sistema binario con estrellas de masa m; y ms, la distancia entre

ellas es de d en un dado instante de tiempo, asi como estd representado en la
imagen abajo. Siendo asi, calcule:

a) Las distancias r; y ro de cada estrella hasta el centro de masa;

T
b) La razén —.
T2
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Estrela 1 Estrela 2

Figura 7.3: Ejemplo 1

Solucion

a) Primeramente, vamos a tener de convencién un sistema de coordenadas car-
tesiano. Es conveniente alinear el eje x con la recta que conecta las estrellas de
forma que el origen esté sobre la estrella 14, asi como puede ser observado en
la imagen:

Yi

Figura 7.4: Solucién ejemplo 1

Como la coordenada y de las estrellas es nula, yops = 0. Ahora, podemos
utilizar la ecuacion del centro de masa para encontrar xcps:

miT1 + MaZ2
ToeM = ————F———
mi + ma
La estrella 1 estd sobre el origen (z7 = 0) y la estrella 2 dista d del origen
(zo = d), por lo tanto:

ma
ToMm =|T1 =

mi +m2

Para encontrar ro, basta notar que r; + ro = d, o sea:

ro=d—ry=d L T =>7"2=7m1 d
mi + Mo

b) Basta dividir las expresiones encontradas:

4La respuesta final no depende de como usted haga la convencién de los ejes.
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ma
n_m+tmy |71 _ M2
79 my T2 mi
mi + Mo

Vale resaltar que este resultado puede ser reescrito como 0 = mgreg — mq7ry,
que es la coordenada x ) del centro de masa con la convencién del origen como
estando en el propio CM, i.e. zcpr = 0 = mare — myry. Note que esto implica
que en un sistema binario el cuerpo mas masivo siempre estd més proximo del
centro de masa que el cuerpo mas leve.

Los resultados encontrados en este ejemplo son extremadamente impor-
tantes, y serdan utilizados con frecuencia en las préximas secciones.

7.2  Orbitas Circulares

Vamos a analizar la situaciéon en que ambas orbitas del sistema son circu-
lares, asi como estd representado en la imagen abajo. Note que M, el CM y
m son colineales, asi como lo esperado por la segunda propiedad del centro de
masa. HEsto implica que los periodos orbitales de M y m son idénticos. Sin
embargo, note que M estd mas préximo al CM que m, o sea, M > m.
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T

Figura 7.5: Sistema binario de érbitas circulares

En el caso en que M > m, lo que hicimos en el capitulo 2 fue igualar la
fuerza gravitacional con la resultante centripeta y utilizar la relacién entre la
velocidad, el periodo y el radio de la 6rbita. Ahora, vamos a realizar el mismo
procedimiento para cada masa.

Por la ley de gravitacion universal, la fuerza gravitacional Fy en ambos
cuerpos es:

GMm
Fo=-———
7 (R+r)?
Ahora, note que m y M realizan érbitas circulares de radio r y R, respecti-
vamente, en torno del centro de masa. De este modo, podemos igualar la fuerza
gravitacional con la resultante centripeta de cada cuerpo:

En M, tenemos:

GMm MV?

(R+r? R

2R - .
Como V = T podemos reescribir esta expresién como:

Gm _47T2R
(R+7r)2 T2

(7.1)
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Anélogamente para m, podemos obtener:
GM 473y
(R+7r)2 T2

Sumando las ecuaciones 7.1 y 7.2, obtenemos:

(7.2)

G(M +m) 4r?(R+r)

(R+r)? T

O sea:

T2 472

R+7r)°  GOM+m)

Que es el equivalente de la Tercera Ley de Kepler para jsistemas binarios
de 6rbitas circulares! Note que, en el caso limite en que M > m, R — 0y
M +m — M, o sea, volvemos a la ecuacion encontrada en el segundo capitulo.

7.2.1 Velocidades y Distancias

Ahora, vamos a ver relaciones entre las velocidades V' y v, las distancias
R y r y las masas M y m por dos métodos diferentes y confirmar que estos
producen resultados idénticos.

Centro de masa:

Siendo R y 7 los vectores de posicién de las estrellas con origen en el CM, de
acuerdo con la definicion vectorial del centro de masa utilizando como origen el
propio centro de masa, tenemos:

RCN[ZOZMR+mF

O sea:

Note que la expresién del ejemplo 1 es muito parecida con esta. La tinica di-
ferencia es que antes habiamos analizado solamente la relacién entre los médulos
de los vectores. Sin embargo, vale la pena notar que el signo negativo aparece
pues el sentido de R y 7 son opuestos.

La utilizaciéon de la notaciéon vectorial es importante para lo que haremos
- dR dr,
ahora. Como V = — e v = —°
dt dt

5Si usted no sabe cédlculo, puede interpretar estas ecuaciones como un velocidade =

, podemos derivar la expresion arriba con

S“ M 99
—— “generalizado”.

At
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relacién al tiempo para obtener:

dR dF = -
E——maﬁ MV = —mu
O, tratando de los mdédulos:
MV =muo

Resultante centripeta:

A pesar de las deducciones vistas a partir del centro de masa ser validas
para cualquier tipo de érbita, vale la pena analizar lo que ocurre cuando las
orbitas son circulares.

Primeramente, podemos dividir las ecuaciones 7.1 por la ecuacién 7.2 para
obtener:

%zgéMR:mr
2 2
Ahora, sabemos que V = WTR you= T Asi:
m_V._v
T R r

De este modo, podemos encontrar:

ijAsi como lo esperado!

7.3 Caso general

En el segundo capitulo del libro, vimos las Leyes de Kepler para sistemas
binarios en que mj; > ms. Ahora, vamos a generalizarlas para un sistema
binario cualquiera.

e 12 Ley: Las 6rbitas de las estrellas son elipticas (en lo general, cénicas);

e 22 Ley: El segmento que conecta el centro de masa hasta una de las
estrellas barre dreas iguales en tiempos iguales;

e 32 Ley: Sean a; y ao los semiejes mayores de las érbitas de las estrellas
de masa m; y me. El perfodo P de las estrellas (que es el mismo para

ambas) es:
P? 472

(a1 +a2)3  G(my+my)
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Ahora, vamos a deducir algunas propiedades geométricas de las orbitas de
las estrellas a partir solamente de las leyes de Kepler y de las propiedades del
centro de masa.

7.3.1 Formato

De acuerdo con la 1* Ley de Kepler, sabemos que las érbitas de ambas
estrellas son elipticas. Sin embargo, todavia queda una duda al respecto de
la disposiciéon de cada una de estas elipses con relacién al centro de masa.
Intuitivamente, tenemos dos opciones para analizar cudl es la correcta:

Figura 7.6: Opciones para el formato de las érbitas en un sistema binario

En la opcién de la izquierda, cuando m; esta en el periastro, mo también
estd. Ya en la opcion de la derecha, cuando mq estd en el periastro, mo estd en
el apoastro.

Para determinar cuél de las opciones es correcta, necesitamos recordar que
miry = maory (centro de masa). Vamos a analizar primero la opcién de la de-
recha:

Cuando m; esta en su periastro, mo estd en su apoastro, o sea, r; = a1(1 —
e1) e r2 = az(1 + e2). De este modo:
miry = Morg = m1a1(1 — 61) = m2a2(1 + 62) (73)
Por otro lado, cuando my estd en su apoastro, mo estd en su periastro, o
sea, 1 =a1(1+e1) yry =as(l —es). Asi:
mary = mary = myai (1 + e1) = moaz(1 — e2) (7.4)

Sumando las ecuaciones 7.3 y 7.4, tenemos:
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2mia1 = 2meoas = Mi1a1 = Maao
Por ahora, no hay nada errado. Sin embargo, substrayendo 7.3 de 7.4,
tenemos:
2m1a161 = —2m2a262

Pero como mia; = moas, tenemos que e; = —es, lo que no hace sentido
visto que no existe excentricidad negativa. De este modo, el formato correcto
estd representado por la jsituacién en la izquierda de la figura 7.6!

7.3.2 Excentricidad

Una propiedad muy relevante sobre sistemas binarios es que las excentricida-
des de las orbitas individuales son idénticas. Para probar esto, vamos a aplicar
las propiedades del centro de masa en la figura abajo (que, como acabamos de
probar, representa correctamente un sistema binario):

mo

Figura 7.7: Sistema binario general

Cuando m; estd en el periastro, mo también lo estd, por lo tanto:

m1a1(1 — 61) = TTLQG,Q(]. - 62) (75)

Ahora, cuando my y mo estan en sus apoastros, tenemos:

m1a1(1 + 61) = m2a2(1 + 62) (76)

Sumando las ecuaciones:
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miar = Mmoa9

iQue ya es una propiedad importante por si sola! Ahora, substrayendo las
ecuaciones:

2m1a161 = 2m2a262

€1 = €2

jAsi como queriamos demonstrar!

Ejemplo 2

;Cudl es la excentricidad minima de un sistema binario con estrellas de masa
my y meo para que las érbitas individuales se intersecten? En esta situacién es
posible una colisién entre las estrellas?

Solucion

Vamos a asumir, sin pérdida de la generalizacién, que m; > ms. La situacion
en el caso limite esta representada por la imagen abajo:

>

Figura 7.8: Situacién limite

Se puede notar que, en esa situacion, la distancia de CM al apoastro de la
orbita de m; es idéntica a la distancia de CM al periastro de la érbita de mo.
Asi:
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a1(1 + 61) = a2(1 — 62)
Sin embargo, acabamos de ver que e; = €2 = €y5,,. Asi:

a2 — ay

Emin =
a2 + a1

. a m
No obstante, ya vimos que =2 = L De este modo:

ai ma
a2
2 9
a1 my — My
€min = Qo = | €min =
— + 1 mi + mo
a

Ahora, respondiendo a la segunda pregunta, es imposible tener una colisién,
visto que siempre que uno de los cuerpos esté en el punto de interseccién, el
otro estara del otro lado del centro de masa.

Finalmente, vale la pena resaltar que en caso de que la excentricidad fuese
mayor que la excentricidad minima, las érbitas serian parecidas con:

S

Figura 7.9: Cuando e > enn

Aprendemos en las tdltimas secciones las principales caracteristicas relacio-
nadas a la dindmica de sistemas binarios (o de estrellas con exoplanetas). En
caso de que quisiéramos ir un poco més alld (e.g. encontrar la velocidad de cada
estrella en un punto cualquiera), precisarfamos utilizar un concepto conocido
como Orbita relativa, que infelizmente supera el alcance de este libro. Ahora,
estudiaremos los 4 tipos principales de sistemas binarios.
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7.4 Inclinacién orbital

Antes de comenzar a estudiar los sistemas binarios, vamos a ver un concepto
extremadamente relevante para lo que veremos en breve. Cuando miramos al
cielo, es esperado que la mayoria de los objetos, e.g. galaxias, no estén alineados
con nuestra linea de visién. En este ambito, la inclinacién orbital ¢ es el angulo
entre la linea de visién y el vector normal (perpendicular) a la 6rbita/superficie,
asi como puede ser observado en la imagen abajo.

>

Observador

Figura 7.10: Inclinacién orbital i

Cuando ¢ = 90° / i = 0°, llamamos la 6rbita “edge-on” /“face-on”, respecti-
vamente.

Figura 7.11: Ejemplo de galdxia edge-on (NGC 891)
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Figura 7.12: Ejemplo de galdxia face-on (M74)

Algunas aplicaciones importantes de este concepto son:

e El hecho de que un circulo inclinado en relacién a la linea de visién sea
visto como una elipse;

e Obtencion de la velocidad total a partir de la velocidad radial;

e Determinaciéon de las condiciones en que un sistema es eclipsante;
e Célculo de la duracién de un eclipse.

El siguiente problema ilustra la primera y segunda aplicaciones:

Ejemplo 3

Un exoplaneta de masa despreciable con relaciéon a la masa de su estrella
realiza una érbita circular parecida con lo que esta representado en la figura
abajo. Algunos cientificos en la Tierra consiguieron medir los dngulos represen-
tados por los semiejes mayor y menor de la érbita observada, a y 3, la velocidad
radial maxima del exoplaneta, v, _mqez, ¥ Su paralaje p. Solamente con estos
datos, encuentre el periodo de la érbita y la masa de la estrella. Considere la
velocidad radial del centro de masa del sistema como nulaS.

Linha de visada

Figura 7.13: Ejemplo 3

SEsta podria ser causada por la expansién del universo (i.e. Ley de Hubble), por ejemplo.
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Solucion

La primera cosa a notar es que, de acuerdo con la primera aplicacion vista,
los cientificos veran una Orbita eliptica del exoplaneta en torno al centro de
masa. La imagen abajo ilustra esta situacién:

Linha de visada

Orbita circular
Figura 7.14: Solucién ejemplo 3

Siendo a el radio de la orbita circular del exoplaneta, se puede percibir
que jel semieje mayor de la elipse observada también vale a! Por otro lado,
el semieje menor b es la componente proyectada de a perpendicularmente a la
linea de visién. Observe el tridangulo formado:

[0

2}

Orbita circular
Figura 7.15: Solucién ejemplo 3
De este modo, tenemos:

Ccost = —
a

A partir del paralaje p, podemos encontrar la distancia d hasta el sistema:
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d[p]=ﬁl/,]

Asi, podemos encontrar a y b como funcién de d, oy 3:

a=oad

b= pd

O sea, jpodemos encontrar la inclinacién orbital ¢! Ahora, note que el
médulo de la velocidad radial es maximo cuando el exoplaneta pasa sobre el
plano de visiéon. En ese punto, la velocidad hace un angulo de 90° — ¢ con la
linea de vision, asi como se puede observar en la figura abajo. De este modo,
podemos encontrar una relaciéon entre v,_,,q, y la velocidad v del exoplaneta
en torno de la estrella en el referencial de la estrella:

Figura 7.16: Encontrando la velocidad radial

Ur—maz = ’UCOS(9OO - Z) =vsent

2mwa
Pero como tenemos i, podemos encontrar v. Ahora, note que v = 5
donde P es el periodo de la érbita. Asi:
2ma 2mad sen @
P=—=|P=——
v vr—mam
GM
Sabemos que v = 1/ ——, por lo tanto:
a
2 2
v4a v ad
M - - :> M — T—max
G Gsen2i
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Ahora, vamos a ver un problema en que la velocidad radial del centro de
masa no puede ser despreciadas:

Ejemplo 4

Cientificos calcularon las velocidades radiales maxima y minima, v, y vp,
respectivamente, de la rotacién de una galaxia espiral aproximadamente circu-
lar con inclinacién orbital 7. Sabiendo que la galaxia posee velocidad de rotacién
angular uniforme w, calcule su radio R y su distancia d hasta la Tierra.

Pista: la velocidad radial de un punto que dista d de la Tierra es v, = Hgd,
donde Hj es la constante de Hubble (esto solo es vdlido para d muy grande).

Solucién

Vamos primeramente a analizar el caso simplificado en que i = 90°, o sea la
galaxia es edge-on. La imagen abajo representa esa situacién:

Linha de visada

Hyd wR

Figura 7.17: Caso simplificado en que i = 90°

Se puede percibir que el punto superior es donde la velocidad radial es
méxima (v,) y que el punto inferior es donde la velocidad radial es minima
(vp). Vale la pena destacar que, en caso que la velocidad radial v. del centro
de la galaxia hubiese sido dada, bastaria con utilizar v. = Hyd para encontrar
la distancia. De este modo:

v = Hod + wR
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vy = Hod — wR

Sumando las ecuaciones, obtenemos:

Vg + Up
=2Hod = d =
Vg 1+ Up 0 2H,
Por otro lado, haciendo v, — vp, tenemos:
Vg — VU
Vg —p =2WR =R =2 b
2w

Que son los valores buscados en el caso en que ¢ = 90°. Note que la tnica
diferencia de esta situacion para el caso general es que en el caso general sola-
mente una componente de la velocidad de rotacién de la galaxia es radial. La

imagen abajo representa la geometria necesaria para encontrar la componente
radial:

Figura 7.18: Encontrando la componente radial de la velocidad

Como el angulo entre wR y la linea de vision es de 90° — ¢, tenemos que la
componente radial de wR es v, = wRcos(90° — i) = wRseni. Asi:

vq = Hod + wRsent

vy = Hod — wRseni

Sumando las ecuaciones, tenemos:

d— Vg + Vp
2H,
Por otro lado, substrayéndolas:
Vg — Up

2wsent
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7.5 Binarias Visuales

Un sistema binario es llamado visual cuando ambas estrellas son visibles.
En estos casos, es posible encontrar las masas individuales de cada estrella.
Vamos a analizar una situacién en que ambas érbitas son circulares, asi com
estd representado en la figura abajo:

Orbitas vistas de cima: Orbitas vistas de perfil:

TrL

Figura 7.19: Binarias visuales

A partir de observaciones, conseguimos encontrar las siguientes informacio-
nes del sistema:

e El periodo P del sistema;

e Los angulos comprendidos por los semiejes mayor y menor de las érbitas
1 (M)y2(m): a1, f1, as y B2, respectivamente;

e La distancia d hasta el sistema (por paralaje, p.ex.).

De manera parecida con lo que hicimos en el Ejemplo 3, podemos encontrar
la inclinacion orbital i:

. b b B B
COS, —= — = — = |C0S?, = — = —
aq a9 aq (&%)

Donde b1 = ﬂld, bQ = ﬂgd, a; = Oéld y a2 = Oégd.

Ahora, note que R = a; y r = az. De este modo, podemos encontrar la
razén entre las masas a través de la ecuacién del centro de masa:

a9 M (6]

R o m aq

1S
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Por fin, necesitamos utilizar la Tercera Ley de Kepler de sistemas binarios
par encontrar las masas individuales:

Pz 472 o M4+m— A% (R+1)3
(R+7)3  G(M+m) T ape

«
Como R=a1d, r =asdy m= —1M, podemos encontrar M:
Qs

a1 471'2d3(041 +042)3
(65) GP2

Por lo tanto:

M= 47T2d3a2(a1 + a2)2
GP?
Analogamente para m:
4 d3ay (o + ag)?
m =

GP?

7.6 Binarias Astrométricas

Cuando solamente una de las estrellas de un sistema binario puede ser obser-
vada, este recibe el nombre de astrométrico. Note que lo que veremos también
es valido para estrellas con exoplanetas, visto que es muy dificil observar un
exoplaneta.

Cuando miramos para el cielo, es esperado que, ignorando efectos de paralaje
(que es despreciable para distancias muy grandes), la posicién de una estrella
varfe continuamente (movimiento propio). Sin embargo, en caso que la estrella
también esté oscilando en torno de un punto que se mueve de acuerdo con
el movimiento propio, esto puede sugerior que hay otro cuerpo interactuando
gravitacionalmente con ella, caracterizando un sistema binario o un exoplaneta.
La imagen abajo representa esto:
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inacdo

Decl
T

Ascengao reta
Figura 7.20: Binarias astrométricas

Es posible “sustraer” el movimiento propio del movimiento del miembro
visible, lo que resultaria en una O6rbita observada parecida con aquellas que
estudiamos en las dltimas secciones. Vamos a estudiar cuantitativamente una
situacién en que las érbitas del sistema binario son circulares. A partir de
observaciones, es posible encontrar:

e La distancia d hasta el sistema (por paralaje, p.ex.);
e La masa M de la estrella visible”;

e El dangulo comprendido por el semieje mayor de la érbita observada de la
estrella, a;

e El periodo P del sistema.

Veremos que es posible encontrar la masa m de la componente no visible
(que puede ser una estrella o un exoplaneta). Como ya vimos, el radio R de la
orbita de la estrella visible es:

R=ad

Por la Tercera Ley de Kepler para sistemas binarios:

P? 472

(B+r)*  G(M+m)

Por la ecuaciéon del centro de masa:

MR =mr

"Podemos medir el flujo de la estrella en la Tierra. Como tenemos su distancia hasta
nosotros, podemos encontrar su luminosidad. A partir de esto, podemos utilizar relaciones
entre la luminosidad y la masa de las estrellas para encontrar su masa, asi como vimos en el
capitulo 3.
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Con estas ecuaciones en mano, podemos encontrar una expresién que invo-
lucre m y las otras variables. Substituyendo r de la ecuacion del centro de masa
en la Tercera Ley de Kepler:

P2 B 472
M\® GM+m
R3 (1 + ) ( )
m
Reescribiendo:
m3 _ dr2a3d3

(M +m)2  GP?

Note que no es facil aislar m como funcién de las demés variables, una vez
que tal ecuacién es una cibica. Sin embargo, es posible resolverla por iteracion,
pero esto supera el alcance de este libro.

7.7 Binarias Espectroscépicas

Las binarias espectroscépicas son sistemas en que analizamos el espectro de
dos estrellas para determinar sus parametros. Trataremos la situacién en que
i = 90° y ambas Orbitas son circulares, que es el caso mas clasico. Observe las
dos iméagenes abajo:

Ov
Ov
O veM

Linha de visada

Figura 7.21: v y V son las velocidades de m y M en el referencial de CM, res-
pectivamente. La velocidad total es la suma vectorial de vaps con la velocidad
en el referencial de C M
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Velocidade radial Uy P
A

VoM

Figura 7.22: Gréfico de la velocidad radial para m (azul) y M (rojo)

Desde la Tierra, es posible determinar el grafico de la figura 7.22 calculando
el redshift de las estrellas en diversos instantes de tiempo. Con este, es in-
mediato encontrar voys (velocidad cuando las curvas de interceptan), v y V
(representados en el gréfico) y el perfodo P del sistema. Con estas informacio-
nes, es posible encontrar m, M, r, y R, como veremos ahora.

Como las orbitas son circulares, tenemos que es posible encontrar r y R por:

L IR
- p DY
y
2R VP
Vzi e
jand R

Ahora, por la Tercera Ley de Kepler:

P? 472

(R+7r)3 GM+m)

Por la ecuacion del centro de masa:

MR =mr

Juntando estas dos expresiones, podemos encontrar M:

GP?

2 3
M—|—m:M<T+R> _ 4z (R+7)
r



448 CAPITULO 7. SISTEMAS BINARIOS

M =

G P2

B 472%r(R +1)?

Ya para m, tenemos:

GP?

_ Am?R(R+7)?

Vamos a ver una aplicacién préctica de esto en el ejemplo abajo.

Ejemplo 5

Un estudiante analiza el espectro de la linea de absorcién Sodio D1 (longitud
de onda en reposo de 5895,5 A) de cada estrella de un sistema binario edge-
on. Debido al movimiento relativo de las estrellas con relacién a la Tierra,
las longitudes de onda observadas sufren redshift y se alteran. Vea los datos
recolectados para la longitud de onda del espectro de absorcién de la linea Sodio

D1:

Comprimento de onda de cada estrela na linha Sodio D1

t/ dias 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 2.4
/‘1'1 (A) | 5897.5 | 5897.7 | 58972 | 58962 | 5895.1 | 58943 | 5894.1 | 58946
ﬁ: (A) | 58031 | 58928 | 5803.7 | 58962 | 5807.3 | 58087 | 5800.0 | 5898.1
t/ dias 2.7 30 33 ih 3.9 42 4.5 4.8
/I] (A) | 589056 | 5806.7 | 5897.3 | 5807.7 | 5897.2 | 5806.2 | 5895.0 | 58043
,ﬁ',: (A) | 5896.4 | 58945 | 5893.1 | 58928 | 5893.7 | 58962 | 58974 | 58987

Figura 7.23: Ejemplo 5

Utilizando los valores de la tabla, determine:

a) Las velocidades v1 y v2 de cada estrella;

b) La razén entre las masas de las estrellas,

£ T2
sus érbitas, —;
™1

¢) La distancia r entre las estrellas;

d) Las masas individuales de cada estrella, my y meo.

mq , .
—, v la razon entre los radios de
mo
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Solucién

a) La primera cosa a analizar es la variacién temporal de las longitudes de onda.
Mirando los valores de la tabla, es posible identificar un patrén sinusoidal, pero,
por fines diddcticos, la imagen abajo es un grafico de A de cada estrella (rojo
— 1, azul — 2) entre t = 0,3 y t = 2,4. La recta morada representa la longitud
de onda de reposo, 5895.5A.

5900

5895 | | | | | | | | | | | )

5890

Figura 7.24: Plot de las longitudes de onda

Note que tal comportamiento se da pues las estrellas, que poseen veloci-
dad constante, no poseen la velocidad apuntando directamente para nosotros
a lo largo de sus érbitas, entonces la componente radial de la velocidad varia
continuamente. De este modo, se puede observar que los puntos de minimo y
maximo en el grafico arriba son cuando la velocidad de la estrella esta en la
direccién radial y esta se estd aproximando (minimo) o alejandose (méximo) de
nosotros.

Para la estrella 1:

Amaz1 = 5897, 7A
Amin1 = 5894,1A

Ya para la estrella 2:

Amazz = 5899,0A
Amin2 = 5892,8A

Con esto, vamos a calcular vy. Siendo voys la velocidad del centro de masa,
tenemos para el punto de velocidad radial méximas:

)\ma$
UCM+1)10< 11)
Ao

Ya para el punto de velocidad radial minima:
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v v =c >\min1 1
CM 1= /\0

Subtrayendo estas ecuaciones, tenemos:

c

vl:TAO

()\mazl - )\mznl) =92 104 m/s

Realizando los mismos cédlculos para la estrella 2, obtenemos:

vz =16-10° m/s |

b) Sabemos que las estrellas orbitan el centro de masa comun, por lo tanto:

my T2 U2
monom
ma 1 U1
¢) Analizando el grafico, vemos que el periodo P del sistema binario es cerca
27r

de tres dias. Ahora, como v; = ?i, tenemos, para el cuerpo 1:

P

=2 _38.10° m
21

Ya para el cuerpo 2:

P

7‘2202—:6,5~109m
27

. T2 - .
Note también que la razén — es préxima a aquella calculada en el item b),
1
como es esperado.

Asi, la distancia r entre las estrellas es de ‘ r=r4+r,=10-101° m‘

d) Por la tercera ley de Kepler:

P2 472
== =9,6-10%
r3  G(my 4+ ma) e =9, g

Calculamos la razén mo_ 1,72 = k en el item b), por lo tanto, siendo
ma
M =mq +ma:

M
M =my +my =my(l+k) = mgzm:3,5~1030 kg

|y = kmy = 6,1-10% kg
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7.8 Binarias Eclipsantes

En las binarias visuales y astrométricas, nuestros datos son recolectados a
partir de observaciones. Ya en las binarias espectroscopicas, analizamos el es-
pectro de las estrellas. Ahora, en las binarias eclipsantes, utilizamos las curvas
de luz del sistema binario para identificar los parametros de las estrellas.

Antes de estudiar la situacion en la que hay un eclipse, vamos a aprender a
calcular la magnitud combinada de un sistema binario. El siguiente ejemplo
ilustra este concepto:

Ejemplo 6
En un sistema binario, las magnitudes de las estrellas son m; = 2,0 y

mg = 3,0. Calcule la magnitud minima de este sistema, esto es, la magni-
tud combinada del sistema binario.

Solucién

La condicién de magnitud minima es satisfecha cuando ambas componentes
estan visibles, esto es, cuando no hay eclipse. En esta situacién, siendo F; y F5
los flujos individuales de cada estrella, tenemos que el flujo combinado Fymp
sera:

Fcomb = Fl + F2
Por Pogson, la magnitud combinada momp es de:
Fcomb F2
comb — =—-25log —— = —2,51 14+ —
Meomb — M1 og i og( —l—Fl)

Podemos encontrar la razén de los flujos aplicando Pogson entre las estrellas
individuales:

F. F
mo —mq = —2,5log Fz = ?2 =10704
1 1

Por lo tanto:

F.
Meomp = M1 — 2,5log (1 + Fj) =2-25log (14+107%%) =
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En este problema, el flujo que llega a la Tierra, F,, fue facilmente calculado
sumando los flujos de las estrellas individuales, al final no habia ninguna ocul-
tacion.

7.8.1 Flujos

Cuando miramos para el cielo, algunas estrellas aparentan variar sus bril-
los periddicamente. De hecho, existen estrellas que se expanden y contraen
peridédicamente de forma que sus brillos varien periédicamente - las cefeidas,
por ejemplo. Sin embargo, otra explicacién para tal comportamiento es la pre-
sencia de un sistema binario (o de un exoplaneta). Cuando un sistema binario
posee inclinacién orbital ¢ muy préxima a 90° se puede observar que las estrellas
pasan una al frente de la otra durante un periodo de tiempo, resultando en tales
alteraciones de flujo.

Antes de todo, es importante definir los dos tipos de eclipses que ocurren en
un periodo:

e Eclipse primario: mayor caida en el brillo

e Eclipse secundario: menor caida en el brillo

Vamos a analizar el caso general: tenemos dos estrellas de radios Ry y Rs
(donde Ry > Rs) y temperaturas T} y T». Considerando la inclinacién orbital
como i = 90°, vamos a calcular los flujos en tres situaciones:

e (a) Ambas estrellas estdn completamente visibles;

e (b) La estrella 2 estd detrds de la estrella 1;

e (c) La estrella 2 estd al frente de la estrella 1.



7.8. BINARIAS ECLIPSANTES 453

Temperatura 1)

Temperatura T

Figura 7.25: Estrellas del sistema binario

La primera situacion es idéntica a aquella del Ejemplo 6. El flujo F, en esta
situacién es, por la Ley de Stefan-Boltzmann:

F, = F| + F, = k(R*T} + R2TY)

En la segunda situacion, se puede notar que la luz de la estrella 2 no llega
a la Tierra, o sea, el flujo Fj es:

F, = F, = kR3T}

Ya en la tercera situacién, podemos calcular el flujo F, considerando que el
brillo superficial de las estrellas es constante, o sea, el flujo es proporcional al
area visible. De este modo, F,. puede ser interpretado como el flujo total de
la estrella 1 substrayendo del flujo de una estrella de radio Rs y temperatura
T y sumando el flujo de la estrella 2 (es como si estuviésemos cambiando un
pedazo de radio Ry de la estrella 1 por la estrella 2)8. Asi:

F. = k(R3T} — R3T} + R3Ty)

Con estos valores, es posible encontrar la razén entre las temperaturas de
las estrellas en caso que Fy, F}, y F, sean conocidos. Note:

F, — F, = kR3T}

y

8En caso que un exoplaneta estuviese pasando al frente de la estrella grande (en vez de
una estrella), bastarfa considerar T5 & 0.
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F, — F.=kR3T}

Dividiendo la ecuacién de abajo por la de arriba:

Tl 4_Fa_Fc
T,) F.—-F

Por fin, también podemos encontrar una relacién entre los radios. Note que:

F, - F.=kR3T}

Como F, = kR3T}, tenemos:

R,\*> F,—F.
<R1> B
Con estas ecuaciones en mente, podemos finalmente analizar las curvas de
luz de sistemas binarios. Existen dos casos: cuando la estrella mayor es mas
fria/més caliente que la estrella menor. El enunciado de la pregunta siempre
indicard (muchas veces, indirectamente) cuél de las situaciones es la correcta.

Vamos a analizar solamente la primera de ellas, visto que lo otro es analogo.
Asi, la curva de luz cuando la estrella mayor es maés fria estd representada abajo:

Brilho i o o i

Figura 7.26: Estrella mayor mas fria

Se puede notar que el eclipse secundario (mayor flujo) ocurre cuando la es-
trella menor pasa en frente de la estrella mayor. Esto ocurre porque cuando la
estrella menor pasa por detrds de la estrella mayor, obtenemos el flujo apenas
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de la estrella fria, mientras que cuando la estrella menor pasa al frente, estamos
“substituyendo” un pedazo frio por un pedazo caliente del mismo tamano, o
sea, se tiene un flujo mayor.

Siendo Fy el flujo sin eclipse, Fp el flujo en el eclipse primario y Fyg el flujo
en el eclipse secundario, podemos realizar las siguientes comparaciones:

Fy=F,
Fp=F,
FS:FC

En caso de que la estrella mayor fuese mas caliente, tendriamos Fp = F, e
Fg=F,.

Vale la pena destacar que, en la préctica, las curvas de luz en las regiones
“intermedias” (cuando la estrella menor todavia no estd completamente conte-
nida en la regién de la estrella mayor) no estdn compuestas por lineas rectas.
Esto ocurre debido a un fenémeno conocido como oscurecimiento del limbo, que
hace que el brillo superficial sea menor préximo al contorno de la estrella.

Figura 7.27: Oscurecimiento del limbo

7.8.2 Intervalos de Tiempo

Acabamos de ver que es posible encontrar la razén entre las temperaturas
y los radios de las estrellas de un sistema binario analizando los flujos de la
curva de luz. Ahora, vamos a calcular la razén entre los radios de cada com-
ponente analizando algunos intervalos de tiempo de los eclipses. Esta vez, no
hay distincion sobre si la estrella mayor est més caliente o més fria que la menor.

Dos intervalos de tiempo son interesantes:

e T intervalo en que el flujo deja de ser maximo;

e ¢: intervalo en que el flujo es minimo.
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Brilho

Tempo

Figura 7.28: Intervalos de tiempo

Note que T comega quando a estrela menor “toca” a estrela maior e termina
quando ela deixa de tocar a estrela maior. Desse modo, a distancia percorrida
por qualquer ponto da estrela menor (e.g. seu centro) durante T é AS =
r+2R+r =2(R+r). Por outro lado, ¢ comega quando a estrela menor estd
completamente imersa na regiao da estrela maior e termina quando ela deixa
de estar completamente em tal regiao. Assim, a distancia percorrida por seu
centro durante t é As = 2(R — r). Com isso, podemos fazer?:

2(R
AS = vl =T = 2BFT)
Urel
€
2(R —
As:vrelt:Mf:u
Vrel

Onde v,¢; € a velocidade relativa entre as estrelas, i.e. a soma das velocidades
individuais das estrelas em relagdo ao CM. Agora, dividindo as equagoes:
T R+r
t R-—r

Chamando k = €7 temos:

9Rigorosamente, deverfamos analisar grandezas angulares, como o angulo percorrido pela
estrela menor e a velocidade angular relativa entre as estrelas, porém, para grandes distancias,
o0 que estamos fazendo é valido. Além disso, note que estamos tratando do caso em que a
inclinagao i é exatamente ou muito préxima de 90°.



7.8. BINARIAS ECLIPSANTES 457

k+1
k(R*T):R+réR(kfl):r(k+l)¢§:k7j:1
Por fim:
§7T+t
r T —t

O seguinte exemplo ilustra o que vimos até agora:

Exemplo 7

A curva de luz abaixo é de um sistema bindrio ficticio com estrelas X e Y.
Considerando que a estrela X é mais brilhante, mas Y é mais quente, calcule:

X ~ .
a) ——, a razao entre os raios das estrelas.

Ry
X N N
b) 7. &Tazéo entre as luminosidades das estrelas.
Y
Tx -
c) T a razao entre as temperaturas das estrelas.
Y
Curva de Luz
16
14
!(l-\
e 12 A
~
3 10 4
™~
-
© g-
= 8
S
=
m 4 .
2 -
0 1 1 T 1 T ‘ T 1
0 2 4 6 10 12 14 16 18 20

8
Tempo (dias

Figura 7.29: Exemplo 7
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Solugao
a) Antes de tudo, qual das estrelas é maior? O enunciado nos deu que Lx > Ly

e que Tx < Ty, logo, utilizando a Lei de Stefan-Boltzmann:

Lx > Ly & R%T% > R3Ty

Note que essa inequagao s6 pode ser satisfeita se .

Agora, analisando o gréfico, obtemos T' = 1,25 dias e t = 0,25 dias (medigdes
feitas com régua). Desse modo, basta aplicarmos a férmula recém-deduzida:

Rx T+t
— =——=115
By =T
Ainda, poderiamos ter obtido o mesmo resultado analisando os fluxos. Per-
ceba que F, = 16-10712 W/m?2, F, = 10-10~ 2 W/m? e F, = 11,5-107 2 W/m?,
ou seja:

Ry\?> F,—F.
YY) —fa e 045
(RX> B ’

R
Ou seja, =X _ 1,49 | Em uma prova, ambas as respostas (1,5 e 1,49) se-
Y

riam vélidas.

b) Acabamos de ver que a estrela X é maior e mais fria, entdo a situacao é
idéntica aquela estudada anteriormente nesta secao. Assim, temos:

F,=Fx+Fy=16-10" W/m?

F,=Fx =10-10"'2 W/m?

Vale lembrar que a maior queda no fluxo ocorre quando a estrela Y estd
atras da estrela X. Como temos F'x e a soma Fx + Fy, é facil encontrar Fy:
Fx+Fy =16-1072 W/m? = Fy = (16 —10)- 1072 = 6- 10712 W/m?
Como ambas as estrelas estao essencialmente & mesma distancia da Terra:

Ly Fy 10
—— =" =—=|1,67
I, ~F "6

¢) Como sabemos a razao entre as luminosidades e os raios, basta utilizarmos
a Lei de Stefan-Boltzmann:
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1/4
Lx (Rx *(Tx 4:>TX_ Lx (Ry\?
Ly ~ \ Ry Ty Ty  \ Ly \ Ry
Fazendo as devidas contas, temos:
IX 10,03
Ty =
Ainda, é possivel encontrarmos esse mesmo resultado analisando direta-
mente os fluxo analisados, que nesse caso vimos que sao F, = 1610712 W/m?,

F,=10-10712 W/m? e F. = 11,5 - 10712 W/m?. Temos, como j& deduzimos
anteriormente:

x\* F,—-F. 16-115 Tx
— - = =X 10,93
(Ty) F,—F, 16 — 10 Ty

Como esperado!
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7.9 Problemas

7.1. (Iniciante) (P3 Online/2019) Observagoes espectroscépicas do sistema bindrio
de anas brancas WD 1242-105 forneceram as curvas de velocidade radiais apre-
sentadas abaixo.

) V adial (km/s)

LS

f

AV rad (km/s)
o 883.388

-D 0.5 1.0 1.5 2:0
Fase

A curva vermelha representa a componente A, enquanto a azul é da componente
B. O que podemos afirmar a respeito das relagoes entre as velocidades radiais
(V), perfodos (P) e massas (M)?

a) VA<VB,PA<PBGMA<MB
b) Va<Vp,Py=PgeMy>Mp
C) VA>VB,PA=PBGMA<MB
d)VA>VB,PA>PBeMA>MB

7.2. (Iniciante) (P2 Barra/2019) Considere um sistema bindrio em que uma
estrela no sistema é mais massiva do que a outra. Na figura a seguir vemos a
orbita da menos massiva das estrelas ao longo de 4 anos. Ao fim do quarto ano,
a estrela estd de volta a posigao inicial (Ano 0).

Ano 2

Ano 3 Ano 1

Ano 0

Desenhe as 6rbitas das duas estrelas vistas perpendicularmente
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7.3. (Iniciante) (Prova individual OLAA/2013) Em um sistema binério, as es-
trelas orbitam ao redor de um ponto em comum. Assuma que ambas emitem
uma luz com comprimento de onda de 6,58 - 10~7 m.

a) Quando as estrelas estdo na configuracio mostrada na figura abaixo, o com-
primento de onda da luz medida na Terra é 6,58 - 10~7 m para ambas. Ex-
plique o porqué disso.

{ { ) 3 Em direcdo a Terra
EstrelaA @ EstrelaB @ >

b) Quando as estrelas estao nas posigoes mostradas na figura a seguir, o obser-
vador na Terra mede dois comprimentos de onda: 6,50-10~7 m para a estrela
A e 6,76 - 107" m para a estrela B. Determine a velocidade das estrelas e
indique qual estd se distanciando e qual esta se aproximando de noés.

Estrela B

; \ Em direcdo a Terra
i j i *

S
Estrela A

7.4. (Iniciante) (P2 Online/2020) Considere uma bindria visual de érbitas cir-
culares com ¢ = 0°. Sabendo que o periodo é P = 12,5 anos, a separagao
angular maxima vista da Terra é a = 1,007, a paralaxe trigonométrica do sis-
tema é p = 0,10” e que, com relagdo ao centro de massa, a estrela secundéria
estd a uma distancia quatro vezes maior que a distancia da estrela primaéria,
calcule a massa de cada componente.

7.5. (Iniciante) (P1 Barra/2020) A medida que um planeta orbita sua estrela
hospedeira, para planos orbitais vistos quase de perfil (i = 90°), ele passa
periodicamente, ou “transita”’, em frente ao disco estelar, conforme visto pelo
observador. Isso causa uma pequena diminuicao no fluxo estelar observado, que
pode ser medido.
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Os diagramas esquemdticos abaixo (NAO desenhados em escala) mostram a
curva de luz do transito resultante (fluxo normalizado f versus tempo t)
para um disco estelar uniformemente brilhante (& esquerda) e a geometria da
perspectiva do observador (& direita).

Observador

Se o angulo de inclinacao i for exatamente 90°, o planeta atravessa o disco
estelar ao longo do didmetro. Para outros valores de ¢, o transito ocorre ao
longo de uma corda, cujo centro fica a uma distancia bRy do centro do disco
estelar, como mostrado. O fluxo sem transito estd normalizado para 1 e a queda
méxima durante o transito é dada por A.

Considere um transito planetario com i = 90° em torno de uma estrela que
tem uma mancha estelar no seu equador, comparavel ao tamanho do planeta.
O periodo de rotagao da estrela é o dobro do periodo de translacao do planeta
(P. =2P,).

Desenhe os diagramas esquematicos da curva da luz de transito para cinco
transitos sucessivos do planeta.

O fluxo sem transito, para cada transito, deve ser normalizado independen-
temente. Suponha que o planeta nao encontre a mancha estelar no primeiro
transito, mas no segundo, sim.

7.6. (Intermedidrio) (P1 Vinhedo/2021) Considere um sistema bindrio a 20,0
pc da Terra em que as duas estrelas possuem Orbitas circulares com didmetros
angulares aparentes de 1,50” e 0,500”. Devido ao deslocamento Doppler, para
um observador no plano orbital do sistema binédrio o comprimento de onda cen-
tral da linha H, da estrela de menor massa atinge um valor maximo de 656,330
nm. Considere que o comprimento de onda da linha H, equivale a 656,281 nm
quando medido em laboratério. Calcule o periodo orbital do sistema, em anos.

7.7. (Intermedidrio) (Prova em Grupo OLAA/2014) A figura mostra a curva
de luz de uma bindria eclipsante tipo Algol, cujo plano orbital estd na direcao
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da linha de visada. Indicam-se as magnitudes aparentes, m4 e mpg, correspon-
dentes aos minimos primario e secunddrio da curva de luz, respectivamente. A
profundidade de cada minimo A é definido como a diferenca entre a magnitude
aparente my ou mp e a magnitude aparente total da bindria m, (quando
néo h4 eclipse). Considere que as duas componentes possuem raio R e que as
temperaturas efetivas das componentes mais brilhante e mais débil sao Tg e
T4, respectivamente.

Tempo

-

Magnitud

a) Faga um esquema das posigbes relativas entre as duas componentes do sis-
tema, com respeito ao observador, correspondentes aos seguintes pontos da
curva de luz:

I. imediatamente antes que se comece a produzir o minimo primaério
II. quando se alcanga o minimo primario
ITI. imediatamente antes que se comece o minimo secundario e

IV. quando se alcanga o minimo secundario.
Indique claramente qual é a estrela A e qual é a B.

b) Encontre uma expressdo que relacione a profundidade de cada minimo da
curva de luz com a luminosidade total da bindria (L) e a luminosidade
individual de cada componente (L4 , Lg).

¢) Sabendo que as temperaturas efetivas das componentes sdo Tp = 12000 K
e Ty = 5000 K, calcule a profundidade Amag de cada minimo.

7.8. (Intermedidrio) (P2 Barra/2017) A Figura abaixo mostra a curva de luz
decorrente do transito do exoplaneta HD189733b, que orbita uma estrela de
tipo espectral K1V com 0,8 M.

No eixo vertical encontra-se o fluxo normalizado da estrela hospedeira, e no
eixo horizontal o tempo. O periodo orbital do exoplaneta é de 2,218573 dias.
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0.99

Normalized Flux

0.98

0.97

383 7.67 15 15.3 19.2
Tempo (ks)

Com base nessas observagoes, determine:

a) O semi-eixo (a) maior da érbita do exoplaneta,
b) Sua velocidade orbital v, supondo uma érbita circular;
¢) A razao r/R entre o raio do exoplaneta (r) e o raio da estrela (R).

d) Supondo que a estrela hospedeira tenha 0,85 R, calcule o raio do exoplaneta
(em km). E possivel especular qual sua composigdo mais provdvel (isto é,
gasosa ou rochosa)?

e) A figura a seguir mostra em cinza a extensdo da zona de habitabilidade
circunstelar (ou zona de Goldilocks) para estrelas de diferentes tipos espec-
trais. No caso de HD189733b, podemos afirmar que ele é um exoplaneta na
zona habitavel?
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7.9. (Avangado) (P1 Barra/2020 adap.) BH Vir é um sistema bindrio locali-
zado na constelagdo de Virgem, com paralaxe de p = 6,70 mas (milissegundos
de arco). O sistema é eclipsante (i =~ 90°) e tem Orbitas aproximadamente
circulares. Sabe-se que a magnitude aparente total do sistema na banda V é
de m, = 9,64 e que o raio de cada uma de suas componentes é R; = 1,250 R,
e Ry = 1,114 Ry. Considere que a estrela 1 é mais massiva e mais fria que a

estrela 2.

Abaixo, encontramos os graficos do fluxo normalizado do sistema e das veloci-
dades radiais vy, e vy de cada componente do binério.
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Figura 7.30: Fluxo normalizado
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Velocidade radial (km/s)
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Figura 7.31: Velocidade radial

Utilize os graficos para, com base neles e nos dados fornecidos:

a) Calcular, em km/s, a velocidade radial do centro de massa do sistema em
relagao a Terra. Com base na sua resposta, diga se o sistema binario esta
se aproximando ou se afastando da Terra.

b) Calcular a razdo entre as massas das componentes;

c¢) Calcular a magnitude absoluta M, ;1 ¢ M, 2 de cada uma das componentes
na banda V.

7.10. (Avancado) Os pontos de Lagrange de um sistema de duas massas com-
pardveis M e m (M > m) representam posigoes em que corpos menores podem
ficar em repouso em relacao as massas maiores, assim como pode ser observado
na imagem abaixo. Assim, responda:

a) Qual a velocidade angular dos pequenos corpos colocados nos pontos de
Lagrange? Em torno de que ponto eles giram? Considere que a distancia
entre M e m é D e que todas as érbitas sao circulares.

b) Qual a distancia d do ponto L2 até o centro de m? Considere d < D.
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Figura 7.32: Pontos de Lagrange

7.11. (Avancado) (Adaptado Barra 2024) Durante sua estadia no Hotel Fa-
zenda Ribeirdo, Hugo observava a estrela Plo I com seu telescépio. Compa-
rando o seu espectro com o de outras estrelas, ele descobre que Plo I é uma
estrela de néutrons e estima sua massa como sendo M; = 2My. Ele também
observa que Plo I possui variacoes senoidais em sua velocidade radial ao longo
do tempo e conclui que Plo I deve fazer parte de um sistema binario com outro
corpo celeste, Plo II. Observando a curva de velocidade de Plo I, Hugo também
determina que Plo I possui uma érbita circular de periodo P e velocidade radial
maxima K. Porém, ele nao sabe qual é a massa My de Plo IT e nem qual é a
inclinagao 1.

a) A partir da 3? lei de Kepler e da 22 lei de Newton, encontre uma expressao
para a fungao de massa do sistema binario formado por Plo I e Plo IT em
termos de P, K e constantes universais. Vocé pode utilizar que a fungao
de massa é dada por:

Fo M3 sen® i

(M + M3)?

b) Utilizando suas medidas, Hugo calcula que a funcdo de massa do bindrio
é f =46,2My. Desejamos encontrar o valor minimo My i, para a massa
de Plo II, sabendo que ele corresponde ao caso em que ¢ = 90°. Suponha
M5 min > Mi. A partir disso, determine My min. Seu resultado é condi-
zente com a hipétese? Responda SIM ou NAO, justificando com célculos.

¢) Com base em sua resposta do item anterior, conclua: é mais provéavel que
Plo II seja um exoplaneta, uma ana branca, uma estrela de néutrons ou
um buraco negro?
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7.12. (Iniciante) Dado um sistema bindrio de inclinagdo i, qual a relagao entre
os raios das estrelas, Ry e Ro, o0 semi eixo maior a e a inclinagao do sistema
para que hajam eclipses?

7.13. (Intermedidrio) Num sistema bindrio formado pelas estrelas 1 e 2 é edge-
on. Temos que R; > Rs. Qual deve ser a relacao entre 77 e Ty para que o
eclipse principal ocorra quando a estrela 2 passar na frente da estrela 17

7.14. (Avancado) Considere um sistema de estrelas bindrias identicas, onde
ambas possuem massa M e orbitam em um mesmo circulo, separadas por uma
distancia a. Nesse cenario, hé alguns pontos de estabilidade em que uma massa
m, em que m < M, pode se encontrar em repouso no referencial do sistema
binério.

a) Quantos sdo os pontos de equilibrio desse sistema?

b) Quantos desses pontos sdo estiveis?

7.15. (Avancado) (adaptado - OLAA 2025) A estrela HD 209458 foi uma das
primeiras em que a presenca de um planeta foi detectada pelo método fo-
tométrico de transito, no qual o fluxo luminoso da estrela hospedeira diminui
quando o planeta passa em sua frente.

O fenomeno pode ser representado, de forma simplificada, pelas figuras a seguir:

EstreliaR/

D\ Linha de Visada bR

Estrela
' @ I—‘ O
Planeta Ingresso Externo Egresso Externo
Vista lateral do sistema Vista frontal do sistema

Figura 7.33: Vistas esquematicas do sistema estrela-planeta durante o transito

Na notagao utilizada, r é o raio do planeta, R é o raio da estrela, a é o semieixo
maior da orbita do planeta, ¢ é o angulo de inclinacao orbital e bR o parametro
de impacto. O parametro de impacto é definido como a distancia minima, em
unidades de raio estelar, entre o centro do disco estelar e a trajetéria projetada
do centro do planeta durante o transito. Suponha que a érbita do planeta seja
circular e que a > R.

A partir dos diagramas, faca o que se pede nos seguintes itens:
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a) Escreva uma expressdo para b como fungao do semieixo maior da orbita
a, da inclinagao ¢ da mesma e do raio R da estrela.

b) Mostre que o tempo total de transito, como representado pela vista frontal
do sistema, é dado por:

a 72
p— — — P 2
At = 2R\ [ = <R2+1> b

Observagoes dessa estrela resultaram na curva de luz mostrada na figura
a seguir. No grafico, o eixo vertical representa o fluxo luminoso relativo

(normalizado) da estrela, enquanto o eixo horizontal mostra o tempo (em
dias) em relagao ao centro do transito.
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Figura 7.34: Curva de luz normalizada do transito planetario em HD 209458

¢) Sabendo que a estrela HD 209458 possui R = 1,20R, massa M = 1,15M

e o prametro de impacto do planeta é dado por b = 0,59 estie o raio do
planeta, r, em raios terrestres.

d) Determine o perfodo orbital do planeta, P, e o semi eixo maior, a, de sua
orbita.

7.16. (Intermedidrio) A maioria das explosdes de supernova tipo Ia acontecem
em sistemas bindrios, quando uma ana branca absorve a massa da sua com-
panheira e extrapola o limite de Chandrasekhar (Mj;,, = 1,4Mg) e colapsa.

Vamos estudar o que acontece em um sistema binario apds uma explosao de
super nova tipo Ia utilizando um modelo simplificado.
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Nessa questao, considere que inicialmente o sistema é formado por uma ana
branca, de massa M; e por uma gigante vermelha de massa Ms. As estrelas
inicialmente possuem massa M; = 1,4Mg e Mo = 3,8 M. Considere também,
que ap0ds a supernova o momento do sistema condinua constante, para qualquer
referencial inercial.

a) Sabendo que ambas as estrelas possuem 6rbitas circulares de perfodo T' =
6,8 dias encontre os raios das orbitas a; e as.

b) Considerando agora que a estrela 1 exploda em supernova e deixe um
nicleo degenerado de massa M; ; = 0,8My e imediatamente apds a ex-
plosao tem a sua velocidade inalterada, encontre os novos semi eixos orbi-
tais a1, € as ; (Agora, as érbitas ndo sdo mais necessariamente circulares).

¢) Calcule a diferenca na velocidade do centro de massa do sistema antes e
depois da supernova.

7.17. (Intermedidrio) Durante a observagdo de um sistema bindrio com in-
clinacao ¢ = 49° foram medidas os comprimentos de ondas da linha H, de uma
das estrelas. A tabela a seguir mostra os comprimentos de ondas medidos junto
com o fluxo normalizado do sistema.

A (nm) F/F. | A (nm) F/F.
65540 1,03 | 65550 1,10
655,60 1,17 | 655,69 1,28
655,77 1,47 | 655,86 1,71
655,93 1,82 | 656,01 1,66
656,07 1,39 | 656,13 1,09
656,18 0,84 | 656,23 0,67
656,28 0,57 | 656,33 0,66
656,37 0,82 | 65642 1,09
656,48 1,40 | 656,54 1,68
656,61 1,77 | 656,68 1,69
656,75 1,48 | 656,84 1,28
656,92 1,17 | 657,01 1,10
657,10 1,04

Sabendo que o comprimento de onda central da linha H, é Ay, = 656,3 nm e
que ambas as estrelas tem M = 1,4M encontre o periodo do sistema bindario.

7.18.

7.19.

7.20.
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7.10

Gabarito

7.1. Pelo gréfico, fica claro que a amplitude da curva vermelha é maior que a
da azul, i.e. V4 > Vp. Agora, como MaV4 = MpVp, Va > Vg = My <

Mp.

Como vimos ao longo do capitulo P4 = Pp para sistemas binarios,

logo a alternativa correta ¢ a letra C).

7.2. Ambas as representacoes sao corretas:

7.3. a)

Ano 2 Ano 2

O efeito Doppler ocorre quando um objeto esta se afastando ou apro-
ximando do observador, i.e. sua velocidade radial nao é nula. No caso
mostrado, as velocidades das estrelas sao puramente tangenciais, e por
isso nao hé efeito Doppler da luz.

Podemos calcular a velocidade radial v, de cada estrela utilizando a
férmula do redshift nao-relativistico:

v _ BA
C o )\0
Com isso, obtemos v4 = —3,65-10°m/s e vg = 8,21-10°m/s. Como a

velocidade radial de A é negativa, ele estd se aproximando. Por outro
lado, como v > 0, a estrela B esta se afastando.

7.4. Podemos ilustrar a situacao pelo desenho:
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F 3
v

d

-~
o ¥
A5, 00

Como a < 1, temos que a distancia fisica a entre as componentes é:
a=d-«
Pela paralaxe, podemos achar a distancia d ao sistema:

d [pc] 17

lpc pl”]

Usando p = 0,1”, obtemos d = 10 pc. Agora, podemos achar a por:
a=10pc-1”

1UA
Entretanto, pela definicdo de parsec', 1pc = I logo:

a=10UA

Agora, pela Terceira Lei de Kepler para sistemas bindrios:

P? 472

? o G(m1 +m2)

lano®  4n?
1UA® G- 1M

Porém, sabemos que (Terceira Lei de Kepler aplicada

na Terra). Assim:

10Veja o apéndice de paralaxe.
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7.5.

a[UAJ?

1UA3
P[ano]?

1 ano?

(m1 +m2)[Mp] =

Como a = 10UA e P = 12,5 anos:

mi +me = 6,4M

Agora, o enunciado nos disse que a distancia de msy ao centro de massa
(r9) é quatro vezes maior que essa distancia da componente 1 (r1). Assim:

To = 47’1
Pelo centro de massa:

my T2
—=—"==4=m; =4dmy
ma 1

my ~ .
Sabemos mi + my e —, entao basta finalizarmos:
ma

y_m_ 64Mo —my _ 64Mo
Come ma o omp

Assim, obtemos | mg = 1,28M, \ e \ my = 5,12My, |

Quando o planeta passa na frente de uma mancha estelar, ele bloqueia
nao uma regiao brilhante, mas uma regiao escura da superficie da estrela,
de modo que a estrela aparece brevemente um pouco mais brilhante no-
vamente. Como a mancha solar tem a mesma dimensdo do planeta, o
fluxo medido durante a passagem do planeta na frente da mancha deve
ter QUASE a mesma intensidade do fluxo sem transito.

Ainda, o “perfodo sinddico” de P, e P, é S = 2anos. Assim, como o
planeta encontra a mancha no segundo transito, ele também a encontrara
no quarto (dois anos depois).
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f Transit no. 1 f Transit no, 2
i L
5 Transit no. 3 f Transit no. 4

E

i

I Transit no. 5

7.6. Calculando a velocidade da estrela de menor massa pelo efeito Doppler:

v A

L =" =0, =224-10" m/s

c )\0
Perceba que o didmetro angular de D,,cn0s = 1,50” é da 6rbita da estrela
menos massiva (ja que 1,50” > 0,50”). Podemos encontrar o raio Renos
dessa érbita por:

D
Rmenos — d menos
2

Pelos valores do enunciado:

1
Roenos = 20 pc- 5 : 1,50//
Como 1 UA = 1pc-1”, por defini¢io, temos:

Rienos = 15 UA

. 27rRmenos
Sabemos que v, € Ryenos S€ relacionam por v, = —7r afinal a

Orbita é circular. Assim, podemos encontrar 7"
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1 — 27 Rmenos _ 2m - 151,496 - 101!
N Uy N 2,24 - 104
Ou seja:
7= 6310° s = [ anos
7.7. a) Desenhando a situacgao:
A B A (a frente) B A B (a frente)

(B atris, completamente
oculta por A)

(A atras, completamente
oculta por B)

b) A profundidade do primeiro minimo serd igual a magnitude de A sub-
traida da magnitude total, pois a estrela B estard completamente
oculta. Com isso, podemos comparar as magnitudes utilizando a Equacao

de Pogson:
F

Apri =ma — Mot = —2,51og FA
tot

Ly

Apri = —2,5log | 4nd2

pre & Liot

4 d?

Como a distancia das duas estrelas sao essencialmente iguais:

La
A ri — —2,5 lo
P & Ltot
Ltot
Apri =2,5log .

Para calcularmos a profundidade do segundo minimo (Ag..), podemos
utilizar o mesmo método com Age. = mp — M. Assim:
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F
Asec =mp — Mot = _275 log b
Ftot
Ltot
Agoe = 2,51
og Ly

¢) Como Lyyy = La + Lp, podemos reescrever as expressoes encontradas
no item b) da seguinte forma:

47TR?4(7T3 + 47TR2BG'Té)

Apri = 2,51
P o8 < ArR%0T}

O enunciado diz que R4 = Rp = R, entdo podemos desenvolver a
expressao da seguinte forma:

4rR%0(T% +T3)
4mR?0T4

4
Apri =2,5log (1 + <TB) )
Ta

Substituindo os valores das temperaturas, encontramos Ap,; = 3,83 mag.
Ja para o segundo minimo:

Ta\*
Age = 2.5l0g [ 1+ (22
Sec 75 Og< J’_(TB) >

Substituindo os valores, obtemos Ag.. = 0,03 mag.

Apri =2,5log (

7.8. a) Utilizando a Terceira Lei de Kepler:

47'('2 3 P2GM

P2: 3, =" i
“ GM:>a 472

Substituindo os valores informados na questao (no SI):

.\3/(2,218573 724-60-60)2-6,67-10 1. 0,8 - 1,99 - 10%
472

Assim:

a=4,62-10° m = 0,031 UA
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b) A velocidade em uma 6rbita circular é:

27r
v = —

P

Como calculamos r no item anterior e o enunciado nos forneceu P:

27 - 4,62 - 109
_ ’ —[152 %
YT 2218573 - 24- 60 - 60

c¢) O fluxo da estrela quando nao estd ocorrendo o transito do exoplaneta

pode ser escrito como:

ArR?cT* R%6T*
Fo= e — ="

Desprezando uma possivel luminosidade do exoplaneta, temos que o
fluxo durante o transito é:

R206T* r20T%
bo=—p

Agora, conseguimos relacionar a queda do fluxo de uma estrela com a
razao dos raios. Dividindo os fluxos:

R?cT* r20T*

e e
F() N R2O'T4
42
Reescrevendo:
B _ R -’ ﬁ_l_(i)Q
Fy,  R? F R
Ou seja:

r_ 1k
R F,

Pelo grafico, podemos estimar a razao entre o fluxo no transito com o
fluxo normalizado como 0,975. Substituindo na equacao:

,
7= V/1-0,975 = 0,158

d) Utilizando a relagao do item passado, r = 0,158 - R. Pelo enunciado,

R = 0,85 Ry, logo: r = 0,134 Ry = 9,41 - 10* km. Um planeta desse

tamanho sé pode possuir uma composicdo gasosa'l.

HPara comparacao isto equivale a quase 15 vezes o raio da Terra, ou 1,32 vezes o raio de

Juapiter



478

e)

7.9. a)

CAPITULO 7. SISTEMAS BINARIOS

A massa da estrela vale 0,8 Mg, e o planeta possui uma distancia orbital
de 0,031 UA. Assim, o planeta estd na seguinte posi¢do no grafico:

Tidal Locking Limit [/ Rocky Planet Region

- . ,
Solar System e

ol-Sun G

Stellar mass (M_ )

Orbital distance (AU)

Logo, ele nao estd na zona habitdvel.

Quando as velocidades radiais dos dois corpos coincidem, elas sao iguais
a velocidade do centro de massa do sistema. Isso pode ser observador
pela figura 7.21, em que a situacdo em questao esta representada pela
letras A ou C. Assim, observando a intersecgao das curvas no gréfico,
obtemos vopr = —20 km/s, i.e. o sistema estd se aproximando de nds.

Como a estrela 1 é mais massiva que a estrela 2 (enunciado), temos
que a sua curva é aquela que possui velocidade radial v; = 120 km/s
na intersecgdo com o eixo y. Ainda, vy = —175km/s nessa situagao.
Perceba que essa intersecgao representa a situagao em que as velocida-
des radiais sdo méximas (para 1) e minimas (para 2). Assim, podemos
encontrar a velocidade de 1 e 2 com relagao ao centro de massa por:

viea = 120 — (—20) = 140 km/s

vocym = —175 — (—20) = —155 km/s

Ou seja, a estrela 1 possui velocidade 140 km/s com relagdo ao centro
de massa quando cruza o eixo y. Porém, como o préprio centro de
massa estd se aproximando com vopr = —20 km/s, a velocidade radial
observada de 1 fica somente 120 km/s. O sinal negativo de vocps néo
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possui uma relevancia muito grande, ja que sé nos interessamos por
seu médulo. Agora, como as estrelas orbitam o centro de massa:

m1  |vecm| 155
™ =2 1107
mo "Ulcjy[‘ 140

c¢) Pela paralaxe, podemos calcular a distancia ao sistema:

d [pc] 1”
— = d=14925

Como a estrela 1 é mais fria e maior que a outra componente, a maior
queda de fluxo ocorrerd quando ela eclipsar a estrela 2. Nessa situacao:

F = 0,4 - Fiot

Onde esse 0,4 foi obtido pelo grafico. Com isso podemos comparar a
magnitude de 1 com a do sistema pela equacao de Pogson:

Iy

mi — Mot = —2,51log ( ) = —2,5log0,4

tot
Pelo enunciado, my,; = 9,64. Assim, obtemos m; = 10,635. Entre-
tanto, queremos encontrar a magnitude absoluta. Assim, pelo médulo
de distancia:

ml—M1=5logd—5:>M1 :

Se o fluxo da estrela 1 é 40% do total, o da estrela 2 serd Fy = 0,6},
assim podemos realizar o mesmo procedimento que fizemos para 1 para
encontrarmos sua magnitude absoluta. Por Pogson:

E
Mo — Mg = —2,5log <F2 ) = —2510g 0,6 = my = 10,195

tot

Assim, pelo médulo de distancia:

M2=m2—5logd+5=

7.10. a) Como a massa de prova possui massa desprezivel, M e m realizam
orbitas circulares em torno do centro de massa comum. Pode-se inferir
pelo enunciado que um corpo localizado em qualquer um dos pontos de
Lagrange deve possuir o mesmo periodo P que M e m para permanecer
em repouso em relacao a esses corpos. Isso s6 é possivel se essa massa
desprezivel também orbitar o centro de massa de M e m.
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Quantitativamente, basta aplicarmos a Terceira Lei de Kepler para siste-
s . 2w
mas bindrios para encontrarmos a velocidade angular w = =

P? 472 472 5 G(M+m) G(M +m)
— e = == =
D* GM+m) P D? Do

b) A imagem abaixo representa a situagdo. De acordo com o Exemplo 1,

sabemos que a distancia entre M e o CM é D e que a distancia m

M+m

M
eo CM é D. Agora, vamos analisar a forga resultante na massa
M+m
de prova p (< M, m).
D
M N | m. '.
® M _ . u?
Com ] r
D Mo, food
M +m M +m '

Figura 7.35: Segundo ponto de Lagrange

Pela Segunda Lei de Newton em pu:

FM+Fm:RCp

GM G
Onde Fjy = ﬁ é a forga gravitacional de M em p e F,,, = Z;M é

a forca gravitacional de m em u. Agora, perceba que u realiza uma érbita

circular de raio ( D+ d> em torno do CM com velocidade angular

w. Assim, a resultante centripeta é:

ch:uw2 ( D+d>

M+m

Juntando essas equagoes e utilizando o resultado do item a), temos:
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GM +G7m_G(M+m) M Dtd
(D+d)? 4> D3 M+m
Reescrevendo:
L + ﬂ — % + M
(D+d)2 * d> D2 D3

Agora, vamos utilizar o fato que d < D (dado no enunciado) para chegar-
mos em uma resposta aproximada. A conhecida aproximacao de Taylor
nos diz que (14 )" ~ 1+ nzx para x < 1. Desse modo, vamos manipular
o termo da esquerda para ele ficar no formato (1 + algo)exPoente;

t e (105)

= = (14 =
(D + d)? N DE\ "D
D2<1+)
D

M A\ M 2d
Agora, como d < D, podemos fazer D2 (1 + ) N — (1 — )

D D2 D
Com isso:
M 2d m M (M+m)d
- (1= e I Sl i
D2 ( D) + d? D2 + D3
Reescrevendo:
2Md  m Md md
2 ps @t s T e

Multiplicando ambos os lados por d?, obtemos:

m = (3M +m) (g)s

Por fim:

m 1/3
:D —
d <3M—|—m)

7.11. a) Utilizando a Terceira Lei de Kepler,

(a1 + (12)3 _ G(Ml + Mg)
P2 N 42
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A velocidade radial maxima é dada por vVyqd, maz,1 = K = 2”% sen .

Pelo teorema do centro de massa, Myja; = Maag — as = Myay/Ms.
Substituindo na terceira Lei de Kepler,

at(l+ My /M)®  G(My + My)

P2 472

2 2
( 7;“) a1 (1 + My /Ms)® = GMy(1 + My /My)

3
(271'@1) (14 My /My)? = 27rG M,

P P

K3 2rGM3

M M 2 — 2
sen3i( 1+ M) P

Agora, podemos reescrever essa terceira lei de Kepler no formado da
funcdo de massa,

M3 sen®i K3P

(Ml —|—M2)2 - 27G

b) Resolvendo para Ms e i = 90°,

M;

2 s M3 = (M + My)?
Gf + iy Mo = (AL M)

f=

My = ((My + Mz)zf)l/?’

Resolvendo por iteragao, obtemos:

M2 ~ 5OM@

¢) Devido a alta massa de Ms, podemos aferir que a mesma se trata de
um buraco negro.

7.12. Observe o seguinte esquema,
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=Iinha de visdo

O angulo entre a linha de visao e a reta entre o centro da estrela 1 e o
centro da estrela 2 é dado por 90 — ¢. Utilizando trigonometria bésica,

Ri+R
sen(90 — i) = Mt
a
Da identidade sen(90 — z) = cosx
. R+ R
coSt = ———
a

E a relacao que queriamos encontrar.

7.13. Vamos chamar de eclipse A o eclipse em que a estrela 1 passa em frente
da estrela 2 e de eclipse B quando a estrela 2 passa em frente a estrela
1. Vamos agora analizar a situagao de méaximo de ambos os eclipses. No
eclipse A, o fluxo total serd apenas o fluxo da estrela 1.

o Fy = kR?T}

Onde k é uma constante de normalizagdo. Ja no eclipse 2, teremos uma
parte da estrela 1 (a parte que ndo estd coberta pela estrela 2) e o fluxo
inteiro da estrela 2. Matematicamente,

Fp = kR3Ty + kR3T} — kR3T}
Fp = k(R3Ty + (R} — R3)TY)

Para o eclipse primario ser o eclipse B o que se segue €,

FB<FA
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R3Ty + (R} — R5)T} < RITY
RIT} — RAT}! <0

Ty —T! <0

Surpreendentemente, esse resultado nao depende do raio de nenhuma das
estrelas.

7.14. a) Os pontos que um terceiro corpo menor pode estar em equilibrio
em um sistema de 2 corpos, sao justamente os pontos de Lagrange.
Portanto, existem | 5 pontos de estabilidade |.

b) Os pontos sdo L1, no meio do circulo entre as duas estrelas, Lo e
L3 atras de uma delas e Ly e Ly formando tridngulos equilateros.
Para um ponto de equilibiro ser consideravo estavel, apés um pe-
queno deslocamento, é esperado que o corpo retorne para a posicao
inicial. Analizando prieiramente o ponto L1, no referencial inercial
das estrelas, temos:

o GMm n GMm 4 e
 (a/2+ )2 (a/2—2)2

Pro sistema binario,

2GM
w= 3
a
_ GMm n GMm Jr2Gme
(a/2+ )% (a2 —1x)? a3
Simplificando,

_ 4GMm 4GMm 2GMmx
Coa?(1+ %) g2(1 - 22)2 ad

AGM 22\ 2 22\ 2 26 M
poAGMm (0 2w\ " [ 2 4 2GMma
a? a a a3

Utilizando a aproximagao (1 +y)" ~ 1+ ny
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F:4GMm 1_471'_1_471' +2GMm:E
a? a a a3
F:_3OGme
a3

Como a forga é negativa, o ponto Lq representa um ponto de equilibrio
estavel.

Para o ponto Lo (e equivalentemente L3), primeiro vamos calcular a
que distancia da estrela a massa m se encontra:

GMm GMm
F:_(a+r)2_ > +mw?(a/2 + 1)

No ponto Ly a forga total deve ser nula. Substituindo w

GMm +GMm GMmu+2 /a)
= r
a?(1+r/a)? 72 a? “

Simplificando e utilizando a mesma aproximagao que anteriormente,

1 1 2r +1_1 1+2r
a? a 2 g2 a

1 4r

R

a
TZM%O,G?)Q

Agora voltando para a equagao da forca, mas diante uma pequena
perturbacao =z,

GMm GMm
F= _(a+r+az)2 - (T—i—x)Q +mw2(a/2+r+x)

—2 —2
P GMm <1+ z > GMm <1+ x) +2GMm (1+1,13x)

2,67a2 1,63a)  0,4a? 0,63 1,13a2 a
Simplificando,
GMm 1 2x 1 2x 1 1,13z
F= - 1- - 1- 1+ =2
a? { 2,67 ( 1,63a> 0,4 ( 0,63) * 0,56 ( L )]

_ GMm

F e

(—1,09 n 10,413)
a
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Mas note que como x < a a forga sempre serda negativa, logo os

pontos Lo e L3 representam equilibrios estaveis.

Os pontos L4 e Ls, por sua vez, sao conhecidos por serem instaveis,

porém a demostragao da sua natureza leva calculo diferencial e inte-

gral, que foje do escopo desse livro. Por tanto, ha |3 pontos de equilibrio estavel |.

7.15. a)



Apéndice A
Cosmologia

Desde os primérdios da existéncia humana, a origem de tudo foi tratada um
grande mistério. Nesse ambito, a cosmologia procura compreender o universo
desde o seu “nascimento” até um futuro distante a partir de modelos fisicos e
matematicos. Com a passagens dos séculos, a humanidade foi aprimorando as
técnicas utilizadas para tal andlise até, mais recentemente, Einstein desenvol-
ver sua teoria da relatividade geral, a qual é utilizada até hoje no estudo da
cosmologia.

Descobertas fisicas e astronémicas foram fundamentais para, em conjunto,
darem luz a caracteristicas do nosso universo. A seguir, iremos estudar alguns
dos fundamentos desse estudo.

A.1 Lei de Hubble-Lemaitre

A Lei de Hubble-Lemaitre afirma que o universo estd expandindo para longe
de nés com uma velocidade proporcional & distancia de um ponto no universo
até a Terra. Apesar de tal descoberta geralmente ser associada ao astronomo
Edwin Hubble, Lemaitre havia a deduzido a partir das equacoes da relatividade
geral cerca de dois anos antes de Hubble, este que foi o primeiro a comprova-la
empiricamente. Vamos lembrar das duas principais chaves que possibilitaram
que Hubble determinasse as velocidades radias e as distancias de galdxias.

A primeira chave foi a relagao periodo-luminosidade encontrada pela astronoma
Henrietta Leavitt em 1912. Essa relacao fornecia um valor para a luminosi-
dade de certas estrelas varidveis, conhecidas como cefeidas, em funcao de seus
periodos de variagao de brilho, que podiam ser observados da Terra. Medindo
o fluxo de tais estrelas, seria possivel encontrar a distancia delas até nds. Desse
modo, Hubble calculou a distancia de certas galaxias até a Terra através das
cefeidas contidas nelas.

487
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A outra chave foi o trabalho de Vesto Slipher, que foi um dos pioneiros a
utilizar o redshift de galdxias para calcular suas velocidades radiais.

Com essas ferramentas em maos, a ideia de Hubble foi de procurar uma
relagao entre as velocidades radiais e as distancias de galdxias. Plotando os
valores encontrados no grafico da figura A.1, ele observou uma relacao linear
entre v, e d para inumeras galdxias, que ficou conhecida como Lei de Hubble-
Lemaitre. Ele publicou a sua descoberta em 1929.

+ 1000 KM

o n*PARSECS 2210® PARSECS
Figura A.1: Gréfico Velocidade de Recessao (km/s) vs Distancia (pc)

Hubble representou a linearidade de v, e d através da equagao:

onde

e v,: velocidade radial de recessdo, normalmente em km s~!;

e Hy: constante de Hubble. Seu valor atual® é cerca de 67,8km s~ Mpc™?

(dimenséo de inverso do tempo);
e (: distancia a galdxia, normalmente em Mpc.

Vale lembrar que nem todas as galaxias obedecem a Lei de Hubble-Lemaitre.
Para galaxias préoximas da Via Lactea, a atracao gravitacional influencia a ve-
locidade de afastamento delas. Por exemplo, a velocidade radial de Andréomeda
vista da Terra é cerca de —300km/s, ou seja, ela estd se aproximando de nds.

1A constante de Hubble varia com o tempo. i.e. nio é constante.
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Estamos no centro do universo?

Um equivoco gerado pela superficial compreensao da Lei de Hubble-Lemaitre
é que, por consequéncia do afastamento das galaxias de néds, a Terra estaria no
centro do universo. No entanto, o proprio carater mateméatico dessa lei mostra
que esse nao é o caso, como iremos demonstrar. A imagem a seguir ilustra a
Terra e outras duas galdxias A e B.

B

Terra

Figura A.2: A Terra e duas outras galdxias

Em relagao a Terra, as velocidades de afastamento das galdxia A e B sao,
respectivamente:
17,4 = Hof'A e 773 = H()FB

Com isso, podemos calcular a velocidade radial ¥ de B quando vista de A.
Assim, no referencial de A, temos:

—

’l_)'Z’UB—’l_fA

Substituindo os valores de ¥4 e ¥p:

U= Hor'g — Ho'a = Ho(T — T4)

Mas como o mdédulo de ¥ — 74 é a distancia entre A e B, temos que um
observador em A também veria B se afastando com uma velocidade proporci-
onal a distancia entre essas galdxias. Desse modo, pode-se perceber que a Lei
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de Hubble-Lemaitre é universal, ou seja, funciona para qualquer observador.
Isso prova que nao existe um referencial especial, i.e. nao existe um “centro do
universo”.

Tempo de Hubble

A partir da Lei de Hubble-Lemaitre, podemos encontrar uma estimativa
para a idade do universo. Considerando que o universo é uma esfera que surgiu
no Big-Bang (¢t = 0) e, desde entao, vem expandindo com uma velocidade cons-
tante de acordo com a constante de Hubble atual, temos a seguinte situagao:

t=20 t =1y

Figura A.3: Estimando a idade do universo

Onde tg seria a idade atual do universo. Como assumimos que a velocidade
v é constante, o raio do universo é d = vty. Entretanto, pela Lei de Hubble-
Lemaitre, temos que v = Hyd. Juntando esses resultados:

o9 _ 4 _| L
O7 VT Hod | Hy

Utilizando 67,8km s~ Mpc™!, obtemos ¢y ~ 14,4 bilhdes de anos, o que é
bem préximo do valor calculado mais recente encontrado de 13,8 bilhoes de anos.

A.2 Redshift Cosmolégico

Existem trés principais causas de redshift:

e Dois corpos com velocidade radial entre si nao-nula. Esse é o caso que
vemos no nosso dia a dia, como em carros de férmula 1.
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e Campos gravitacionais. O redshift relacionado a essa causa é conhecido
como redshift gravitacional.

e Expansao do universo. O redshift relacionado a essa causa é conhecido
como redshift cosmolégico.

Para o redshift cosmoldgico, basta relacionarmos a Lei de Hubble-Lemaitre
com a expressao comum do efeito doppler, seja este relativistico ou nao. Desse
modo:

Redshift cosmolégico nao-relativistico

A expressao nao-relativistica do efeito doppler nos diz que:
AN v
B )\0 h C

Pela Lei de Hubble-Lemaitre, v, = Hyd, logo:

z

A\ Hd

z

)\() C

Redshift cosmolégico relativistico

A expressao relativistica do efeito doppler pode ser escrita em duas formas
principais. A primeira delas dé o redshift para uma velocidade radial v,.:

N CE
c— vy
J4 a segunda? d4 v, para um dado redshift z:

(1+2)?2-1
(142)2+1

Pela Lei de Hubble-Lemaitre, elas podem ser reescritas como:

c+ Hyd
2= —=X -1
C*Hod

vV =C

2 As expressoes sdo fundamentalmente idénticas, basta realizar uma manipulacio algébrica
para converté-las, assim como vimos no terceiro capitulo.



Apeéndice B
Paralaxe

A paralaxe é a diferenca na posicdo aparente de um objeto fixo quando
observado por dois observadores em lugares distintos. Um experimento bem
simples que ilustra esse conceito pode ser realizado de acordo com a imagem
abaixo. Apesar da mao estar fixa, o observador, que é o olho aberto, estd
mudando de posigao, fazendo com que a imagem da mao apresente posicoes
aparentes distintas.

visto pelo olho esquerdo visto pelo olho direito

1 inkiaRia

Figura B.1: Paralaxe

Essa variagao da posicao relativa de objetos fixos gracas a mudanca da
posicao do observador é especialmente 1til para determinarmos distancias, as-
sim como ilustrado pelo exemplo abaixo.
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Exemplo 1:

Em um terreno plano, um estudante quer determinar a altura de uma mon-
tanha sem precisar escald-la. Inicialmente, ele mede que o angulo entre o topo
da montanha e o solo é #y. Apds andar Az na direcao da montanha, o va-
lor desse angulo vira 8. Assim, calcule a altura da montanha, assim como a
distancia inicial do aluno até ela.

Solucao

Podemos representar essa situagao no seguinte desenho:

S Az

Figura B.2: Exemplo 1

Pela imagem, temos as seguintes relacoes:

tan 6 h
1n =
°T s+ Az
€
h
tanf; = —
anf S

Podemos manipular essa equagoes para encontrarmos h:
h = tanfy(Az + s)

h
Como s = ——, temos:
tan 6y

h = tanfy(Az +

)

tanﬁf

Reescrevendo:

h— Ax tan 6 tan 0
tanf; — tan by
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Agora, podemos achar a distancia d = s + Az que o aluno estava da mon-

h
tanha no inicio. Perceba que tanfy = = logo:

d— Ax tan 6y
tanfy — tan 0y

Dando um passo além, podemos determinar a distancia de estrelas até a
Terra através da paralaxe. Considerando a érbita da Terra em torno do Sol
como circular, a posicao aparenta da estrela varia de acordo com a translagao
da Terra. A imagem abaixo ilustra tal variagao.

Posicao A
(<> T X g
e ’ Objeto ) Tl
- : s
Posicao B
Fundo
Visao A Visdo B

B Ed E3

Figura B.3: Paralaxe de um astro

Assim, ao longo de um ano, a posicao da estrela observada por nés ird oscilar
em torno de dois pontos “limites” que ocorrem quando o angulo entre a estrela
e 0 Sol vistos da Terra é 90°. Assim, o &ngulo de paralaxe p é definido como
metade do deslocamento angular da estrela.
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Estrelas fixas

Terra d Estrela

Figura B.4: Paralaxe heliocéntrica

De acordo com a figura, temos:

1UA
d

Ademais, como d > 1 UA para todas as estrelas além do Sol, p < 1. Desse
modo, podemos aproximar senp = p [rad]. Assim:

senp =

1UA
plrad] = m

Entretanto, é comum utilizarmos a unidade parsec para medirmos a distancia
até as estrelas. Um parsec, 1pc, é definido pela distdncia de uma estrela de
paralaxe 1”7, tanto que seu nome origina da palavra parallax second. Assim:

o LUA

1pc
Como 3600” = 1° e 180° = wrad, temos:

Lo LUA 36007 1807
pe= 1/ 1# wrad

O radiano nao possui dimensao, logo:

3600 - 180
1pc = — UA ~ 206265 UA
™
1 1
Sabemos que lrad = 3600 180 segundos de arco. Sendo k = M,
m T
temos:
[rad] = 1 "]
p =% D
e
d[UA] = kd [pc]

Ou seja:



496 APENDICE B. PARALAXE

frad] = 1UA 1 ] 1UA
PR =Gm0A] 7 kP T kdpd
Reescrevendo:
] 1UA
p =
d [pc]
Mas, pela definicao de parsec:
,  LUA
~ 1pc
Dividindo essas equagoes:
pl’] _ 1pc
17 d [pc]

Que é a equacao fundamental para encontrar a distancia até um astro
como funcao de sua paralaxe. Ainda, é comum medir p pela unidade mas =
103 segundos de arco, em que mas significa milissegundo de arco.

Exemplo 2

Apo6s meses de observacao, a astronoma Millenia calculou o deslocamento
angular aparente méximo da estrela Polaris (&« UMa) no céu, encontrando 14,3
mas. Assim, calcule a distancia desse astro até a Terra, em parsecs.

Solucao
Ja que o angulo de paralaxe é a metade do deslocamento angular aparente
méximo da estrela, p = 7,15 mas = 7,15 - 10~3 arcsecs.

Logo:

»

~pc = 140,0 pc

d - -
[Pl = 500715

Vale ressaltar que, mesmo com a tecnologia dos dias atuais, é significativa-
mente dificil medir a paralaxe de estrelas que distam mais de 100 pc de nos.
Desse modo, alternativas como o médulo de distancia costumam ser mais uti-

lizadas.



Apéndice C

Orbitas dos Planetas

Neste apéndice, vamos estudar algumas caracteristicas importantes das érbitas
de planetas. Iremos analisar o sistema solar, porém todos os conceitos se apli-
cam para qualquer sistema.

C.1 Planetas Interiores e Exteriores

Um conceito importante na astronomia é o de planeta inferior e exterior.
Utilizando a Terra como referéncia, definimos um planeta como inferior se seu
raio orbital for menor que o da Terra. Por outro lado, caso o raio orbital de
um planeta seja maior que o da Terra, ele é chamado de exterior. Desse modo,
temos:

e Planetas interiores: Merctrio e Vénus;

e Planetas exteriores: Marte, Jupiter, Saturno, Urano e Netuno.

C.2 Inclinagao da Orbita

Uma caracteristica interessante do Sistema Solar é que as érbitas de todos os
seus planetas estao essencialmente alinhadas. Isso significa que, independente
do local de observacao na Terra, iremos ver todos os planetas praticamente

alinhados, assim como pode ser observado nas duas imagens abaixo!.

LA é6rbita da Lua em torno da Terra também é bem alinhada com tal plano.
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Figura C.1: Inclinagdo da érbita

Figura C.2: Inclinagao da érbita

Utilizando como referéncia a orbita da Terra em torno do Sol, podemos
definir a inclinacao da 6rbita de um planeta como o angulo entre as drbitas
do planeta e da Terra. No caso, o arco laranja nas imagens acima representa
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a Ecliptica, que nao passa da projetagao da orbita da Terra na esfera celeste.
A imagem abaixo ilustra as inclinagoes das orbitas de cada planeta - como
esperado, todos os valores sao proximos de 0.

Saturn Plano da
3.4° Ecliptica

Figura C.3: Inclinagao da érbita

C.3 Inclinacao do Eixo de Rotagao

A inclinagao do eixo de rotagdo de um planeta (representado pelas letras
e ou ¢) mede o angulo entre o seu equador e a ecliptica, assim como pode ser
observado na imagem abaixo para a Terra.

Eixo de
rotagao

---23°27"

Plano da
Ecliptica

Equador

Figura C.4: Inclinacdo do eixo de rotagao
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Note que os planetas com inclinagao ¢ < 90° giram no sentido anti-horario
quando vistos de cima, ja planetas com ¢ > 90° giram no sentido contrario,
assim como representado na seguinte imagem:

Terra: 23° Urano: 97° Vénus: 177°

S D&

Figura C.5: Inclinagao do eixo de rotagao

Por fim, a imagem abaixo mostra as inclinacoes dos eixos de rotacao de cada
planeta.

G .
=

ecliptica "_ Vi \ )7
25° 23,5°177°

Figura C.6: Inclinagao do eixo de rotagao

C.4 Precessao e Nutacao

A precessao e a nutacao sao dois tipos de movimentos que estao presentes em
todos os corpos que giram em torno de si, como um pedo ou a Terra (rotacdo).
A precessao é caracterizada pela rotacao do préprio eixo de rotagao do corpo
em torno de um segundo eixo. No caso da Terra, seu eixo de rotagao € a prépria
reta que liga os polos norte e sul. Por outro lado, o eixo de rotagao associado a
precessao é a reta que liga os os polos eclipticos. A imagem abaixo ilustra
isso.
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Ecliptica

Eqg. Celeste

Figura C.7: Precessao da Terra

Desse modo, a precessao possui duas consequéncias principais:

e A posicio do PCN no céu muda ao longo do tempo? (atualmente, ele
estd préximo de Polaris). Isso faz com que as coordenadas equatoriais
dos astros também varie;

e As coordenadas eclipticas dos astros nao sao afetadas pela precessao. Por
outro lado, as coordenadas eclipticas do PCN e do ponto vernal sao.

A nutagio é caracterizada por uma pequena oscilagdo do PCN em torno
do circulo de precessao com um periodo de 18,6 anos, assim como representado
pela imagem:

20 periodo de precessio da Terra é cerca de 26000 anos.



502 APENDICE C. ORBITAS DOS PLANETAS

Figura C.8: Nutagao da Terra

C.5 Configuracoes Planetarias

Caso um observador fosse colocado “acima” (no Polo Norte Ecliptico) do
sistema solar, ele eventualmente veria os planetas em algumas posicoes espe-
ciais entre si. Tais posigdes recebem o nome de configuragoes planetarias.
Utilizando como referéncia a Terra, elas sdo:

Conjung¢io

Conjuncdo inferior
Conjung3o superior
Maxima elongacio leste
Maxima elongagdo oeste

Quadratura leste Quadratura oeste

Oposicdo

Figura C.9: Configuragoes Planetarias
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Desse modo, definimos a elongagao como o angulo entre um planeta e o Sol
quando vistos da Terra. Perceba que a elongagao dos planetas exteriores pode
ser qualquer dngulo entre 0 (conjungdo), 90° quadratura e 180° (oposic¢ao). Por
outro lado, a elongacao dos planetas inferiores nunca ultrapassa um valor ®,qz
chamado de elongacao méaxima. Vamos calcular esse valor em fungao do raio
orbital R; do planeta. Temos a seguinte imagem:

0,.’!1?;3,0,:1: e
/

Figura C.10: Elongagao méaxima

Perceba?:

Sen Qyqr = LG = | Omazr = sen~! LG
Rg 1UA

Para Mercurio:

Ry = 0,387UA = Omazr—M — 22,80
Ja para Vénus:

Ry = 0,723UA = Omaz—V = 46,30

Desse modo, note que Vénus e Merctrio sempre estardo préximos do Sol,
assim como pode ser observado na figura C.2.

3Estamos desprezando a excentricidade e a inclinacio das érbitas dos planetas.



Apeéndice D
Analema

Um fenémeno muito curioso acontece quando tiramos diversas fotos do Sol
ao longo de um ano em um horério e local definidos. Sobrepondo as imagens, o
Sol ndo aparece sempre na mesma posi¢do no céu, e sim, ele forma uma figura
muito peculiar conhecida como analema.

Figura D.1: Analema

Essa figura é resultado da combinacao de dois fatores independentes: a
obliquidade da ecliptica e a excentricidade da 6rbita da Terra. Para
entendermos o porqué do formato do analema, precisamos compreender como
essas caracteristicas da drbita terrestre interferem no movimento anual do Sol.
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Nesse ambito, é conveniente analisarmos dois eixos do analema: um perpendi-
cular e outro paralelo ao equador celeste.

A variacdo da posigdo do Sol ao longo do eixo perpendicular ao equador
celeste ocorre exclusivamente pela variacao da declinacao do Sol ao longo do
ano, que é um resultado da obliquidade da ecliptica.

Ja a variagao da posicao do Sol ao longo do eixo paralelo ao equador celeste
ocorre exclusivamente pelo efeito da equacdo do tempo, que é resultado tanto
da obliquidade da ecliptica quanto da excentricidade da 6rbita da Terra.

Dessa maneira, vamos analisar com calma cada um desses efeitos individu-
almente para entao estudarmos a combinagao de ambos.

D.1 Efeito da Variacao da Declinacao do Sol

Como comentado no capitulo 5, o Sol percorre sua trajetéria anual sobre a
ecliptica, que é a projegao da 6rbita da Terra no equador celeste, assim como
ilustrado pela imagem abaixo.

PCN

Equinéciode ~__L.ee
Setembro—y PR Solsticio de
- unho

Equador

L. Celeste
Solsticio de

Dezembro\)’ Equinécio de

Ecliptica Marco

PCS
Figura D.2: Trajetéria anual do Sol
A inclinagdo de e entre a ecliptica e o equador celeste faz com que a de-

clinagao do Sol §; varie anualmente entre —e e +¢, ou seja, como € = 23°27/,
a declinagao possui o seguinte intervalo: —23°27" < o < +23°27'.

Utilizando trigonometria esférica, é possivel encontrar equagoes que descre-
vem a declinagao do Sol como fungao do tempo. Fazendo isso, obtemos algo
como:



506 APENDICE D. ANALEMA

30
20 < I ™\
/ Solsticio \
10 B
p= 0 ___ Equindcios, — L\
o
g 22 pbr 224un 22jago 22 fout 22flez
S 10
%
& N
20 ~
30

Dia do ano

Figura D.3: Declinacao do Sol em fungao do tempo.

Essa mudanga da declinacao do Sol ao longo de um ano pode ser percebida
por observadores na Terra. Temos que o Sol ird oscilar ao longo do eixo per-
pendicular ao equador celeste, com declinagao indo de —23°27" até 23°27'. As
seguintes imagens representam essa variagao:

Equador Celeste

Figura D.4: Planificagao da variacao anual da posicao do Sol ao longo do eixo
perpendicular ao equador celeste
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Zénite

23°27,

Equador
Celeste

Nadir

Figura D.5: Mudanga da declinacdo do Sol ao longo de um ano

Se nao fosse pelo efeito que iremos estudar a seguir, o analema seria sim-
plesmente uma reta. Agora, vamos entender como se dd o movimento do Sol
no eixo paralelo ao equador celeste.

D.2 Efeito da Equacao do Tempo

Como comentado no capitulo 6, o tempo solar verdadeiro (que é baseado no
angulo hordrio do Sol verdadeiro) difere do tempo solar médio (que é baseado
no angulo horario do Sol médio) ao longo do ano de acordo com a equagao do
tempo.

A equagao do tempo é um resultado tanto da excentricidade da Terra quanto
da obliquidade da ecliptica. Os gréaficos abaixo representam o efeito de cada
um desses fatores individualmente e o resultado da combinacao deles.
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Efeito da excentricidade Efeito da obliquidade
daTerra da ecliptica

. / /\
o 500 100 150 200 250 300 350 100 150 %200 25 300 35\
-4 -3

-6

-8 -10

Efeitos combinados:
Equaciao do tempo

A
15
jul
5
N
50 150 200 50 300 35%
-5
=10
=15

Figura D.6: Equagao do tempo

=

)

Como o conceito de analema é tirar fotos sempre no mesmo horario, de-
vemos perceber que esse horério refere-se ao tempo solar médio (pois é nele
que o tempo civil é baseado). Dessa maneira, como o tempo solar verdadeiro
difere do tempo solar médio ao longo do ano, o Sol possuird um angulo horério
diferente a cada foto e, portanto, estara “atrasado”ou “adiantado”em relacao
ao Sol médio, dependendo da época do ano.

Perceba pelo grafico dos efeitos combinados na figura D.6 que a equagdo do
tempo possui um valor méaximo e um valor minimo. O valor minimo ocorre
um por volta de 11-12 de Fevereiro e representa o Sol verdadeiro 14min6s a
leste do Sol médio. J4 o valor maximo ocorre por volta de 31 de Outubro —
1 de Novembro e representa o Sol verdadeiro 16min33s a oeste do Sol médio.
Portanto, note que ha uma assimetria na “amplitude”da equacao do tempo.

Dito isso, podemos concluir que, com o passar do ano, um observador vera
o Sol variando sua posi¢ao ao longo do eixo paralelo ao equador celeste, indo
de ETym a leste do Sol médio até ET,4x a oeste do Sol médio.
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ET,m ET . Equador Celeste

—I

Sol

médio

Leste «<—e—= Qeste

Figura D.7: Planificagao da variacao anual da posicao do Sol ao longo do eixo
paralelo ao equador celeste

Figura D.8: Eixo paralelo ao equador celeste

D.3 Efeitos Combinados

Agora que entendemos os efeitos da variagdo da posigdo do Sol em cada
eixo, podemos finalmente compreender o formato do analema. Plotando em
um grafico, obtemos:
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s Analema
1’Ju|/’\1.Jun
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15 3 J
\ /1.Mai
|
N/
10 .
1. Set
7N
— 1.Abr /|
£ s FT
i3 AN
£ o / h
Fi
a % 3, 1.0ut
5 A AN
1.Mar /
/
-10 !’ .".
{ \
g 1 Nov"Y
-15 ,\ i
y1.Fev /
20 \\ /I
“..1.Jan 1085/
-25 T T T

T T
20 5 10 5 0 5 10 15 20
Equagdo do tempo [min]

Figura D.9: Gréfico declinacgao versus equacao do tempo de um analema.

Note que a variagao da declinagcdao é maior do que a variagao da equagao
do tempo, fazendo com o analema fique mais “esticado”’no eixo perpendicular
ao equador celeste. Além disso, lembre-se que, como vimos pela figura D.4, o
equador celeste é a mediatriz do segmento que liga o ponto de maior declinagao
do Sol ao ponto de menor declinacao. Vale lembrar que essas extremidades
representam os solsticios. A imagem abaixo ilustra a assimetria do analema
com mais clareza:

. »~linha da ascensdo reta do Sol médio
Solsticio

i1 %e Junho
ul S Jun 1 5 = +4¢e

» .
oo, ooo°°°°°° Mai 1
%094 00
§wdlq Set 1
¢ °
Abr1_ 00 °°°°o°°°
w°°°°° “°°°o°
e 00 00, 5 = Oo
00° s ] 0o,
09 \Equlnomo Equinocio J 00 .
N 0
de Margo de Setembro Out 1
Mar 1
Fev 1 Nov 1
%000, 00
90005, 00090
9999900000000@0 04 120000000000809%%° 0 = —&
Jan 1 A Dez 1 -
Solsticio de
Dezembro

Leste «—e—= Qeste

Figura D.10: Assimetria perceptivel em ambos os eixos do analema.
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Na imagem acima, além da assimetria do analema, é mais facil notar que
a declinagao do Sol varia de —e até +¢ e que os equindcios (6o = 0) ocorrem
onde a figura do analema intersecta o equador celeste, sendo que o Equinécio
de Marcgo ocorre mais a leste do que o equindcio de Setembro.

Vale ressaltar que a “barriga” menor do analema ocorre inteiramente no he-
misfério celeste Norte, logo sua extremidade estd situada no solsticio de Junho
(quando 6 = +e).

Portanto, agora que conhecemos melhor o analema, podemos analisar a
imagem do inicio desse apéndice e desenhar algumas retas e pontos relevantes:

Figura D.11: Retas e pontos relevantes do analema

A primeira coisa a se fazer é tracar uma reta que passe pelas extremidades
(pontos 1 e 2) do analema. Como vimos, essa reta representa o eixo da variagao
da declinagao, ou seja, o eixo perpendicular ao equador celeste.

A partir dessa reta, podemos tracar o equador celeste tracando a mediatriz
do segmento que liga os pontos 1 e 2.

Com as extremidades do analema (pontos 1 e 2) e as intersecgdes do equa-
dor celeste com o analema (pontos 3 e 4), conseguimos marcar a posigdo do
Sol nos solsticios e equinécios. Para identificarmos qual é cada solsticio, basta
lembrar que a extremidade da “barriga”’ menor do analema é o solsticio de Ju-
nho, fazendo com que a extremidade da “barriga” maior ocorra no solsticio de
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Dezembro.

Agora, a identificacdo dos equinécios é um pouco mais complicada. Primei-
ramente, devemos perceber que o analema estd localizado no hemisfério oriental
(isto é, possui azimute 0° < A < 180°), pois a “barriga” menor esté voltada para
cima (ou seja, observador estd no hemisfério Norte) e estd voltada para a es-
querda, indicando que o ponto cardeal Norte esta logo a esquerda da imagem.
Dessa forma, pela rosa dos ventos, o ponto em que o equador celeste toca o ho-
rizonte na imagem é o ponto cardeal Leste. Assim, devemos lembrar que, como
ilustrado na figura D.10, o Equindcio que ocorre mais a leste é o Equinécio de
Margo e o Equindcio que ocorre mais a oeste é o Equinécio de Setembro.

Portanto, na imagem acima, temos:

e Ponto 1: Solsticio de Junho

Ponto 2: Solsticio de Dezembro

Ponto 3: Equinécio de Marco

e Ponto 4: Equinécio de Setembro

Com isso, analisamos completamente as caracteristicas do analema.



Apeéndice E

Rel6gio de Sol

Um relégio de Sol consiste de duas pegas principais: um gnoéomon e um
mostrador. A posicao da sombra do gnémon possibilita a identificacao do tempo
solar verdadeiro local (T3 VL), que néo necessariamente é o hordrio que vemos
em nossos relégios'. Neste apéndice, iremos ver dois tipos de relégio de Sol: o
horizontal e o vertical.

E.1 Reldgio de Sol Horizontal

Como diz o préprio nome, um relégio de Sol horizontal (ou “de chao”) é
fixado ao chao, assim como ilustrado na imagem abaixo. Sua principal carac-
teristica é que:

e O gnoémon aponta para o polo visivel (HN — PCN /HS — PCS)

Gnoémon

Mostrador

Figura E.1: Relégio de Sol horizontal. Ele estd marcando 8:30 da manha

INo capitulo 6, falamos disso com mais calma.
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Desse modo, o angulo entre o gnomon e o mostrador é a prépria latitude
do local de observagdo. Agora, vamos aprender a determinar o hemisfério em
que um relégio de Sol estd. A imagem abaixo ilustra um relégio de Sol no
hemisfério norte.

Figura E.2: Relégio de Sol horizontal no HN durante o equinécio

Desprezando a equacdo do tempo e a influéncia dos fusos, podemos ob-
servar duas caracteristicas que devem estar presentes em todo relégio de Sol
horizontal, independente de seu hemisfério.

e Quando o Sol estd nascendo (= 6:00, leste), a sombra do Gndémon aponta
para oeste. Isso implica que as primeiras horas da manha estao na direcao
do oeste;

e Quando o Sol estd se ponto (& 18:00, oeste), a sombra do Gnémon aponta
para leste. Isso quer dizer que as ultimas horas de Sol estao na direcao
do leste.

Desse modo, é possivel encontrarmos as posicoes dos pontos cardeais leste e
oeste somente olhando para as posi¢oes dos horarios préximos de 6:00 e 18:00.
Com isso, podemos determinar a posigao de todos os pontos cardeais. Como o
gndémon aponta para o polo visivel, caso o ponto cardeal na diregao do gnémon
seja o norte, o relégio estd no HN. Por outro lado, caso o gnémon aponte para
o sul, o relégio estd no HS.
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Exemplo 1:

Em que hemisfério estd o relégio horizontal da figura E.17

Solucao

Olhando para o relégio, podemos encontrar as posi¢oes dos horarios 6:00 -
a esquerda do gnomon - e 18:00 - & direita do gnoémon. Desse modo, é possivel
determinar as posigoes aproximadas do leste e oeste, assim como representado
na imagem abaixo.

Leste

19:00

,: 5:00

Oeste

Figura E.3: Exemplo 1

Com isso, pode-se perceber que o gnémon estd apontando para o ponto
cardeal norte, ou seja, o reldgio estd no hemisfério norte.
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E.2 Reloégio de Sol Vertical

Um relégio de Sol vertical (ou “de parede”) é fixado em uma parede de
forma que a sombra do gnémon fique sobre o mostrador vertical, assim como
ilustrado na imagem abaixo. Sua principal caracteristica é:

e O gnémon aponta para o polo oculto (HN — PCS / HS — PCN)

“SOL LUCET OMNIBUS’

Y e m

Figura E.4: Reldgio de Sol vertical. Ele estd marcando 15:00

Assim, o angulo entre o gnémon e a parede em que estd o relégio é 0 =
90° — ¢, assim como estd representado na figura E.5. De maneira andloga ao
que fizemos no caso do relégio horizontal, podemos determinar o seu hemisfério.
A imagem E.6 ilustra um relégio de Sol no hemisfério norte.

Polo
Visivel

»

* A

o)
(7]

€
Polo
Oculto

Figura E.5: Visao lateral de um relégio de Sol vertical
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Figura E.6: Reldgio de Sol vertical no HN durante o equinécio

Desse modo, podemos fazer as seguintes afirmagoes a respeito de qualquer
relégio de Sol vertical, independente de seu hemisfério?:

e Quando o Sol estd nascendo (/2 6:00, leste), a sombra do Gnémon aponta
para oeste. Isso implica que as primeiras horas da manha estao na diregao
do oeste;

e Quando o Sol estd se ponto (= 18:00, oeste), a sombra do Gnémon aponta
para leste. Isso quer dizer que as iltimas horas de Sol estao na direcao
do leste.

Assim, podemos determinar o hemisfério do relégio de maneira andloga ao
que fizemos com o relégio horizontal - basta lembrar que o gnémon aponta para
o polo oculto. Por fim, vale reforcar que a parede de um relégio do Sol vertical
deve estar alinhada com a direcao leste — oeste.

2840 as mesmas do relégio de Sol horizontal.
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Exemplo 2:

Em que hemisfério esta o reldgio vertical da figura .47

Solucao

Podemos determinar as posigoes aproximadas do leste e oeste, assim como
representado na seguinte imagem:

17:00
* 7:00

Leste 16.00 Oeste

8:00

Figura E.7: Exemplo 2

Assim, note que a parede estd virada para o norte, i.e. o PCN é o polo
oculto. Desse modo, o polo visivel é o PCS, e portanto o reldgio estd no
hemisfério sul.




Apéndice F
Movimento Proéprio

Ao contrério do senso comum, as estrelas nao estao fixas no céu, e sim se
movimentando com velocidades altissimas, podendo chegar a centenas de km/s,
pelo espaco sideral. Entretanto, por elas estarem muito distantes da Terra, é ne-
cessario esperar muito tempo para que essas velocidades resultem as alteragoes
significativas de suas posi¢goes quando observadas por nds. Essa variagao das
posigoes dos astros é chamada de movimento préprio.

Dessa forma, o que realmente acontece é algo parecido com:

Viot

Figura F.1: Velocidades de um astro com relagao a Terra

Agora, vamos analisar cada uma das componentes da velocidade total do
astro, a radial e a tangencial.
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Velocidade Radial

A velocidade radial v,4q nos diz o quao rdpido o objeto se aproxima ou se
afasta de nés. Caso ele esteja se afastando, entao ele tem uma velocidade radial
positiva. Por outro lado, caso o objeto esteja de aproximando de nés, ele possui
uma velocidade radial negativa.

Perceba que a velocidade radial nao resulta em variagoes da posicao do astro
quando visto da Terra, e sim, em mudancas de sua distancia até nés.

O método mais comum de se calcular a velocidade radial de um astro é pelo
redshift, assim como vimos no terceiro capitulo.

Velocidade Tangencial

A velocidade tangencial vy, é a componente da velocidade de um astro
relacionada a mudanca de sua posicao quando vista da Terra, e portanto é a
causa do movimento proprio.

Vamos relacionar o movimento préprio g de um astro, que é a variagao
temporal de sua posigao no céu, com a velocidade tangencial e a distancia de
um astro. Apds um pequeno intervalo de tempo At, temos:

Terra d W gNE
Figura F.2: Relagao entre pu, viqn € d

Temos:

’UtanAt
d + Vpqa At
Como estamos tratando de pequenos intervalos de tempo e grandes distancias,
temos que Af < 1, ie. tan Al =~ Af, e d + v;qqAt =~ d. Assim:

tan A =

'UtanAtL
Al ~
d
Af
Como p = AL temos:
Vtan
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F.1 Movimento Proéprio na Esfera Celeste

Figura F.3: A imagem & esquerda e & direita representam as mesmas regioes
do céu separadas por 20000 anos. O formato da cruz e a posicao de a Cen
(marcada) variam significativamente

Agora, vamos estudar a variagao das coordenadas equatoriais de um as-
tro devido ao seu movimento préprio. Em uma situacgao real, podemos medir
com certa precisao a variagao da declinacao e da ascensao reta de uma estrela
qualquer, como representado na tabela F.4. Apesar de ser intuitivo pensar que
podemos encontrar i somente aplicando um pitagoras entre as taxas de variagao
de a e §, veremos que essa andlise estd incorreta.

Coordenadas de Vega Coordenadas de Altair
Ano | Ascencao Reta | Declinacao | Ano | Ascencgao Reta | Declinacao
2011 | 18h36mb6,43s | 38°47'5,0” 2011 | 19hH0m47,41s | 8°52'10,3”
2001 | 18h36mb56,35s | 38°47'1,6” 2001 | 19h50m47,04s | 8°52'6,4”
1991 | 18h36m56,27s | 38°46°58,2” | 1991 | 19h50m46,67s | 8°52'02,5”
1981 | 18h36mb56,19s | 38°46°54,8” | 1981 | 19h50m46,30s | 8°51'58,6”
1971 | 18h36mbH6,11s | 38°46°51,4” | 1971 | 19h50m45H,93s | 8°51'54,7”

Figura F.4: Variacao das coordenadas de Vega e Altair nas ltimas décadas

Seja A a variagdo da posicdo de uma estrela quando vista da Terra. As
variagdes Aa e Ad associadas a esse angulo podem ser observadas na seguinte
imagem:
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L -]

B A8 A ===
. oos
A8
o)
Equador Celeste

Figura F.5: Movimento préprio na esfera celeste

Desse modo, perceba que podemos' aplicar um Teorema de Pitdgoras no
triangulo da figura F.6.

(A0)? = (A6)? + (Ax)?

Dividindo ambos os lados por (At)%:

(3) - (3) ()

A6 Ad Ax
Sendo u = A M= A CHe = R temos:
i = i+ pd

11sso s6 é vélido para pequenas variacbes de coordenadas. O correto seria utilizar leis da
trigonometria esférica, porém tal anédlise ndo costuma ser exigida em provas.
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A Ad

0

Ax
Figura F.6: Triangulo nao esférico com as variacoes das coordenadas

Agora, vamos relacionar Az com Aa. Podemos representar o angulo A« da
figura F.5 de quatro maneiras andlogas:

Figura F.7: Relacionando Az e A«

Sendo R o raio da esfera celeste e r o raio da pequena circunferéncia verme-
lha, temos:

Az = rAa
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Aa = RA«

As unidades dessas equagdes estao incorretas, o que é normal quando dize-
mos que a esfera celeste possui um raio R bem definido. Entretanto, como ve-
remos a seguir, essa aparente incoeréncia ira desaparecer. Sendo § a declinacao
do astro, podemos relacionar r e R pela imagem:

Figura F.8: Relacionando r e R

Perceba:

r
cosd = —
R

Agora, dividindo as duas equagtes de antes:

Ar _ T = cosd
Aa R

Ou seja:

A
Por fim, sendo p,, = —a, podemos chegar no resultado final:

At

12 = pj + (pa cos 8)?
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O termo do cosseno pode ser interpretado de uma outra maneira. Vamos
supor que um observador no hemisfério norte esteja observando o movimento
didrio das estrelas no céu. Um astro de 6 = 0, i.e. que esteja no horizonte do
observador, e outro de § = 80°, irdo ambos dar um volta completa em torno
do eixo de rotacdo da Terra apés cerca de 24h%. Entretanto, o astro de maior
declinagao percorrera um circulo muito menor que aquele do astro no horizonte.
Como ambos os astros possuem declinagoes constantes, o tamanho do circulo
menor serd cos80° = 0,17 vezes o tamanho do circulo percorrido pelo outro
astro. Isso pode ser observado na seguinte figura:

Figura F.9: Relacionando Az e AS (somente quando esses valores sdo peque-
nos.)

Assim como provamos acima, temos:

Ax = ABcosd

20 correto seria um dia sideral, que foi estudado no capitulo 6.
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Exemplo 1

Uma estrela possui velocidade radial v, de 150 km/s e velocidade tangencial
vy de 100 km/s. Qual o dngulo 8 que o deslocamento espacial da estrela faz
com a linha de visada?

Solugao

Basta montar o seguinte esquema:

Figura F.10: Esquema das velocidades espaciais da estrela.

Assim, o dngulo procurado sera

B = arctan (w) = arctan (1,5) ~

Ut

Exemplo 2

Calcule o movimento préprio (em ”/ano) de Altair na tabela F.4.

Solugao
O movimento proprio em declinagao us pode ser encontrado percebendo que
a declinagao aumentou 15,6” em 40 anos:

15,6”

= 10ancs — 0,39” /ano

s
Ja a ascensao reta aumentou 22,2” nesse mesmo periodo. Assim:

22
Ha = 40 anos

= 0,555” /ano
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A ascensado reta diminui 0,37s a cada 10 anos. Isso equivale a 0,37 -15 =
5,55”em 10 anos e logo ue = 0,555” /ano.

Com isso, basta utilizarmos a relagao u? = p2 + (pq cos §)%. A declinagio a
ser utilizada nao é bem definida®, logo devemos utilizar o valor médio (8°52'02,5”)
para minimizar o erro. Desse modo, chegamos em p = 0,673” /ano.

Exemplo 3:

A Estrela de Barnard é a estrela com maior movimento préprio ja desco-
berta. Temos os seguintes dados referentes a ela: paralaxe de 547 mas, ve-
locidade radial -110 km/s, movimento préprio 10,43” /ano e magnitude 9,50.
Assim, determine se em algum momento do universo sera possivel observar esse
astro a olho nu. Considere que a sua velocidade permanece constante e que a
magnitude limite do olho humano é 6.

Solugao

A distancia d até a estrela pode ser calculada pela paralaxe:

1
d[pc] = o 1,828 pc

Podemos converter esse valor para d = 5,64 - 1016 m.

A velocidade tangencial pode ser calculada a partir do movimento préprio.
Primeiramente, temos:

p=10,43" /ano = 1,60 - 10~ *rad/s

Logo:

Vtan = pd = 90,4km/s

Agora, perceba que a situacao de méximo brilho de Barnard ocorrera quando
ela estiver o mais préxima possivel da Terra. Desse modo, basta calcularmos
sua magnitude nesse ponto. Temos a seguinte imagem:

3Isso porque estamos realizando aproximacdes que as variacdes das coordenadas sdo pe-
quenas.
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Ci??li?l

o

Terra

Figura F.11: Esquema da trajetoria da estrela de Barnard ao longo do tempo
até ficar a uma distancia minima d,,;, da Terra

Vamos encontrar o angulo 3:

an 90,4 o
B = arctan |Ut | = arctan ( 110 ) =394
Vrad

Assim, podemos encontrar diin:

dmin = d-sen 8 = 3,58 - 106 m

Para encontrarmos a magnitude nessa distancia minima, basta utilizarmos
a Equacao de Pogson. Como a luminosidade de Barnard permanece constante:

-Lbar
2 d?,.
9,50 —m = —2,5log % = —25log ( Zg") = —2,5log (0,403)
dmd?

=>m:9,50—0,99:

Como o limite de magnitude do olho humano é +6, nunca sera possivel
enxergar a estrela de Barnard a olho nu, considerando apenas seu movi-
mento proprio.

Exemplo 4

Um estudante tenta medir o campo de visao da ocular de seu telescépio
usando a rotagao da Terra. Para tal, o observador aponta o telescépio para
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Vega, desliga o motor de acompanhamento e mede o tempo que Vega leva para
cruzar o didmetro do campo de visdo obtendo o valor At = 5.3 min. Qual o
campo de visao deste telescopio em minutos de arco?

Dados:
e Vega: o =185h e § = +39°
e Dia sideral: Dy;y = 23"56™

Solugao

A situagao pode ser ilustrada pela figura F.9. Nesse caso, o campo de visao
do telescopio é o proprio angulo Az, enquanto o angulo AS é a variacdo da
amplitude de Vega durante o intervalo de tempo At. Como Vega da uma volta
completa em um dia sideral, temos:

At
Dsid
Agora, sabemos que Ax = AS cosd, logo:

AB =27

Az =27 At cos 0

sid

Realizando os cédlculos, obtemos Ax = 0,018 rad = 62’




Apéndice G
Eclipses

A palavra grega ekléipsis significa “desaparecimento”. Na astronomia, o
corpo ocultado é do Sol ou a Lua quando vistos da Terra, caracterizando um
eclipse solar ou lunar, respectivamente. Neste apéndice, iremos compreender os
fatores associados a esses espetaculos astronoémicos.

Figura G.1: Eclipse solar

G.1 Fases da Lua

As fases da Lua sao resultados das configuracoes entre a Terra, a Lua e o
Sol. Desse modo, de acordo com a relagao encontrada no capitulo 6, uma fase
da Lua repete-se a cada cerca de 29,5 dias, que é o intervalo conhecido como
um meés sinddico ou lunagao.

Agora, vamos nomear as fases da Lua. Temos a seguinte figura:

530
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4
‘—
‘—
1 3 Luz Solar
Polo Norte
‘—
4—
2

Figura G.2: Fases da Lua

Uma caracteristica muito importante com relagao as fases da Lua é que
uma configuragdo fixa entre a Terra, a Lua e o Sol é observada de maneiras di-
ferentes dependendo do hemisfério, assim como ilustrado na figura abaixo para
a fase 4:

A\ A\

Luz Solar Luz Solar

Figura G.3: “Inversao” da Lua

Assim, quando vistas do hemisfério norte, as fases da Lua sdo:
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Quarto-crescente

. Lua crescente
Crescente gibosa

Lua Nova

Lua Cheia

Minguante gibosa .
Lua minguante

Quarto-minguante

Figura G.4: Fases da Lua no HN

Ou seja, na imagem G.2:

1. Lua cheia

2. Lua quarto minguante

3. Lua nova

4. Lua quarto crescente

Com isso, podemos determinar os horarios de nascer o ocaso da Lua em
cada uma de suas fases. Como o més sinédico é muito maior que um dia, po-
demos despreza-lo para tal objetivo. De maneira parecida, iremos desprezar a
translagdo da Terra. Primeiramente, vamos encontrar o horario de nascer da
Lua cheia.

Sabemos que a Terra gira de acordo com a regra da mao direita em torno
de seu eixo, ou seja:
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I 3 Sol_y,

Figura G.5: Encontrando horarios de nascer e ocaso da Lua

Vamos analisar essa imagem. Em 3, o Sol esta a pino, i.e. sao cerca de 12:00,
mas a Lua néo estd visivel. J4 em 4, ji é possivel observar a Lua. Como a Terra
deu um quarto de volta entre 3 e 4, passaram-se 6h desde o meio-dia, logo sao
cerca de 18:00. Isso significa que a Lua cheia nasce aproximadamente' as
18:00. De maneira andloga, ela culmina as 00:00 (ponto 1) e se poe as 6:00
(ponto 2). Realizando um procedimento andlogo para as demais fases da Lua:

’ Fase da Lua Horario do nascer | Horério do ocaso
Cheia 18:00 6:00
Quarto minguante 00:00 12:00
Nova 6:00 18:00
Quarto crescente 12:00 00:00

Faces visivel e oculta

Uma importante caracteristica da érbita da Lua é que ela é sincrona, i.e.
seus periodos de rotagao e translagao sao idénticos. A principal consequéncia
disso é que sempre vemos a mesma face da Lua, assim como representado pela
imagem abaixo.

IEsse valor refere-se ao tempo solar verdadeiro local, que nio necessariamente é igual ao
tempo civil, porém costuma ser préximo.
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Figura G.6: Orbita sincrona da Lua

Na verdade, devido a um efeito chamado de libragao, podemos enxergar
um pouco mais que um hemisfério lunar. Esse efeito consiste de um pequeno
balanceio da Lua, que pode ser visualizado por gifs na internet?.

Por fim, vale ressaltar que a imagem da Lua muda de acordo com a posigao
do observador na Terra. De modo geral, mudangas de um hemisfério para o
outro fazem com que ela fique invertida®, assim como representado pela imagem:

Rio de Janeiro - BR Kyoto - JP

Figura G.7: Mudanga da imagem da Lua dependendo do hemisfério.

2E dificil representé-lo por imagens.
3Tal inversdo nao é perfeita, pois seria necessirio selecionar latitudes e longitudes es-
pecificas.
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G.2 Eclipses

Como vimos no capitulo 5, a inclinagao da érbita lunar em relagao a ecliptica
é cerca de 5,14°. Por essa razao, nao é em toda fase nova ou cheia da Lua que
hé um eclipse. Para isso acontecer, é necessario um certo grau de alinhamento
entre a Terra, a Lua e o Sol. Agora, vamos estudar melhor cada tipo de eclipse.

Eclipse solar

Quando ha um alinhamento entre os trés corpos celestes em questao, temos
que ou a Terra ou a Lua pode ser o corpo entre os dois outros. Assim, um
eclipse solar ocorre quando a Lua fica entre o Sol e a Terra. O efeito dos raios
solares é produzir duas regioes de sombra: a umbra e a penumbra. A imagem
abaixo representa essa situagao.

PENUMBRA, ORBITA
UMERA

TERRESTRE

Lua”

TERRA
ECLIFSE TOTAL OREBITA

ECLIPSE PARCIAL LUNAR

Figura G.8: Eclipse Solar

Na regiao do planeta mais escura, contida na umbra, ocorre um eclipse
solar total, j4 que a Lua esta totalmente em frente ao Sol. Por outro lado, na
regidao da penumbra, um eclipse solar anular ou parcial é observado. A
imagem abaixo, representa essas situacoes. Ha ainda um terceiro caso conhecido
como eclipse solar anular que serd estudado a seguir.

Eclipse Solar Anular Eclipse Solar Total Eclipse Solar Parcial

Figura G.9: Tipos de eclipses solares
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Eclipse solar anular

Dependendo da distancia entre a Lua e a Terra, a projegao do cone de
sombra na superficie terrestre pode ou nao condicionar um eclipse solar total.
Quando essa necessidade nao é atendida, um eclipse solar anular é observado.
A imagem abaixo ilustra a condicdo limite para um eclipse solar total.

ap — Rg

Figura G.10: Condigao limite para um ponto na Terra observar um eclipse solar
total

Agora, vamos calcular o valor méximo da distancia Terra-Lua para que seja
possivel observar um eclipse solar total. Vale ressaltar que d,,., vai da su-
perficie da Terra té o centro da Lua, entao a distancia Terra-Lua é dyq. + Rg
nessa situagao.

De acordo com a figura, temos:

senf = iy = Ro
dmaa: Cl@ — R@

Ou seja:

Rr

dmaz = (a0 — R@)F@

Realizando a conta, obtemos dyqz+Re = 3,8-10% m. Assim, caso a distancia
Terra-Lua eventualmente seja maior que esse valor, veremos um eclipse solar
anular. Como a distancia entre esses corpos quando a Lua estd em seu afélio
é doy ~ 4,1-10% m, temos que dpar + Rey < duf. Desse modo, é possivel
observarmos eclipses solares anulares.

Vale ressaltar que, em todo eclipse solar, a Lua estd na fase nova.
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Eclipse lunar

Enquanto o eclipse solar ocorria quando a Lua ocultava o Sol, eclipses lu-
nares acontecem quando a Lua passa pela sombra da Terra. Novamente, é
necessario haver um certo grau de alinhamento entre esses corpos. A imagem
abaixo ilustra essa situagao.

ORBITA . UMBRA
TERRESTRE

ORBITA
LUNAR PENUMBRA

Figura G.11: Eclipse Lunar

H& 3 tipos de eclipses lunares: total, parcial e penumbral. Eles sao
caracterizados por:

e Eclipse lunar total: Lua completamente imersa na umbra

e Eclipse lunar parcial: Lua com partes tanto na umbra quanto na penum-
bra

e Eclipse lunar penumbral: Lua imersa na penumbra sem nenhuma parte
na umbra

A imagem abaixo ilustra esses conceitos.
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ecliptic

“ penumbra

IJI'I'II:\I'ﬂ

1 2 3 4

Figura G.12: Em 1, ndo hé eclipse; em 2, hd um eclipse lunar penumbral,
mas parcial; em 3, h4 um eclipse lunar parcial e em 4, ha o eclipse lunar
total

Vale ressaltar que a Lua fica avermelhada durante um eclipse solar total.
Nessa situacao, toda a luz solar que incide na superficie lunar passou pela
atmosfera terrestre, sofrendo tanto refracao quanto dispersao de Rayleigh. En-
tretanto, a luz vermelha é menos sujeita a esses fatores que a luz azul, fazendo
com que somente ela chegue na Lua. Ainda, eclipses lunares ocorrem quando a
Lua estd em sua fase cheia.

Exemplo 1

A fotomontagem a seguir traz duas imagens da Lua. Qual(is) dela(s) foram
tiradas durante eclipses?
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Solucgao

De acordo com a imagem G.4, nao existe nenhuma fase da Lua que repre-
senta o posicionamento da concavidade da Lua da direita, que estd destacado
na imagem abaixo.

Desse modo, pode-se perceber que a imagem da direita representa um eclipse
lunar, enquanto a da esquerda representa a Lua em sua fase crescente quando
vista do HS.

Eclipses lunares anulares

De maneira analoga ao que fizemos para conferir a possibilidade de existirem
eclipses solares anulares, podemos determinar a existéncia de eclipses lunares
anulares, que ocorrem quando nenhum ponto da Lua estd na umbra. No caso
limite:
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ae + dmaz

Figura G.13: Condigao limite para a existéncia de eclipses lunares anulares

Pela figura, temos:

senf = Fo = o
dmam a@ + dmam

Reescrevendo:

R
Do =00
(O

Realizando os célculos, obtemos dpe; = 1,39 - 10°m. Como a distancia
dmaz + B > day, a Lua nunca fica longe o suficiente para possibilitar a
existéncia desse eclipse. Desse modo, é impossivel ocorrer um eclipse lunar
anular.



Apéndice H

Angulo Solido

O angulo solido trata-se do equivalente tridimensional do angulo plano. En-
quanto este relaciona comprimentos em uma circunferéncia, o angulo sélido
fornece uma relacao para a area de regioes em esferas.

Enquanto angulos planos sao medidos em radianos, em que 27 rad equiva-

lem a uma circunferéncia completa, a unidade de medida de angulo sélido é o
esferorradiano, cujo simbolo é o sr. A imagem abaixo ilustra esses conceitos.

r

SN
I
Sl w

Figura H.1: Comparacao entre o angulo sélido e o dngulo plano

Assim como 27 rad equivalem a uma circunferéncia completa, podemos en-
contrar o valor em esferorradianos de uma esfera. Sabemos que a maior area

541
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possivel na superficie de uma esfera de raio r é Agsy = 4mr?. Assim, o angulo
sélido 2,42 associado a essa area é:

47 R?
Qmax = ;72 =47 sr

H.1 Angulo Solido de Cones

A aplicacdo mais relevante do angulo sélido na astronomia esté relacionada
ao cone. Em uma esfera de raio r, inserimos um cone de abertura 26, assim
como ilustrado abaixo.

/
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Figura H.2: Angulo sélido de cone

A deducao do angulo sélido associado a esse cone ultrapassa o escopo deste
livro, porém seu valor é:

9(0) = 27(1 — cos0) |

Como esperado, (7) = 4msr, que equivale ao angulo sélido de uma esfera
completa.

Essa expressao é especialmente 1til quando o angulo 6 é pequeno, i.e. § < 1.
2

Nesse caso, podemos aproximar cosf ~ 1 — 5 ou seja:
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92
o (1 (1-4))

~ 2
Qpeq ~ 70

Reescrevendo:

Essa equacao pode ser interpretada de outra maneira. Para § < 1, a area
A associada a um objeto de raio p é:

A= nmp?
- . . A
Pela defini¢ao de angulo sélido, 2 = ok logo:
2

T
Qg X —
peq -2
Mas, para 0 < 1, 0 ~ B, logo:

r

~ 2
Qpeq ~ 7l

Como esperado.

H.2 Conversao

E comum medirmos angulos sélidos de objetos do céu em unidades além do
sr. Por exemplo, caso o angulo sélido de um objeto no céu seja muito pequeno,
é mais conveniente utilizar o arcsec?. Outras unidades possiveis para o angulo

sélido sdao o rad? e os graus quadrados. Vamos aprender a converter entre elas.

Por definigdo, 1sr = 1rad®. Como wrad = 180°, temos:

2
180
lsr = () graus quadrados
T

Como 1° = 3600 arcsec, temos:

1 2
lsr = (80 . 36100> arcsec? & 4,25 - 10 arcsec?
m

Exemplo 1

Calcule o angulo sélido compreendido pelo Brasil sabendo que ele possui
8.516.000 km? de drea. Considere a Terra como uma esfera perfeita de raio
6371 km.
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Solucao
Podemos usar a definicao de angulo sdélido:

Apr 8516000

ZBRE 2T 10,2099 sr
RZ  (6371)°

Qpr =

Também seria possivel fazer uma simples regra de trés:

47 R? A
Apr  Br

Que resultaria no mesmo resultado.

Exemplo 2

M74, mais conhecida como Phantom Galaxy, é uma galdxia espiral de for-
mato quase circular na constelacao de Peixes. Sabendo que seu diametro an-
gular vale 10’, calcule seu angulo sélido e sua “drea fisica”, sabendo que ela se
encontra a uma distancia de 9 Mpc.

Solugao

O raio angular de M74 vale metade de seu diametro angular, i.e. 5’. Assim,
podemos calcular seu angulo sélido em arcsec?:

Q=7 (5 - 60)° ~ 282743 arcsec’
180 - 3600)2 )

arcsec”:

Como 1sr = (

™
™

180 - 3600 arcsec

2
) = 282743 arcsec? - ( ) st = 6,65 - 1075 sr

Assim, sua area fisica sera:

A=QR*=6,65-10"°%- (9206265 - 10° - 1,496 - 1011)2 ~|5,13-10*! m?

Onde o raio R da esfera é a prépria distancia de M74 até noés.




	Créditos y Contato
	Guía y Erratas
	Tabla de Constantes
	Donaciones
	Métodos Matemáticos
	Estrategias Generales
	Unidades y Análisis Dimensional
	Aproximaciones
	Numericas
	Trigonométricas
	Binomial
	Ideas Importantes

	Calculadora
	Interfaz
	SHIFT y ALPHA
	Teclas Especiales
	Uso de los Paréntesis
	Memoria de la Calculadora
	Ángulos

	Cifras Significativas
	Reglas
	Operaciones

	Matemática Elemental
	Operaciones con fracciones
	Potenciación
	Notación científica
	Conversión de unidades
	Razones y proporciones
	Ecuaciones de Primer Grado
	Ecuaciones de segundo grado
	Logaritmos

	Geometría Elemental
	Rectas paralelas y perpendiculares
	Ángulos Complementarios y Suplementarios
	Ángulos Opuestos por el Vértice
	Ángulos en Rectas Paralelas
	Similitud
	Círculo y Circunferencia
	Áreas y Volúmenes

	Trigonometría Elemental
	Teorema de Pitágoras
	Relaciones Trigonométricas
	Propiedades
	Círculo Trigonométrico
	Otras Funciones
	Ecuaciones Trigonométricas
	Ley de Senos y Ley de Cosenos

	Problemas
	Solución

	Mecánica Celeste
	Leyes de Newton
	Órbitas circulares
	Movimiento Circular Uniforme
	Aceleración centrípeta
	La Órbita Circular

	Elipses
	Definiciones
	Propiedades

	Leyes de Kepler
	Energías
	Tipos de Órbitas
	Hipérbola
	Parábola
	Velocidad de Escape
	Radio de Schwarzschild

	Momento Lineal
	Momento Angular
	Problemas
	Solución

	Fotometría
	Espectroscopía
	Radiación
	Espectro
	Leyes de Kirchhoff
	Espectro de las Estrellas

	Efecto Doppler y Redshift
	Efecto Doppler
	No Relativista
	Relativista

	Luminosidad y Flujo
	Luminosidad
	Flujo

	Cuerpo Negro
	Radiancia Espectral
	Importancia de los Cuerpos Negros
	Ley de Wien
	Ley de Stefan-Boltzmann

	Albedo
	Temperatura de um Planeta
	Brillo de la Luna

	Magnitudes
	Absoluta
	Distancias
	Bandas

	Clasificación Estelar
	Clasificación de Harvard
	Clasificación de Yerkes
	El Diagrama HR

	Problemas
	Gabarito :) (Soluciones)

	Telescopios y Detectores
	Luz
	Reflexión y Refracción

	Lentes y Espejos
	Espejos Planos
	Lentes
	Espejos Esféricos

	Formación de imágenes
	Tipos de telescopios
	Refractores
	Reflectores
	Compuestos o Catadióptricos
	Radiotelescopios

	Monturas y Accesorios
	Altazimutal
	Equatorial
	Accesorios
	CCD's

	Ganancia y Magnitud Límite
	Ganancia
	Magnitud Límite

	Resolución Angular
	Difracción de la Luz
	Criterio de Rayleigh

	Características Físicas
	Distancia Focal
	Aumento
	Relación (Razón) Focal
	Salida de Pupila
	Eficiencia Cuántica
	Longitud

	Escala de Placa
	Definición
	En CCD's

	Fenómenos Ópticos
	Aberración Cromática
	Refracción Atmosférica
	Extinción Atmosférica
	Seeing/Cintilación

	Problemas
	Gabarito

	Astronomía de Posición
	La Esfera Celeste
	Elementos

	Sistemas de Coordenadas
	Geográficas
	Ecuatoriales
	Horizontales
	Horarias
	Eclípticas
	Galácticas
	Resumo

	Movimiento Diurno de los Astros
	Salida, Puesta y Pasaje Meridiano de un Astro
	Culminación
	Estrellas Circumpolares
	Sol
	Luna

	Trigonometría Esférica
	Triángulos Esféricos
	Ley de los Cosenos
	Ley de los Senos
	Ley de los Cuatro Elementos

	Ejemplos
	Distancia Angular
	Triángulo de Posición
	Tiempo Encima del Horizonte
	Conversión entre Sistemas de Coordenadas

	Consejos
	Problemas
	Solución

	Escalas de Tiempo
	Proyectando en el Ecuador Celeste
	Sol Verdadero y Sol Medio
	Escala Solar
	Escala Sideral
	Período Sideral e Sinódico
	Conversión
	Tiempo Sideral

	Definiciones
	Definiciones
	Greenwich
	Husos horarios
	Tiempo de fuso

	Traslación de la Tierra y la Luna
	Tipos de años
	Meses de la Luna

	Problemas
	Gabarito

	Sistemas Binarios
	Centro de Masa
	Órbitas Circulares
	Velocidades y Distancias

	Caso general
	Formato
	Excentricidad

	Inclinación orbital
	Binarias Visuales
	Binarias Astrométricas
	Binarias Espectroscópicas
	Binarias Eclipsantes
	Flujos
	Intervalos de Tiempo

	Problemas
	Gabarito

	Cosmología
	Lei de Hubble-Lemaître
	Redshift Cosmológico

	Paralaxe
	Órbitas dos Planetas
	Planetas Interiores e Exteriores
	Inclinação da Órbita
	Inclinação do Eixo de Rotação
	Precessão e Nutação
	Configurações Planetárias

	Analema
	Variação da Declinação do Sol
	Equação do Tempo
	Efeitos Combinados

	Relógio de Sol
	Horizontal
	Vertical

	Movimento Próprio
	Esfera Celeste

	Eclipses
	Fases da Lua
	Eclipses

	Ângulo Sólido
	Cones
	Conversão


